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时 间 序 列 是 按照 时 间 顺 序 取得 的 一 系列 观测 值 。 很 多 数据 是 
以 时 间 序 列 的 形式 出 现 的 : 一 个 工厂 装 船 货 物 数量 的 月 度 序 列 , 公 
路 事故 数量 的 周 度 序列 ， 某 化 工 过 程 产 出 的 按 小 时 观测 ， 等 等 . 
时 间 序 列 的 例子 在 一 些 领域 中 是 极 丰 富 的 ， 诸 如 经 济 ， 商 业 ， 工 
程 ， 自 然 科 学 (特别 是 地 球 物 理学 和 气象 学 ) 和 社会 科学 。 FAR 
一 开始 的 图 4.1 给 出 了 时 间 序 列 的 图 形 ， 这 些 都 是 该 类 数据 的 例 
子 ， 也 是 我 们 将 要 讨论 和 涉及 的 。 时 间 序 列 典 型 的 一 个 本 质 特征 
就 是 相 邻 观测 值 的 依赖 性 . 时 间 序 列 观 测 值 之 间 的 这 种 依赖 特征 
具有 很 大 的 实际 意义 。 时 间 序 列 分 析 所 论 及 的 就 是 对 这 种 依赖 性 
进行 分 析 的 技巧 。 这 要 求 对 时 间 序 列 数据 生成 随机 动态 模型 ， 并 
将 这 种 模型 用 于 重要 的 应 用 领域 . { 

在 本 书后 面 的 各 章 中 ， 我 们 将 给 出 对 于 时 间 序 列 和 动态 系统 
进行 模型 的 建立 、 识 别 、 拟 合 及 检验 的 方法 。 所 讨论 的 这 些 方法 
对 于 离散 (数据 采样 ) 系统 是 适用 的 , 即 系统 的 观测 发 生 于 时 间 的 
相等 间隔 . 

我 们 通过 四 个 重要 应 用 领域 来 说 明 时 间 序 列 和 动态 模型 的 应 
W. 

1. 由 时 间 序 列 的 当前 和 过 去 值 对 未 来 值 的 预报 . 

2. 确定 惯性 系统 的 传递 函数 ， 即 确定 动态 输入 - 输出 模型 ， 
由 此 可 找 述 任 一 给 定 输入 序列 对 于 系统 输出 的 影响 . 

3. 在 传递 函数 模型 中 使 用 示 性 输入 变量 来 描述 和 评价 异常 干 


Dt 


.1. 


预 事件 对 时 间 序列 特性 的 影响 ， 
4. 设计 简单 的 控制 方案 ， 由 此 可 以 通过 对 输入 序列 值 的 调整 
来 尽 可 能 地 补偿 系统 输出 对 于 理想 目标 值 的 潜在 偏差 . 


1.1 四 个 重要 的 实际 问题 
1.1.1 时 间 序 列 的 预报 


利用 一 个 时 间 序 列 在 上 时 刻 的 有 效 观 测 值 去 预报 在 某 个 未 来 
时 刻 t+ 该 序列 的 值 ， 这 一 问题 的 提出 是 基于 下 列 事实 ， (1) 经 
济 和 商业 计划 ，(2) 生产 计划 ，(3) 库存 和 生产 控制 ， 以 及 (4) Æ 
产 过 程 的 控制 和 优化 。 正 如 最 初 Holt 等 等 [113],Brownl64], 以 及 
帝国 化 工 产 业 短期 预报 专题 论文 集中 所 述 , 预报 往往 要 提前 一 段 
时 间作 出 ， 即 所 谓 的 提前 期 (lead time) , 它 是 随 着 具体 问题 而 不 
fa], 例如 ， Harrison[105] 将 库存 问题 中 的 提前 期 定义 为 ， 从 工厂 
做 出 补充 库存 订单 开始 ， 直 到 订货 交付 库存 为 止 的 一 段 时 间 . 

我 们 假定 观测 值 是 在 时 间 的 离散 、 等 间 踊 区 间 上 得 到 的 。 全 
如 , 在 一 个 销售 预测 问题 中 , 当前 月 份 + 的 销售 额 z: 和 已 往 月 份 的 
销售 额 zi, z-2, zt-3… 可 以 用 来 预报 担 前 ! = 1,2,3,---,12 个 
月 的 销售 额 .用 2ι(1) 记 在 原点 t 对 未 来 某 个 时 刻 t+i 的 销售 额 ze 
所 做 的 预报 值 ， 也 就 是 提前 期 为 i 的 预报 . 函数 (0),! = 1,2,---, 
给 出 了 在 原点 t 对 所 有 未 来 提前 期 的 预报 值 ， 它 被 称 为 在 原点 
的 预报 函数 . 我 们 的 目的 是 得 到 一 个 这 样 的 预报 函数 ， 使 得 对 于 
每 一 提前 期 i, 实际 值 与 预报 值 之 间 偏 差 zy- ll 的 均 方 尽 可 
能 地 小 . 

除了 计算 最 好 的 预报 值 之 外 ， 确 定 预 报 的 精度 也 是 必要 的 ， 
由 此 , 例如 就 可 以 把 根据 这 些 预 报 值 所 作 决 策 的 风险 计算 出 来 . 
预报 值 的 精度 可 以 通过 计算 每 个 预报 值 两 侧 的 概率 限 来 表示 . 这 
些 概 率 限 可 以 对 任 一 组 方便 的 概率 算出 ， 比 如 50%,95% . 它们 所 

指 的 是 : 最 终 发 生 的 时 间 序 列 实现 值 将 会 以 给 定 的 概率 落 在 这 些 
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-. 50% 概率 上 腿 
22 ee 
507% 概率 下 限 


图 1.1 时 间 序 列 值 与 预报 函数 及 50% MEM 


界限 内 . 为 了 说 明 起 见 , 图 1.1 给 出 了 以 时 刻 t 为 终点 的 一 个 时 间 
序列 的 最 后 20 个 值 , 并 给 出 在 原点 + 所 作 的 提前 期 -- 1,2,--- ,13 
的 预报 值 及 50% 的 概率 限 . 

得 到 预报 值 和 估计 概率 限 的 方法 将 在 第 5 章 中 做 详细 地 讨 
w. 推导 这 些 预报 方法 是 基于 假定 时 间 序列 οι MATE 
知 的 随机 模型 . 在 第 3 章 和 第 4 章 中 引入 的 就 是 一 类 很 有 用 的 模 
型 ， 这 类 模型 适合 于 描述 序列 ει 的 特性 ， 称 之 为 自 回归 求 和 滑 
动 平均 (ARIMA) 模型 ， 我 们 要 研究 这 种 模型 的 诸多 性 质 。 紧 接 
着 ， 在 第 6,7,8 章 中 我 们 研究 了 对 于 实际 的 时 间 序列 数据 拟 合 这 
种 模型 的 具体 事项 ， 相 应 的 方法 可 通过 三 个 步 椭 来 说 明 ， 试 探 性 
模型 识别 或 鉴别 ， 模 型 参数 的 估计 ， 模 型 的 检验 和 诊断 . 


1.1.2 传递 函数 的 估计 


工业 中 一 个 很 有 意义 的 课题 是 研究 过 程 的 动态 特性 [15],[115|. 
进行 这 种 研究 可 使 (1) 实现 对 现 有 装置 的 更 好 控制 ， (2) 改进 新 
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Vo νι Vo Ug Ua Ug Ve νυ να νο 


脉冲 响应 函数 


o., Pa 

TT 
输入 〔〈 空 气 局 给 速度 ) 输出 (CO2 浓度 ) 
图 1.2 与 一 个 动态 系统 有 关 的 输入 和 输出 时 间 序 列 


装置 的 设计 .具体 来 说 ， 已 提出 若干 种 方法 ， 都 是 从 由 输入 时 间 
序列 X 和 输出 时 间 序 列 Υ, 所 组 成 的 过 程 的 记录 出 发 ， 来 估计 设 
备 单元 的 传递 函数 .在 图 1.2 中 给 出 了 一 段 这 样 的 记录 ， 其 中 输 
入 是 空气 供应 的 速度 ， 给 出 是 反应 炉 中 产生 二 氧化 矶 的 浓度 . 观 
测 值 以 9 秒 为 间隔 得 到 . 图 中 还 用 棒 形 图 的 形式 给 出 了 一 个 假设 
的 脉冲 响应 函数 vj,j = 1,2,…, 它 通 过 输入 Xi 与 输出 7 之 间 形 


如 Y, = Yo υγ.) 的 动态 线性 关系 决定 了 系统 的 传递 函数 . 第 10 


章 介 绍 了 将 输入 过 程 Χι 和 输出 过 程 Y 联系 起 来 的 传递 函数 模 
型 ， 并 考察 了 它们 的 许多 性 质 。 根据 确 定性 的 扰动 输入 ， 比 如 阶 
跃 、 脉 冲 和 正弦 等 变化 来 估计 传递 函数 的 方法 并 不 总 是 成 功 的 . 
这 是 因为 ， 对 于 大 小 适度 、 可 以 容 怒 的 干扰 来 说 ， 系 统 的 啊 应 可 
BATTRTR, 这些 干扰 统称 为 噪声 .估计 传递 函数 
的 统计 方法 允许 系统 中 有 噪声， 在 第 11 章 中 将 讲述 这 种 方法 . 
在 经 济 学 ， 工 程 学 ， 生 物 学 和 很 多 其 它 领 域 中 对 于 动态 响应 的 佑 
计 都 是 非常 有 意义 的 . 


传递 函数 模型 的 另 一 个 重要 应 用 是 预报 . 例如 ， 若 能 够 确定 
出 两 个 时 间 序 列 X 和 Yi 之 间 的 动态 关系 ， 则 可 以 用 两 个 序列 的 
过 去 值 对 Y, FRR. 在 某 些 场 合 ， 这 种 方法 可 以 使 预报 误差 大 
大 降低 . 
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1.1.3 异常 干预 事件 对 系统 影响 的 分 析 


在 一 些 场合 ， 我 们 可 以 得 知 某 些 非常 的 外 部 事件 、 干 预 事 件 
会 影响 被 研究 的 时 间 序 列 z: . 这 些 干预 事件 的 例子 如 : 新 环境 法 
规 的 纳入 ， 经 济 政策 的 变化 ， 罢 工 以 及 特别 的 促销 活动 等 . 在 这 
些 情况 下 ， 正 如 在 节 1.1.2 中 所 讨论 的 ， 我们 可 以 用 传递 函数 模 
型 来 解释 干预 事件 对 序列 ze 的 影响 ,但 这 里 的 “输入 ”序列 将 是 
简单 的 示 性 变量 形式 ， 即 仅 取 值 1 或 0, 以 表示 (定性 地 ) 该 事件 
出 现 或 不 出 现 . | 

在 上 述 情 形 ， 干预 分 析 用 来 获得 干预 事件 对 所 关心 时 间 序 列 
影响 的 定量 度量 .作为 例子 ， Box 和 Tiao[59] 利用 干预 模型 进行 
数量 化 研究 ， 他 们 研究 了 洛杉矶 地 区 烟 筋 生成 的 氧化 物 对 于 空气 
污染 控制 的 影响 ， 以 及 美国 消费 价格 指数 对 于 经 济 控制 的 影响 . 
另外 , 干预 分 析 还 可 用 于 序列 2ι 中 任意 异常 值 的 修正 ， 这 些 异 常 
值 可 能 是 由 于 干预 事件 引起 的 ， 这 样 就 可 以 保证 对 序列 进行 时 间 
序列 分 析 的 结果 ， 例 如 拟 合 模 型 的 结构 ， 模 型 参数 的 估计 以 及 未 
来 值 的 预报 都 不 致 因 异常 值 的 影 而 被 严重 扭曲 ， 在 第 12 章 中 给 
出 了 干预 分 析 模 型 及 其 应 用 ， 同 时 还 研究 了 时 间 序 列 中 野 值 或 异 
常 值 检测 的 有 关 课 题 . 


1.1.4 离散 控制 系统 


在 过 去 , 对 于 统计 学 家 来 说 , “过 程控 制 ” 一 词 通 常 是 指 最 初 
由 Shewhart[177|(X ΛΙ, Dudding 和 Jennet[85]) 在 美国 提出 的 质量 
控制 技术 .最近 ， 有 关 质 量 控制 的 一 系列 方向 受到 了 重视 ， 由 此 
导致 Page[154], [155] 及 Barnard[21] 的 “累计 求 和 图 ”(cumulative 
sum charts 和 Roberts[170]“ 几 何 滑动 平均 图 ” (geometric moving 
average charts) 的 引入 。 这 些 图 在 非 连续 地 制造 “部 件 ” 的 工业 
生产 中 经 常 使 用 ， 是 所 谓 过 程 统 计 控 制 (SPC) 的 一 个 方向 。 具 体 
地 说 ( 见 Deming [Τ9]), 它们 被 用 于 过 程 的 连续 监控 ， 也 就 是 说 ， 
用 来 支持 一 个 连续 监控 的 装置 ， 以 便 检 测 发 生变 化 的 指定 (或 具 
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体 ) 原因 . 设备 上 的 数据 及 时 地 显示 ， 以 保证 运行 过 程 的 重大 变 
化 能 很 快 地 被 注意 到 。 知道 了 问题 : “这 种 特定 的 变化 是 何 时 发 
生 ? ”的 答案 ， 我们 就 可 以 去 回答 问题 : “ 它 为 什么 会 发 生 ? ”, 
于 是 对 于 过 程 连续 施加 激励 手段 ， 以 实现 过 程 的 稳定 和 改善 . 
与 之 对 照 ， 在 过 程 和 化 学 工业 中 ， 各 种 形式 的 反馈 和 前 馈 调 
节 被 用 于 我 们 称 之 为 工程 过 程控 制 (EPC) πα. 因为 工程 过 程控 制 
所 作 的 调节 通常 是 自动 计算 和 实施 的 ， 所 以 这 类 控制 有 时 也 称 为 
自动 化 过 程控 制 (APC) . 但 是 , 实现 这 类 调节 的 方式 是 方便 的 . 
当 在 系统 的 输入 中 存在 固有 的 干扰 或 噪声 ， 且 不 可 能 或 无 法 将 它 
消除 ， 这 时 这 类 控制 就 是 必要 的 。 当 我 们 测量 到 某 个 输入 变量 的 
波动 时 一 可 以 观测 但 不 能 改变 ， 对 另外 的 控制 变量 进行 适当 的 
补偿 性 修改 ， 则 是 可 行 的 . 这 就 是 前 锁 控 制 。 另 外 ， 我 们 可 以 利 
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图 1.3 粘度 的 控制 . 粘度 观测 的 记录 值 和 用 诺 曼 图 对 煤气 比例 的 调节 值 
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用 对 于 目标 值 的 偏离 或 “错误 信号 ”这 类 输出 量 本 身 的 特征 ， 由 
此 计算 出 控制 变量 的 补偿 性 改变 值 ， 这 称 为 反馈 控制 。 与 前 馈 控 
制 不 同 ， 即 便 在 干扰 源 不 完全 知道 或 干扰 的 大 小 无 法 测 出 时 ， 这 
种 修正 方式 也 能 使 用 . 


在 第 13 章 中 , 我 们 引用 本 书 前 面 讨 论 的 有 关 时 间 序 列 和 传递 


函数 模型 的 内 容 ， 来 给 出 这 些 控制 方法 的 统计 和 解释， 以 便 评价 这 
些 方法 之 间 的 关系 及 其 不 同 的 目的 . 具体 地 说 , 我 们 要 说 明 : 如 何 
利用 反馈 控制 的 思想 来 设计 人 工 调节 生产 过 程 简 单 的 操作 图 . 例 
如 图 1.3 的 上 部 给 出 了 42 小 时 的 时 段 上 紊 合 物 粘度 的 每 小 时 测 
量 值 . 该 粘度 被 控制 在 90 个 单位 的 目标 值 附近 . 当 每 个 粘度 测量 
值得 到 后 ， 过 程 操作 者 就 利用 图 中 间 给 出 的 诺 曙 图 (nomogram) 
计算 出 对 操作 变量 (煤气 速度 ) 应 作 的 调节 值 . 图 1.3 的 下 部 给 出 
了 按照 诺 曼 图 作出 的 调节 值 . 


1.2 随机 性 和 确定 性 的 动态 数学 模型 


用 数学 模型 去 描述 一 种 物理 现象 的 特性 ， 这 一 思想 是 确信 无 
SEAS. 具体 地 , 有 时 可 以 根据 物理 定律 推出 一 个 模型 , 使 得 我 们 
对 菏 个 依赖 于 时 间 的 量 在 任何 瞬时 都 能 几乎 准确 地 计算 其 值 。 比 
如 , 我 们 可 以 计算 沿 已 知 方向 、 以 已 知 速度 发 射 的 导弹 的 轨道 . 如 
果 精 确 的 计算 是 可 能 的 ， 那 么 ， 这 样 的 模型 就 是 完全 确定 性 的 . 

然而 ， 或 许 没有 一 种 现象 是 完全 确定 性 的 ， 因 为 可 能 出 现 一 
些 未 知 的 因素 , 比如 , 变化 的 风速 能 使 导弹 稍稍 偏离 轨 线 . 在 许多 
问题 中 , 我 们 必须 去 考虑 一 种 依赖 于 时 间 的 现象 (例如 , 新闻纸 的 
月 销售 量 ), 其 中 有 很 多 未 知 因素 ， 且 不 可 能 写 出 一 个 确定 性 的 模 
型 去 计算 该 现象 的 未 来 特性 . 但 是 ， 推 导出 一 个 模型 ， 能 够 用 来 
计算 某 未 来 变量 落 在 两 个 特定 界限 之 间 的 概率 ， 这 是 可 能 的 .这 
样 的 模型 称 为 概率 模型 或 随机 模型 。 时 间 序 列 所 需要 的 模型 (如 
为 了 实现 最 优 预 报 和 控制 ) 实际 上 就 是 随机 模型 。 接 下 来 ， 我 们 
必须 将 概率 模型 (有 时 也 称 为 随机 模型 ) 和 观测 到 的 时 间 序 列 加 
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以 区 分 。 个 硕 次 观测 值 z1,z2,:… ,zn 的 时 间 序 列 被 看 作 是 随 
机 过 程 所 生成 时 间 序 列 无 窃 总 体 中 的 一 个 样本 实现 . 我 们 常常 把 
随机 这 个 词 从 “随机 过 程 ”中 省 去 ， 而 只 称 “ 过 程 ”. 


1.2.1 用 于 预报 和 控制 的 平稳 和 非 平稳 随机 模型 


描述 时 间 序 列 的 一 类 重要 随机 模型 受到 了 广泛 的 注意 ， 这 就 
是 所 谓 的 平稳 模型 ， 该 类 模型 假设 过 程 在 一 个 不 变 的 均值 水 平 
附近 保持 均衡 。 但是， 在 预报 具有 特别 重要 作用 的 工业 、 商 业 和 
经 济 中 ， 许 多 时 间 序 列 更 适合 用 非 平 稳 模 型 描述 ， 特 别 ， 它 们 都 
不 具有 在 时 间 上 不 变 的 均值 水 平 . 因此 ， 并 不 令 人 感到 惊讶 ， 
由 Holt[1121,[113],Winters[206],Brown[64] 最 初 提 出 的 许多 经 济 预 
RAE, WR ICI 专题 论文 [178] 所 使 用 的 指数 加 权 滑 动 平 均等 
方法 ， 都 可 以 说 明 是 适合 于 某 种 特定 类 型 的 非 平稳 过 程 。 尽 管 这 
些 方 法 过 于 狭 窗 ， 不 能 有 效 地 处 理 所 有 的 时 间 序 列 ， 但 是 它们 给 
出 了 正确 形式 的 预报 函数 ， 这 一 事实 提供 了 线索 ， 促 使 我 们 去 寻 
求 能 对 这 些 问 题 有 用 的 一 类 非 平 稳 模 型 。 

指数 滑动 平均 给 出 了 最 小 均 方 误差 预报 (Muth[147]), 所 对 应 
的 随机 模型 是 一 类 非 平稳 过 程 中 的 一 员 ， 称 为 自 回 妇 求 和 滑动 平 
均 过 程 (ARIMA 过 程 ), 我 们 在 第 4 章 中 将 加 以 讨论 。 这 类 过 程 提 
供 了 较 广 的 模型 范围 ， 平稳 模型 ， 非 平稳 模型 ， 它 们 适合 于 描述 
实际 中 的 许多 时 间 序 列 。 正 如 第 5 章 所 述 ， 一 旦 对 序列 确定 出 合 
适 的 模型 ， 立 刻 就 有 最 优 预 报 方法 .指数 滑动 平均 预报 只 是 作为 
特例 包含 在 这 些 预报 方法 中 . 


一 些 简单 的 算 子 我 们 将 广泛 地 使 用 后 移 算 子 B, 它 定义 为 
Bu = %-1; 从 而 Bmz = zt_m 。 其 逆 运 算 由 前 移 算 子 F = ΒΓ 
来 实现 ， 是 由 Fz = 2t 十 1 给 出 ; 从 而 F™z = Zt+m ο 另 一 个 重要 
”的 算 子 是 向 后 差分 算 子 V, 它 可 用 B 表示 ， 因 为 
Vzt = zt — Zt-1 = (1— Β)2ι 


线性 滤波 器 模型 我 们 所 使 用 的 随机 模型 都 基于 这 样 的 思想 
(Yule[212]): 顺序 值 之 间 高 度 依 赖 的 时 间 序 列 常常 可 以 看 作 是 由 
一 个 独立 的 “冲击 ”序列 所 生成 ， 这 些 “冲击 ”是 由 一 个 固定 分 
布 随机 得 出 , 且 往 往 假定 分 布 为 正 态 , 并 具有 零 均 值 和 方差 cx . 
这 样 的 一 串 随机 变量 ai,at-i,a:-2,… RA AREE. 

我 们 假定 ， 如 图 1.4 所 示 ， 白 噪声 过 程 通 过 一 个 所 谓 的 线性 
滤波 器 可 以 转化 成 过 程 zx 。 线 性 滤波 运算 可 简单 地 取 为 既往 随 
机 冲击 αι KONA A, BP 


Zt = H + ai + Yia + Pata +... 
-μ-ψίΏΒ)αι 


通常 ， / 是 确定 过 程 “水平 ”的 参数 ， 而 
P(B) = 1+ φιΒ + 2B? +- 
是 将 at 转化 为 4 的 算 子 ， 称 为 滤波 器 的 传递 函数 . 


(1.2.1) 


vw(B) 


Η Μὲ ΕΕ 
线性 滤波 器 
αι at 


1.4 时 间 序 列表 示 为 线性 滤波 器 的 输出 
在 理论 上 ， 由 权 数 构成 的 序列 vv 可 以 是 有 限 的 ， 也 
可 以 是 无 限 的 。 如 过 该 序列 是 有 限 的 ， 或 者 虽 是 无 限 的 但 为 绝对 
可 和 即 > ll < co , 则 滤波 器 被 称 为 是 稳定 的 ， 且 过 程 5ι OF 
2 


稳 的 。 那么 ， 参 数 几 就 是 该 过 程 上 下 变动 的 平均 值 。 反 之 ， 若 σι 
是 非 平稳 的 ，& 就 没有 特别 的 意义 ， 只 不 过 是 过 程 水 平 的 一 个 参 
照 点 而 已 . 


p EHEN 在 描述 某 些 实际 中 出 现 的 序列 时 , 一 种 非常 用 
的 随机 模型 就 是 自 回归 模型 .在 该 模型 中 , 过 程 的 当前 值 被 表示 为 
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过 程 的 有 穷 线性 组 合 再 加 上 一 个 冲击 αι. 我 们 用 Zt, St—L, ZE 一 2 
记 在 等 间隔 时 间 t ¢—1,t-2,--- 上 的 过 程 值 , 另外 , 用 Ze, Σι ι.Ζι ο, 
… 记 关 于 均值 u 的 偏差 ; PM = a-nu. MA 


Ze = ΦιζΖε.-.1 + φρΖι-21-:-' 1- ΦρΣι-ν + αι ο 2.2) 
便 叫 做 为 p 阶 自 回归 (ΑΒ) 过 程 。 称 其 为 自 回归 是 因为 线性 模型 
Z = @1Tı + $272 +--+ pp +a 


把 一 个 因 变 量 z 与 一 组 自 变量 r,r- ,zp 联系 在 一 起 ,并 加 上 
一 个 误差 项 a , 通常 称 之 为 回归 模型 , 并 称 z 是 关于 ri,zz,…… ,zp 
的 回归 . 在 (1.2.2) 中 , 变量 z 是 关于 其 自身 既往 值 的 回归 , 因此 ， 
就 是 自 回 归 模 型 。 如 果 我 们 定义 p 阶 自 回归 算 子 为 


(B) = 1 -- 1B- ¢2B? — ---— ¢,B? 
则 自 回 归 模 型 就 可 以 简 记 为 
Φ(Β)2ιε = αι 


该 模型 包含 p+ 2 个 未 知人 参数 μ,φι,φλ,--:, Φρ,σ;, 在 实际 中 这 些 
参数 必须 由 数据 来 估计 。 附 加 参数 σ; 是 白 品 声 过 程 的 方差 。 

不 难看 出 ， 自 回归 模型 是 线性 滤波 器 模型 (1.2.1) 的 特殊 情 
形 . 例如 ， 我 们 可 以 将 


21.1 = $124—2 + φοξι. 4 十 … 十 Pp2t—p-1 + at-1 


代入 (1.2.2) 式 的 右 端 以 消去 Zi. 类似 地 ， 我 们 可 以 代 换 2-2 
等 等 ， 最 后 得 到 一 个 a 的 无 穷 级 数 。 用 符号 来 表示 ， 我 们 有 


. φ(Β)2: = ai 


等 价 于 
% = ψ(Β)αι 
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其 中 
ψ(Β) --ϕ''(Β) 


自 回 归 过 程 可 能 是 平稳 的 或 是 非 平 稳 的 。 为 了 使 过 程 是 平稳 
的 ， 必 须 选 取 o 使 得 在 VB) = (8) 中 的 权 数 ψι,ψ»,-.: 构成 
一 个 收敛 级 数 . 平稳 的 必要 条 件 是 : BASE Φ(Β) -1-ΦιΒ- 
82B? —--.— bpB? BRA BK p KERE, ¢(B)=0 所 有 根 
的 绝对 值 都 必须 大 于 1; 也 就 是 所 有 根 都 在 单位 圆 外 . 


滑动 平均 模型 自 回归 模型 (1.2.2) 把 过 程 的 偏差 至 表示 为 p 
个 过 去 偏差 w1, 2-2 Bp 的 有 限 加 权 和 ， 再 加 一 个 随机 冲 
击 cs 。 正 如 我 们 刚才 所 见 ， 等 价 地 可 把 表示 为 α 的 无 限 加 权 
和 和， 

在 描述 观测 到 的 时 间 序 列 时 ， 另 一 类 在 实际 中 很 重要 的 模型 
是 有 限 滑 动 平 均 模 型 这里， 我们 使 2, 线性 依赖 于 有 限 的 g 个 a 
的 过 去 值 ， 于 是 


Zt = αι - θιαι 1 一 θοαι ο ΜΜ... θµαι--ᾳ (1.2.3) 


称 为 a 阶 滑动 平均 (ΜΑ) 过 程 。“ 滑 动 平均 ”一 词 可 能 会 产生 误 
解 ， 因 为 事实 上 ， 乘 在 a 上 的 权 数 1 一 91, 一 62,.… ,一 9 不 必 总 和 
Ἂ 1, 也 不 必 是 正 的 . 

如 果 我 们 定义 一 个 g 阶 滑动 平均 算 子 为 


9(B)=1-0B-0B-...— 0,B? 
则 滑动 平均 模型 可 简 记 为 
5ι = θ(Β)αι 
其 中 包含 9 十 2 个 参数 u, 0 0,04, 在 实际 中 必须 由 数据 来 估 
tT. 
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目 回归 滑动 平均 混合 模型 为 了 在 实际 时 间 序 列 的 拟 合 中 能 
有 较 大 的 灵活 性 ， 有 时 将 自 回 归 和 滑动 平均 项 一 同 纳 入 模型 是 很 
有 好 处 的 。 这 就 引出 了 自 回归 滑动 平均 混合 模型 


Zt = φι2ι i 二 二 BpZ pt+at— Oa i—:…—0a 4 (1.2.4) 


或 

p(B)z = θ(Β)αι 
其 中 用 到 p 十 9 十 2 个 未 知 参数 uidi νϕριθι,''. 0,307, 要 
由 数据 来 估计 . 这 个 模型 还 可 用 线性 滤波 器 (1.2.1) 写成 = 
$1(B)9(B)a 。 事实 上 ， 为 了 对 实际 中 发 生 的 平稳 时 间 序 列 作 
恰当 的 描述 ， 往 往 能 够 得 到 自 回归 ， 滑 动 平均 ， 或 混合 的 模型 ， 
其 阶 数 通 常 不 超过 2, 常常 是 小 于 2. 


非 平 稳 模 型 在 工业 或 商业 中 (例如 ， 股 票 价 格 ) 实际 遇 到 的 
许多 序列 表现 出 非 平 稳 的 特性 ， 并 不 是 围绕 一 个 固定 的 均值 而 变 
化 . 然而 这 样 的 序列 可 能 表现 出 某 种 相同 的 特征 . 具体 说 来 , 尽管 
波动 起 伏 所 围绕 的 一 般 水 平 在 不 同 的 时 刻 可 能 是 不 同 的 ,但 是 在 
允许 水 平 有 差异 的 前 提 下 ， 这 些 序列 的 广义 特征 可 能 是 相似 的 . 
我 们 在 第 4 章 和 其 后 的 各 章 中 说 明了 : 这 样 的 特征 常常 可 以 用 一 
个 广义 的 自 回归 算 子 p(B) 来 描述 ， 其 中 多 项 式 p(B) 的 一 个 或 
多 个 零点 ( 即 方程 p(B) = 0 的 一 个 或 多 个 根 ) 在 单位 加 上。 特别 
wh, AE d 个 单位 根 ， 则 算 子 p(B) 可 写 为 


p(B) = $(B)(1 — Βγ' 


其 中 8(B) 是 平稳 算 子 。 这样， 能 够 描述 同 质 非 平稳 特征 的 模型 
具有 如 下 形式 


p(B)z = $(B)(1 -- B)*z, = θ(Β)5ι 


即 


这 里 
wi = Viz (1.2.6) 
因此 ， 同 质 非 平稳 特征 有 时 可 以 用 一 个 平稳 模型 来 描述 ， 当 然 必 
须要 求 过 程 的 d 阶 差分 是 平稳 的 . 实际 上 ，4d 通常 是 0.1, 或 者 最 
多 是 2. 
由 (1.2.5) 和 (1.2.6) 所 定义 的 过 程 提供 了 描述 平稳 或 非 平稳 
时 间 序 列 的 有 效 模型 ， 称 为 (p, ἀνα) 阶 自 回归 求 和 滑动 平均 过 程 
(ARIMA) 。 该 过 程 定义 为 
we = dywe_rt:--+bpwrep + ae — as ι -- --θᾳαι..α (1.2.7) 


这 里 ， wi = Vin. HER, MRE d= 0 时 用 zi 一 上 代替 wi, ΠΙ 
模型 (1.2.7) 包括 平稳 的 混合 模型 (1.2.4), 作为 特例 ， 也 包括 了 纯 
自 回归 模型 (1.2.2) 和 纯 滑 动 平均 模型 (1.2.9). 

在 ARIMA 这 个 名 称 中 包含 “ 求 和 ”(integrated) 一 词 (可 能 称 
为 “ 相 加 ”更 合适 ), 其 原因 是 : (1.2.6) 的 逆转 关系 是 z = Stw, 
ZE S= V! = (1 一 B) 11, 即 是 下 式 定义 的 求 和 算 子 : 

SW, = ὃ wij = We + We-1 τοι ο Γι." 
j=0 

因此 ， 一 般 的 求 和 自问 归 滑 动 平均 (ARIMA) 过 程 就 是 对 平稳 过 
Ἐξ w, VE d 次 相 加 或 求 和 而 生成 的 。 在 第 9 章 中 我 们 叙述 了 如 何 
用 模型 (1.2.7) 的 具体 形式 来 描述 季节 时 间 序 列 . 


1.2.2 传递 函数 模型 


在 许多 物理 实例 中 都 可 以 发 现 连 续 的 输入 与 输出 之 间 存 在 动 

态 关 系 ， 其 中 重要 的 一 类 是 通过 线性 差分 方程 把 输入 Χ 和 输出 

Y 关于 适当 均值 的 偏差 联系 起 来 。 在 第 10 章 中 ， 我 们 给 出 了 在 

等 时 间 观 测 的 输入 X 和 输出 了 之 间 的 传递 关系 ， 是 用 如 下 的 差 
分 方程 表示 : 

(1 έιν +ér )Y: = (no Ἔπιν τι Ἔπον)Χι (1.2.8) 
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其 中 用 差分 算 子 V 替换 了 微分 算 子 D=d/dt, Bm (1.28) 的 表 
达 式 只 含有 很 少 的 参数 (r < 2,s < 2), 我 们 常常 可 用 它 来 近似 性 
质 更 复杂 的 真实 动态 系统 . 

在 (1.2.8) 中 用 B=1-V 代 入 ， 可 以 将 线性 模型 (1.2.8) 等 
价 地 写成 用 输入 和 输出 的 过 去 值 表示 的 形式 ， 即 


(1 一 δι Β — “τ 6,B")Y; = (wo 一 w1B Tee ω,Β")Χι-.υ 
= (wo B® —w, Bet! — ... — w, ΒΡΕ”) X; 
(1.2.9) 
或 


5(B)Y, = w(B)B°X, 


另外 ， 我 们 还 可 以 说 输出 Ye 和 输入 X 是 通过 一 个 滤波 器 相 联 
系 : 
Y, = v9 Xt + υιΧι ι + va Xt_2 + 


=v(B)X, (1.2.10) 
其 中 的 传递 函数 
υ(Β) = vo 1-υιΒ -- vB (1.2.11) 
可 以 表示 为 两 个 多 项 式 之 比 ; 
_ Q(B) _ 
v(B) = 5(B) = δ-1(Β)Ω(Β) 


如 果 级 数 (1.2.11) 在 18| <1 πμ, WPA PERE AS (1.2.10) 
ERER. FEE PAR (1.2.11) 中 出 现 的 权 序列 vo, viv, BA 
脉冲 响应 函数 。 我 们 注意 到 对 于 模型 (1.2.9) 来 说 ， 前 b 个 权 数 
10,U1,°°', 0-1 为 零 . 图 1.2 的 中 间 给 出 了 该 图 所 示 系 统 假设 的 
BK PH πμ DY BR ἄπ. 


附加 噪声 的 模型 我 们 已 经 看 到 , 估计 出 一 个 适当 的 模型 以 便 
把 输出 Yi 和 输入 Xi 联系 起 来 , 这 等 价 于 去 估计 传递 函数 vB) = 
δ-(Β)Ω(Β). 但 是 ， 在 实际 中 这 个 问题 由 于 噪声 Ni 的 存在 而 变 
得 复杂 了 . 我 们 假设 对 于 输出 和 输入 之 间 真 正 关 系 的 干扰 是 按照 
如 下 方式 

Y; = υ(Β)Χι-- N: 

这 里 ， Ne 和 Xt 是 独立 的 。 假设 如 图 1.5 所 示 ， 噪 声 Ni 可 以 用 
一 个 形 如 (1.2.5) 或 (1.2.7) 的 非 平稳 随机 模型 来 描述 ， 即 


Nz = φ(βΒ)αι = φ' "(Β)6(Β)α,ι 
那么 观测 到 的 输出 与 输入 之 间 的 关系 就 是 


Y; = υ(Β)Χι + ψ(Β)αι 


--δ”1(Β)Ω(Β)Χι + φ-!(Β)θ(Β)αι (1.2.12) 


在 实际 中 ， 为 了 描述 输入 和 输出 之 闻 的 动态 关系 ， 要 估计 传 
38 58 RC v(B) = δ-1(Β)Ω(Β), 此 外 ， 还 必须 估计 描述 噪声 的 线性 
滤波 器 相应 的 传递 函数 光 (B) = p7! (BYOB), 在 第 11 章 中 将 讨论 
有 关 的 实现 方法 . 


ψίΒ) = ο (Β)6(Β) 


噪声 MN 
v(B) = 5 '(Β)Ω(Β) 


线性 动态 系统 


15 具有 附加 噪声 模型 的 动态 系统 的 传递 函数 模型 


1.2.3 离散 控制 系统 的 模型 


正如 在 节 1.1.4 中 所 述 , 控制 就 是 对 影响 系统 的 干扰 进行 补偿 
的 一 种 企图 . 这 些 干扰 中 有 一 些 是 可 观测 到 的 ; 另 一 些 是 不 可 观测 
的 ， 而 且 只 是 作为 对 被 控制 特征 目标 值 无 法 解释 的 偏离 而 出 现 . 
为 了 说 明 所 涉及 到 的 一 般 原 理 ， 考 虑 不 可 观测 的 干 执 影 啊 系统 输 
出 的 情况 ， 并 假设 采用 后 馈 控 制 ， 通 过 对 输入 变量 实施 调节 ， 使 
输出 尽 可 能 地 接近 预期 的 目标 值 。 在 图 1.6 中 用 图 示 加 以 说 明 . 
假设 N: 表示 系统 中 各 种 不 确定 干扰 对 输出 的 影响 。 在 不 加 控制 
时 ， 这 些 干 扰 会 使 输出 从 预期 目标 值 或 设 定点 了 偏离 。 因 此， 尽 
管 对 过 程 已 进行 了 调节 ， 误 差 

Et= Yı —T 
= v(B)X + N -T 


Hex Ei RAT ΖΙΗΗΊΒ. 这 里 的 目标 是 选择 一 个 控制 方 
E, ERRE ce 的 均 方 尽 可 能 小 .控制 方程 把 t 时 刻 所 取 的 调节 
E αι = Xi 一 Xt-1 表示 为 当前 偏差 ει. 过 去 偏差 Et 一 1 2t 一 2 
和 过 去 调节 量 αι ι,αι-2,-.: 的 函数 .执行 控制 方程 所 要 求 的 控 
制 行 为 的 装置 (人工 的 、 电 力 的 、 气 动 的 或 电子 的 ) 称 为 控制 器 . 


Ψ(Β) = yp’ (B)0(B) 


MA An = ψ(Β)α, 
一 了 调整 点 


v(B)X: γι 


图 1.6 补偿 不 可 观测 干扰 的 后 馈 控制 方案 
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设计 控制 器 的 一 种 方法 就 是 : 先 预报 出 在 不 施 控制 时 可 能 出 
现 的 对 日 标 值 的 偏差 ,然后 计算 抵消 这 一 偏差 所 需 的 调节 量 。 所 
以 预报 问题 和 控制 问题 是 紧密 联系 的 。 特别 地 ， 如 果 使 用 的 是 最 
小 的 方 误 老 预 报 ， 则 控制 器 将 产生 最 小 均 方 误差 控制 。 为 了 预报 
不 施 控制 时 可 能 发 生 的 对 目标 值 的 偏差 ， 必 须 对 干扰 建立 模型 


Nr = ψ(Β)αι = p™ (B)O(B)at 
在 时 刻 t, 要 计算 出 为 抵消 预期 输出 变化 所 需 对 输入 变量 实施 的 
调节 量 αι, 需要 建立 一 个 动态 模型 ， 以 传递 盟 数 
| υ(Β) = δ-1(Β)Ω(8Β) 
把 输入 和 和 输出 联系 起 来 。 所 得 到 的 调节 量 αι 常 由 过 去 调节 量 和 
当前 及 过 去 控制 误差 的 线性 组 合 构 成 ， 这 样 的 控制 方程 形式 为 
Tt = ζιπι 1 + Cotta +e Ἔχοεε Εχιει ι + X2E€t-2 +++- (1.2.13) 


其 中 1,C2,… ΧοιΧιι X2… 是 常数 . 

在 实际 中 会 出 现 这 样 的 情况 : 最 小 均 方 误差 控制 有 时 对 输出 
量 产 生 极 大 的 调节 量 σι, 以 致 难于 接受 ， 因 此 ， 就 要 使 用 修改 的 
控制 方案 , 以 限制 调节 量 的 变化 , 这 些 问 题 将 在 第 13 章 中 讨论 . 


1.3 建 模 的 基本 思想 
1.3.1 简约 性 


可 以 看 出 ， 我 们 要 使 用 的 数学 模型 包含 某 些 常数 或 参数 ， 其 
值 必须 由 数据 来 估计 . 在 实际 中 , 对 于 合适 的 表达 形式 ， 我 们 应 
使 用 数目 尽 可 能 少 的 参数 ， 这 一 点 是 很 重要 的 。 参 数 使 用 的 简约 
性 原则 [194] 所 起 的 重要 作用 ， 随 着 我 们 学 习 的 深入 会 越 来 越 清 
楚 。 作 为 初步 说 明 ， 我 们 考虑 下 面 的 简单 例子 . 

假设 我 们 拟 合 了 一 个 动态 模型 (1.2.9), 其 形式 为 


Y, = (wo — wB —w2B* —---—w,B*)X, (1.3.1) 
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而 所 涉及 的 系统 可 用 下 式 恰当 地 表示 : 
(1 ~ ΣΒ)Σι = ωοΧι (1.3.2) 


模型 (1.3.2) 仅 含 两 个 参数 : ὁ 和 wo, 但 当 s 足够 大 时 ， 可 近似 地 
由 模型 (1.3.1) 


一 (1 一 6B) woX， 一 ωρ(1 + 6B + ô? B? + .. ) X: 


来 表示 ， 这 里 |6| < 1 。 由 于 试验 误差 存在 ， 我们 很 可 能 辨别 不 出 
拟 合 方程 中 系数 之 间 的 关系 . 这 样 我 们 就 可 能 不 必要 地 拟 合 一 个 
形 如 (1.3.1) 的 关系 式 ， 其 中 包含 了 s 十 1 个 参数 ， 而 简单 得 多 的 
形式 (1.3.2) 仅 含 两 个 参数 ， 它 才 是 更 适合 的 . 因此 如 该 例 中 不 恰 
当 的 处 理 ， 对 于 给 定 的 输入 XXen 会 导致 输出 Υι 的 多 余 
且 很 差 的 估计 . 

因此 我 们 的 目的 是 必须 得 到 适当 而 且 简 约 的 模型 。 如 果 模 型 
不 恰当 ， 或 参数 使 用 元 余 , 将 会 使 预报 和 控制 严重 失效 ， 在 选择 
模型 时 ， 慎 重 和 反复 试探 非常 必要 .反复 的 选择 过 程 是 必需 的 ， 
这 是 一 个 改进 、 修 正 错 误 和 试验 的 过 程 ， 在 后 文中 将 简要 概述 . 


1.3.2 模型 选择 的 反复 步骤 


如 果 一 个 现象 的 物理 结构 是 完全 清楚 的 ， 那 么 写 出 数学 表达 
式 来 准确 地 描述 它 ， 从 理论 上 是 可 能 的 。 由 此 我 们 得 到 一 个 结构 
的 或 理论 的 模型 . 在 多 数 情形 ， 完 全 的 信息 或 为 产生 结构 模型 所 
需 的 大 量 试验 手段 是 不 可 能 得 到 的 , 我 们 只 能 求助 于 经 验 模型 . 当 
然 ， 严 格 的 结构 模型 和 单纯 的 经 验 模型 代表 两 种 极端 。 实际 中 使 
用 的 模型 常常 是 介 于 二 者 之 间 。 具体 地 说 ,我 们 可 以 利用 不 完全 
的 理论 信息 去 指定 一 族 合适 的 数学 函数 ， 并 用 来 作 经 验 拟 合 (如 
[40]); 也 就 是 说 , 模型 中 所 需 的 项 数 和 参数 的 数值 由 试验 数据 来 估 
计 . 这 就 是 我 们 在 本 书 中 所 采用 的 方法 。 当 我 们 所 描述 的 随机 和 
动态 模型 具有 正确 的 一 般 特征 时 , 便 可 以 对 理论 基础 进行 修正 ， 
全 少 可 以 部 分 地 这 样 做 . 


.18. 


通常 假设 所 考虑 的 时 间 序 列 顺序 值 或 输入 及 输出 数据 对 于 分 
析 是 有 效 的 。 如 果 可 能 ,至 少 有 50 个 ,最 好 100 个 或 更 多 的 观测 
数据 可 以 使 用 。 在 不 能 得 到 50 个 或 更 多 的 历史 观测 时 ， 人 们 便 
从 经 验 和 过 去 的 信息 入 手 ， 得 出 一 个 初始 模型 。 当 得 到 更 多 的 数 
据 时 ， 这 个 模型 可 以 随时 被 更 新 . 

在 拟 合 动 态 模型 时 ， 有 时 理论 分 析 不 仅 会 告知 我 们 模型 的 恰 
当 形式 ， 而 且 会 为 我 们 提供 其 参数 值 的 很 好 估计 ， 随 后 ， 通 过 对 
数据 的 分 析 可 以 对 这 些 值 进行 检验 . 


图 1.7 概括 了 本 书 所 使 用 的 为 了 进行 预报 和 控制 建 模 的 反复 
处 理 方法 . | 


估计 试用 模型 中 的 
参数 


诊断 检验 
(模型 是 否 合适 ) 


模型 用 于 预报 
或 控制 


图 1.7 反复 处 理 的 建 模 方法 步骤 
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1. 从 理论 和 实际 的 相互 作用 出 发 ,针对 当前 目的 考虑 一 类 有 
用 的 模型 类 . 

2. 由 于 该 类 模型 太 广 泛 , 不 能 方便 地 直接 对 数据 进行 拟 合 , 因 
此 提出 识别 这 些 模型 子 类 的 粗略 方法 ， 这 些 模型 识别 方法 利用 数 
据 和 系统 信息 给 出 模型 的 适当 而 简约 的 子 类 ， 以 竺 试用。 另外 ， 
识别 过 程 还 可 以 用 来 得 出 模型 粗略 的 初 估计 . 

3. 对 试用 模型 拟 合 数据 并 估计 其 参数 . 在 识别 阶段 得 到 的 粗 
估计 现在 可 作为 参数 估计 中 更 精密 达 代 方法 的 初始 值 . 

4. 使 用 诊断 检验 来 揭示 可 能 的 拟 合 不 足 , 并 诊断 原因 ,如果 没 
有 拟 合 不 足 的 迹象 ， 则 该 模型 就 可 以 付 诸 使 用 。 如果 发 现 不 当 ， 
则 重复 进行 识别 、 估 计 和 诊断 检验 的 反复 实施 ， 直 到 找到 适合 的 
RISA. 

对 于 单 变量 时 间 序 列 模型 讨论 的 识别 、 估 计 和 诊断 检验 在 第 
6,7,8 和 第 9 章 中 加 以 讨论 ， 第 11 章 讨论 传递 函数 模型 。 
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第 一 部 分 
随机 模型 及 其 预报 


本 书 的 第 一 部 分 包括 第 2,3,4 和 第 5 章 ， 这 一 部 分 的 内 容 对 
随机 模型 的 分 类 作 了 描述 ， 并 讨论 其 在 预报 中 的 应 用 。 

我 们 称 描 述 观 测序 列 概率 结构 的 模型 为 随机 过 程 。 具 有 Ν 个 
顺 次 观测 值 2 = (zi,z2,:… ,ZN) 的 时 间 序 列 , 被 看 作 是 无 限 样本 
总 体 的 一 个 实现 , 我 们 进行 统计 研究 的 主要 目的 之 一 就 是 根据 这 
些 样 本 去 推断 总 体 的 性 质 。 例 如， 进行 预报 就 是 在 给 出 这 去 的 样 
本 值 G 的 条 件 下 ， 去 推断 总 体 中 将 来 观测 值 的 概率 分 布 。 为 此 ， 
我 们 需要 描述 随机 过 程 和 时 间 序 列 的 手段 ， 也 需要 能 够 描述 实际 
状况 的 随机 过 程 类 。 在 第 2 章 中 讨论 的 一 类 重要 的 随机 过 程 是 平 
稳 过 程 。 平 稳 过 程 被 认为 是 统计 均衡 的 一 种 特殊 形式 ， 在 许多 场 
合 ， 特 别 假定 过 程 是 围绕 一 个 固定 的 均值 变动 。 描 述 平稳 过 程 性 
状 的 常用 手段 是 相关 函数 和 谱 。 


在 时 间 序 列 建 模 中 一 类 有 价值 的 特殊 平稳 随机 过 程 是 自 回 明 
过程、 滑动 平均 过 程 ， 以 及 自 回归 滑动 平均 混合 过 程 。 这 些 过 程 
的 性 质 ， 特 别 是 它们 的 自 相 关 结 构 将 在 第 3 章 中 讨论 。 

由 于 许多 实际 中 产生 的 时 间 序 列 ( 警 如 ， 股 票 价格 和 销售 指 
数 ) 都 具有 非 平稳 特性 ， 第 3 章 中 引入 的 平稳 模型 在 第 4 章 作 了 
进一步 推广 ， 给 出 了 一 类 有 用 的 非 平稳 过 程 ， 我 们 称 之 为 自 回 归 
求 和 滑动 平均 模型 (ARIMA) 。 所 有 这 些 模型 在 时 间 序 列 预报 中 
的 应 用 将 在 第 5 章 中 讨论 ， 并 举例 加 以 说 明 。 
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2 
平稳 过 程 的 自 相关 函数 和 谱 


在 时 间 序 列 模型 的 发 展 过 程 中 ， 一 个 重要 特征 就 是 对 统计 均 
衡 关 系 做 某 种 形式 的 假设 。 其 中 一 种 非常 特殊 的 假设 就 是 平稳 性 
的 假设 (我 们 稍 后 可 以 看 到 ,这 是 一 种 过 份 敬 刻 的 假设 ) . 通常 一 
个 乎 稳 时 间 序 列 能 够 有 效 地 用 其 均值 、 方 差 和 目 相 关 函 数 (或 者 
等 价 地 用 其 均值 、 方 差 和 谱 密 度 函 数 ) 加 以 描述 . 在 这 一 章 中 ， 
我 们 要 研究 这 些 函 数 的 性 质 ， 尤 其 是 自 相关 函数 的 性 质 ， 这 些 内 
容 在 以 后 各 章 将 反复 用 到 . 


2.1 平稳 模型 自 相关 的 性 质 
2.1.1 有 时间 序列 和 随机 过 程 
时 间 序 列 ”一 个 时 间 序 列 是 依 时 间 硕 序 生成 的 观测 值 的 集合 。 


车 该 集合 是 连续 的 ， 则 此 时 间 序 列 称 为 连续 的 。 若 该 集合 是 离 
散 的 ， 则 称 时 间 序 列 是 离散 的 。 因 此 从 一 个 离散 时 间 序 列 在 时 刻 
Τι, ΤΟ" Tes ,TN 得 到 的 观测 值 可 以 记 作 σίτι), σ(ίτα),--: » Ζ(τε), 
… ,Zz(TN) 。 在 本 书 中 我 们 只 讨论 离散 时 间 序 列 ， 且 观测 值 按 固 
定 的 时 间 间 隔 采 样 。 为 了 进行 有 效 的 分 析 ， 我 们 得 到 N 个 顺 次 
观测 值 构成 的 序列 , 用 z1,z2,… ,zt,… ,ZN 记 在 等 时 间 间 隔 το + 
h, To + 2h,---,7o+th,--- τος Nh 得 到 的 观测 值 。 在 许多 场合 το 
和 的 值 是 无 关 紧 要 的 , 但 是 假 者 观测 时 刻 需 要 确切 给 出 ， 这 两 
个 值 就 要 确定 了 。 如 果 我 们 采用 το 作为 原点 ，4 为 时 间 单 位 ， 
通常 可 以 把 z 看 作 是 时 刻 t 的 观测 值 ， 
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离散 时 间 序 列 可 由 以 下 两 种 方式 产生 : 

1. 对 连续 时 间 序 列 进行 采样 ， 例 如 图 1.2 中 所 示 ， 是 对 一 个 
煤气 炉 的 连续 输入 和 输出 以 9 秒 为 间隔 的 采样 . 

2. 每 隔 一 段 时 间 采 集 某 变量 的 累积 量 : 璧 如， 雨量 通常 就 是 
每 隔 一 段 时 间 (每 日 或 每 月 ) 采集 一 次 , 批量 生产 的 产量 也 是 每 隔 
一 段 时 间 累 计 一 次 。 例 如， 图 2.1 给 出 的 时 间 序 列 是 由 一 个 化 工 
过 程 在 το 个 顺 次 时 段 的 产量 所 组 成 的 . 


确定 性 时 间 序 列 和 统计 时 间 序 列 ”车 一 个 时 间 序 列 的 未 来 值 
被 条 一 数学 函数 严格 确定 ， 例 如 : 


zt = cos(27 ft) 


则 称 该 时 间 序 列 为 确定 性 的 . 若 一 个 时 间 序 列 的 未 来 值 只 能 用 概 
率 分 布 加 以 描述 则 称 之 为 非 确定 性 的 ， 或 简称 为 统计 时 间 序 列 . 

图 2.1 的 一 组 数据 给 出 了 统计 时 间 序 列 的 例子 。 尽 管 该 序列 的 图 
形 看 起 来 只 是 上 下 波动 起 伏 , 但 仍 不 可 能 精确 地 预报 出 下 一 时 段 


0 10 20 30 40 50 60 70 
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的 产量 。 在 本 书 中 我 们 所 关心 的 正 是 这 种 统计 时 间 序 列 . 


随机 过 程 ”随时 间 顺 次 发 展 且 遵从 概率 法 则 的 统计 现象 称 之 
为 随机 过 程 . 今后 我 们 常常 省 略 “ 随 机 ”二 字 ， 简 称 为 过 程 .我 们 
要 考查 的 时 间 序 列 可 以 看 作 是 所 研究 系统 的 一 个 特殊 实现 ， 这 一 
实现 是 由 系统 依照 基本 的 概率 机 制 而 产生 的 。 换言之 ,在 考查 一 
个 时 间 序 列 时 ， 我 们 将 其 视 为 某 个 随机 过 程 的 一 个 实现 . 例如 ， 
为 了 考查 图 2.1 中 的 这 批 数 据 ， 不 难 设想 ， 由 同一 化 工 系 统 在 同 
样 的 入 =70 个 时 段 上 可 能 产生 许多 组 观测 数据 ( 即 基 本 随机 过 程 
的 其 它 实现 ) 。 图 2.2 中 粗 线 表示 从 t= 21 到 t= 30 各 时 段 的 产 
量 ， 图 中 还 有 其 它 的 时 间 序 列 ， 它 们 都 是 从 基本 随机 过 程 所 定义 
的 时 间 序 列 总 体 中 可 能 得 到 的 。 由 此 我 们 可 以 认为 在 任 一 给 定时 
刻 (Ahn t=25) 的 观测 值 x 是 概率 密度 函数 为 p(zi) 的 随机 变量 
z 的 一 个 实现 。 类 似 地 ， 在 任意 两 个 时 刻 (例如 tı = 25,t2 = 27) 
的 观测 值 可 以 看 作 是 联合 概率 密度 函数 为 p(z4, ,zs) 的 两 个 随机 
变量 z, ,zs 的 一 个 实现 。 作 为 例子 ， 在 图 2.3 中 给 出 了 前 文 所 述 
两 变量 联合 分 布 的 概率 密度 等 值 线 , 及 其 在 时 刻 t 的 边际 分 布 . 
一 般 地 ， 由 等 时 间 间 隔 的 观测 值 构成 的 时 间 序 列 可 以 用 概率 分 布 
为 p(z1,… ,zN) 的 N 一 维 随机 变量 z2, ,zw 来 描述 。 也 就 是 
W, EER K m AZ ti ,tm 得 到 观测 值 ze, Ζιντ. ,zi ,其 


22 观测 到 的 时 间 序 列 (WR), 以 及 表示 同一 随机 过 程 其 它 实现 的 时 间 序 列 
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两 变量 分 布 P(zti ’ to ) 
等 值 线 


2.3 ”一 个 随机 过 程 在 时 刻 ἐν ο 的 两 变量 概率 分 布 密度 等 值 线 ， 
以 及 时 刻 {1 的 边际 分 布 


联合 概率 分 布 与 在 时 刻 t1 +k, t2 十 天 ， τς; rtemtk 观测 值 4tirtks Stetks 
… ,Ztm+k 的 相应 分 布 是 一 样 的 。 


2.1.2 平稳 随机 过 程 


随机 过 程 中 极其 特殊 的 一 类 我 们 称 之 为 平稳 过 程 ， 这 是 基于 
假设 过 程 处 于 特定 的 统计 均衡 状态 下 而 得 到 的 一 类 过 程 . 假若 一 
个 描述 随机 过 程 在 时 刻 t,t 两 变量 概率 分 布 随机 过 程 的 特性 不 
受 时 间 原 点 改变 的 影响 ， 我 们 便 称 其 为 严 平稳 过 程 。 因此， 对 于 
一 个 具有 严 平稳 性 质 的 离散 过 程 ， 如 果 把 所 有 观测 时 刻 都 向 前 或 
向 后 推移 任意 整数 , 那么 相应 观测 值 的 联合 分 布 不 受 影响 . 


平稳 过 程 的 均值 和 方差 当年 =] 时， 平稳 性 假设 蕴含 对 于 
任意 时 刻 t 概率 分 布 plz) 是 相同 的 ， 可 以 记 为 p(z), 因此 平稳 过 
程 具 有 常数 均值 


u= Ely) = f ” zp(z)dz (2.1.1) 


该 式 定 义 了 一 个 平均 水 准 ， 随 机 过 程 围 绕 其 上 下 波动 . 平稳 过 程 
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的 方差 也 是 常数 


o= Ela- m= f {ᾱ- λα (2.1.2) 
该 值 用 来 度量 过 程 在 时 间 平 均值 附近 的 离散 程度 。 由 于 在 所 有 
时 刻 上 概率 分 布 p(z) 都 是 相同 的 ， 因 此 通过 对 已 得 观测 值 序列 
asz ,zw 构造 的 直方 图 ， 可 推断 出 分 布 p(z) 的 形状 . 此 外 ， 
随机 过 程 的 均值 上 4 可 用 该 时 间 序 列 的 样本 均值 


1 N 
2 -- Ν ` at (2.13) 
t=1 


进行 估计 。 随 机 过 程 的 方差 σὲ 也 可 用 时 间 序 列 的 样本 方差 
ο ly =\2 
a= ΣΟ -- Z) (2.1.4) 


加 以 估计 。 


目 协 方差 和 自 相 关系 数 平稳 性 假定 也 蕴含 着 : 对 于 具有 
常 值 间 隔 的 所 有 时 刻 1,tz, KERRO plet, z) 是 相同 的 . 我 
们 按照 等 时 间 间 隔 (或 称 滞后 )k 挑 出 时 间 序 列 的 数据 对 (σε, 2ε κ). 
并 作 散 点 图 , 利用 散 点 图 也 可 以 推断 联合 分 布 的 性 质 . 对 于 图 2.1 
中 的 那 组 数据 我 们 作出 散 点 图 : 图 2.4(a) 是 滞后 大 =1 工 且 zi X 
F a ΕΙΠΕ: 图 2.49) 是 滞后 有 = 2 Η zy 关于 αι 的 散 点 
A. 我 们 看 到 ， 时 间 序 列 的 相 邻 值 之 间 是 相关 的 ， zt 和 zi+l 之 
间 呈 现 负 相关 ， 而 zt 和 zi42 之 间 是 正 相 关 。 在 平稳 性 假设 下 ， 
若 相 应 时 间 间 隔 为 , 那么 ， zt 和 zr 之 间 的 协 方差 对 于 任意 
都 是 相同 的 ， 我 们 称 之 为 滞后 的 自 协 方差 ， 其 定义 如 下 : 


Vk = σον[Ζι, Zt+k] = 五 |(z; 一 Ht) (Zt4k 一 μ)] (2.1.5) 
AW, He ΚΠ BAK ΧΚ Ἂ 
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op = αι Merr = μὴ) 
VEz — p) JE (+k -- μ)2)] 


_ El(zt ~ µ)ίᾶεικ -- μὶ 


图 2.4 2.1 中 和 数据 组 滞后 为 1 各 2 的 散 点 图 
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Ὁ... ο ο νο ο am 


以 上 结果 是 因为 对 平稳 过 程 而 言 ， 在 时 刻 t 十 k 和 时 刻 上 的 方 老 
都 是 相同 的 ， 都 是 os = yo. 因此 , 滞后 天 的 自 相 关 (BI ze 和 zk 


之 间 的 相关 ) 是 
太一 全 (2.1.6) 
Yo 


KAS ρο 1. 
2.1.3 正定 性 和 自 协 方差 阵 


对 一 个 平稳 过 程 在 ”个 顺 次 时 刻 进行 取样 得 到 的 观测 值 (z1, 22, 
… ,zn), 与 其 相应 的 协 方差 阵 为 


Yo Yr Y2 pi 
Ύι Yo Yı ' Yn-2 


r,=/7% y Yo :-: Yn-3 


Ὕπ- 1Ύπ- 2 Ύχι- 3” YO 


Ἱ p P2 t Pn-1 
Pı Po Pl :'' Pn-2 
= o? p2 pi Po > Ρη-3 = o?P, 


; ae (2.1.7) 
Pn—1Pn—2Pn-3° °° 1 


从 上 式 中 看 到 ， 协 方差 阵 T。 是 对 称 的 ， 且 任 一 对 角 线 上 的 元 素 
都 相同 。 工 。 称 为 自 协 方差 阵 ， 相 应 的 阵 Pn 称 为 自 相 关 阵 。 现 
在 考虑 随机 变量 z, zt 1... )，Zt 一 有 十 1 AY) FE — ZR HE 8 BX 


Li = L Zt + ləzt—ı + laZt-n+1 (2.1.8) 


由 于 对 平稳 过 程 而 言 ， cov[zi,zj] = γι. RL 的 方差 为 


var| L] = SE; γη. η 


i=l 1-1 
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者 U(t=1,2,---,n) 不 全 为 零 ， 则 上 式 必 然 大 于 零 。 由 此 得 知 任 
何平 稳 过 程 的 自 协 方差 阵 和 自 相 关 阵 都 是 正定 的 .与 此 对 应 ， 如 
果 我 们 把 自 协 方差 函数 {y} 和 自 相 关 函 数 {pk} MARA k 
的 函数 ， 对 于 任意 正 整数 ”和 任意 不 全 为 零 的 常数 站 ,jj 应 


AY γη. > 0, 在 这 种 意义 下 ， 自 协 方差 函数 和 自 相 关 函 


《一 1 了 一 1 


数 都 是 正定 函数 ， 


RUE AK ERATE 自 相 关 阵 (2.1.7) 的 正定 
性 蕴含 该 阵 的 行列 式 及 所 有 主子 式 都 是 大 于 零 的。 特别 对 于 n = 
2, 有 


lp | o 
| pi 1 
因此 
1-ρ1»0 
Bp 
-1 < pı <1 
类 似 地 ， 对 于 n = 3 必然 有 
1ρι]-ϱ 1 ρ |>0 
pi 1 p2 1 
1 pı P2 
pı 1 pi |>0 
p2 Pı 1 
1. 28 τ 
-i <p <1, —l < p <1 
_ 72 
1<? <1 


1— pj 
等 等 。 由 于 对 所 有 的 n, Pa 都 必然 是 正定 的 ， 因 此 平稳 过 程 的 目 
相关 函数 必须 满足 许多 条 件 . 在 2.2.3 中 我 们 将 会 看 到 ， 所 有 这 
些 条 件 都 可 以 纳入 谱 的 定义 中 。 
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线性 因数 的 平稳 性 给 定 n 和 系数 a,l ln, 对 于 平稳 过 
FE σι 进行 (2.1.8) 式 的 线性 运算 得 到 Τι, 由 平稳 性 的 定义 推出 过 
el, 也 是 平稳 的 。 特别 地 ， 一 阶 差 分 Ναι = zt 一 zi-1 Ree 
分 Vex, 都 是 平稳 的 。 对 于 在 第 4 章 中 给 出 有 关 非 平稳 时 间 序 列 
的 讨论 ， 上 述 结果 是 非常 重要 的 . 


Gauss 过 程 若 任 意 一 组 时 间 序 列 的 观测 值 相 应 的 概率 分 布 
是 多 维 正 态 分 布 ， 则 该 过 程 称 为 正 态 过 程 或 Gauss 过 程 。 由 于 多 
维 正 态 分 布 能 被 它 的 一 阶 和 二 阶 窃 完全 刻 划 ， 因 此 ， 只 要 对 所 有 
的 存在 确定 的 均值 4 和 协 方差 阵 了 下， 就 能 充分 保证 Gauss 过 
程 的 平稳 性 . 


Fit 我 们 已 经 看 到 ， 对 于 具有 严 平 稳 性 质 的 过 程 ， 其 
全 部 概率 结构 必须 只 依赖 于 时 间 之 差 。 如 果 放 宽 前 述 限 制 ， 就 是 
所 谓 的 f 阶 弱 平稳 性 一 该 过 程 直 到 f 阶 和 矩 都 是 只 依赖 于 时 间 之 
Ξ-. 例如 ， 存 在 确定 的 均值 μ 和 形 如 (2.1.7) 的 自 协 方差 阵 就 足以 
保证 直到 二 阶 的 平稳 性 。 因 此 ， 二 阶 平稳 性 加 上 正 态 性 便 导 致 严 
平稳 性 ， 


2.1.4 自 协 方差 和 自 相关 函数 


在 2.1.2 PPRIBARB, WAA 的 自 相 关系 数 yr 用 来 
度量 时 间 间 隔 为 k 的 两 个 值 Ale, CIMA. MRE 7 看 
fe RR aH IG k mM, ΠΑΕ {Yn} 为 随机 过 程 的 自 协 方差 函数 。 类 
似 地 ， 把 自 相 关系 数 px 看 作 滞 后 天 的 函数 ， 就 称 {pp} 为 过 程 的 
自 相 关 函 数 。 我 们 注意 到 ， 自 相关 函数 是 无 量 纲 的 ， 它 不 依赖 于 
时 间 序 列 的 计量 单位 。 由 于 y = pko2, 若 已 知 自 相关 函数 {pk} 
和 方差 o2 便 相当 于 已 知 协 方差 薄 数 {y}. 

在 图 2.5 中 以 图 形 方式 显示 自 相 关 阵 的 对 角 线 元 ， 相 关 函 数 
表现 出 时 间 序 列 中 任意 两 个 值 之 间 的 相关 性 是 如 何 随 着 时 间 间 隔 
而 改变 的 . 由 or = p-r 可 知 自 相关 函数 必然 是 关于 零点 对 称 的 ， 
事实 上 ， 只 需 画 出 该 函数 的 正 半 部 分 。 图 26 给 出 了 图 2.5 中 自 
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25 Β.Σ ΠΩ επ ΙΒ ΑΗ 


1.0 


Piki 


0.0 


k =i 
ΒΗ 2.6 2.5 中 自 相 关 函 数 的 正 半 部 分 


ον ο 


FAK PRA RAB. A, Se See RN, 18 
第 就 是 指 其 正 半 部 分 。 过 去 ， 自 相关 函数 有 时 也 称 为 相关 图 . 

综 上 所 述 ， 一 个 正 态 平稳 过 程 a 能 够 被 其 均值 μ 和 协 方差 
PASC {Yr}( 或 者 等 价 地 , 均值 µ. 7135 σὲ 和 自 相 关 函 数 {ρι}) 完 
FAR. 


2.1.5 AA 2 BSAA 183 A RA ait 


到 目前 为 止 , RNAS REEE AHAAA, 并 用 它 来 描述 一 个 
抽象 的 随机 过 程 .然而 在 实际 中 , 我 们 所 具有 的 却 是 N 个 观测 值 


估计 值 . 均值 六 = E[24] 由 (2.1.3) 式 给 出 的 样本 均值 = Σ᾽ n/N 


来 估计 .容易 看 出 Elz) = u, RIE z 是 u WAIT. ZEN u 
的 一 个 估计 量 ， 为 度量 其 精度 我 们 有 : 


1 NN Yo N-1 k 
var|z] = N32 2 Vt-s 一 六 1+2% (1-— πρι 
t=la=l1 k=1 


在 “大 样本 ”情况 下 ， 上 面 的 方差 表达 式 可 近似 表示 为 var[z] = 
(0/N (+2 > pr), 由 此 , 54 N > œ 1 Ννατ[ξ] 一 yo(142 2 Pk), 


这 里 假定 Yo lpn| < co .  varlz] 的 表达 式 中 我 们 注意 到 , 第 一 


个 因子 γο/Ν 是 由 容量 为 N 的 独立 随机 样本 得 到 的 z 的 方差 ， 
这 一 表达 式 是 我 们 熟知 的 ， 但 是 由 于 z 之 间 自 相关 的 存在 ， 自 
相关 值 会 对 z 的 精度 产生 严重 的 影响 . 例如 ， 若 平稳 过 程 的 自 
相关 是 pk = Pd) < 1,z 方差 的 大 样本 近似 式 成 为 varz] = 
(γο/Ν}{1 -ϕ)/{1 一 9)], 第 二 个 因子 显然 不 是 1 . 

统计 学 家 们 提出 了 自 相 关 函 数 的 许多 估计 方法 ， 在 [122] 中 
详细 讨论 了 这 些 估计 的 性 质 ， 并 认为 天 步 洁 后 自 相 关 px BOA 
满意 的 估计 是 

Tk = — (2.1.9) 
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其 中 


N—k 
Ck = >_( zt 一 z)( St+k 一 Z) (k = 0,1, 2,- .. ,K) (2.1.10) 
i= 


1 
N 1 
是 自 协 方差 yx 的 估计 ，z 是 时 间 序 列 的 样本 均值 。 (32.1.9) 式 给 
出 的 rk BROAD EAR A A OR BR aE. 
为 了 说 明 (2.1.10) 式 ， 我 们 利用 图 2.1 中 的 前 10 个 数据 计算 
. 图 2.1 的 数据 组 在 表 2.1 中 给 出 , 表 中 前 10 个 数据 的 均值 = 
51, 1 这 些 数据 相对 于 均值 的 偏差 分 别 是 —4, 13, —28, 20, —13, 13, 4, 
一 10,8 及 -3 。 于 是 


Σε -- 2)(ze41 — Z) = (-4)(13) + (13)(—28) + .…. + (8)(—3) 


t=] 
= —1497 


R21 化 工 过 程 一 组 《0 个 大 次 产量 的 序列 “ 


1-15 16-30 31-45 46-60 61-70 
47 44 50 62 68 
64 80 τι 44 38 
23 55 56 64 50 
71 37 74 43 60 
38 74 50 52 39 
64 51 58 38 59 
55 57 45 59 40 
41 50 54 55 57 
59 60 36 41 54 
48 45 54 53 23 
71 57 48 49 
35 50 55 34 
57 45 45 35 
40 25 57 54 
58 59 50 45 


”这 一 序列 作为 了 序列 在 本 书 第 五 部 分 “时 间 序 列 汇集 ΗΕ, 
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Ce ie tnt With umm ier HEF = ΑΕ ARCH Fi E T TT 
ο ο ο E I 


因此 οι = —1497/10 = —149.7 。 类 似 地 ， 我 们 求 出 co = 189.6 . 


故 

C1 — 149.7 

+ = = —0.79 
Co 189.6 


ry = 


对 实用 而 言 ， 目 相关 保留 两 位 小 数 足 够 了 。 上 述 计 算 只 是 为 了 进 
行 说 明 . 事实 上 ， 为 了 得 到 自 相 关 函 数 的 有 效 估 计 ， 至 少 需要 50 
个 观测 值 ， 待 估计 的 自 相 关 函 数 rek = 1,2,--,K, HP ΚΗ 
不 超过 Ν/Α. 

对 于 整个 序列 (70 个 观测 值 ) 计算 了 re 的 前 15 MA, TER 
2.2 中 给 出 了 这 些 值 ， 并 在 图 2.7 中 绘 出 图 形 。 这 些 秸 计 出 的 相关 
PARDEE cae: 相关 性 正 负 交 亚 且 随 混 后 增 大 而 衰减 。 这 类 自 相 
关 消 数 对 于 产品 数据 来 说 实在 是 情 见 不 鲜 ， 可 能 是 由 于 “滚动 ” 
效应 引起 的 。 在 这 个 具体 例子 中 ， 若 某 次 产量 高 ， 使 得 容器 中 存 
留 一 些 生成 物 ， 因 此 而 影响 下 一 次 的 产 出 ， 


2.1.6 月 相关 估计 的 标准 差 


我 们 采用 第 6 章 中 介绍 的 方法 去 识别 某 个 时 间 序 列 所 适合 的 
模型 ， 常 常 需要 对 自 相 关 作 粗 略 的 检验 ， 看 是 否 超过 某 一 滞后 的 
Pk FATE. 为 此 可 以 利用 下 面 的 表达 式 , 这 是 由 Bartlett[25] 对 
正 态 平稳 过 程 给 出 的 佑 计 自 相关 系数 方差 的 近似 式 


+00 
1 
νασίτκ] ~ N Σο + Put+kPu-k 一 4PkPuPv—k + 2p. pi (2.1.11) 
一 oo 


表 2.2 ”一 组 数据 自 相关 函数 的 估计 值 
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-1 


图 2.7 一 组 数据 自 相关 函数 的 估计 什 
flin, $Æ ps = $I(-1< $<1), 那么 ， 自 相关 函数 呈 指 数 衰 减 ， 
由 (2.1.11) 得 


(1 + ¢7)(1 — ¢**) 
φ2 


一 一 26 (2.1.12) 


νϑτ[τκ] ~ 5 | 
特别 有 
var[ri] ~ να — $*) 


对 任 一 过 程 ， 如 果 当 v > 4 时 所 有 的 自 相关 p。 WEF, BAM 
k > gq 时, # (2.1.11) 式 中 除了 前 面 几 项 外 ,其余 各 项 都 是 零 。 因 
此 ， 在 计算 自 相 关 估 计 值 的 方差 时 ， 可 以 认为 灌 后 大 于 9g 的 理 
论 自 相关 函数 ”消失 ”, 由 Bartlett 近似 式 得 到 


νατ[τε] ~ πα +250) (k>a) (2.1.13) 
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在 实际 中 使 用 (2.1.13) BY, ΞΕ BK I rk(k = 1,,2,--- να) 
代替 理论 自 相 关 ρε, 这 时 我 们 称 (2.1.13) 的 平方 根 为 大 滞后 标准 
差 。 假 定 当 洁 后 大 于 q 时 理论 自 相关 pk PAF, BA, RAW 
后 足够 大 (k > q), 大 滞后 标准 差 近 似 等 于 r 的 标准 差 . 

在 [25] P, Bartlett 还 给 出 了 不 同 滞后 上 和 大 十 s MAK 
估计 值 rk 和 rete 之 间 协 方差 的 近似 式 ， 特 别 地 ， 大 灌 后 近似 式 
化 简 为 


1 3 
εον[τκ,Τκ ο] = N ΥΓ PoPutss (k >q) (2.1.14) 


v=—q 


Bartlett 给 出 的 结果 (2.1.14) 式 表 明 ， 在 对 具体 的 自 相 关 作 解释 
时 要 特别 小 心 ， 因 为 滞后 邻近 的 自 相关 其 协 方差 会 很 大 ， 这 些 自 
相关 之 间 的 相互 影响 有 时 可 能 破坏 其 收敛 性 ( 见 [122] ,[126]) . 

特别 令 人 感 兴趣 的 是 g = 0 的 情形 , 即 对 于 所 有 滞后 (RT 
后 0)px 都 取 值 为 零 。 因 此 该 序列 是 完全 随机 的 ,于 是 由 (2.1.13) 
得 到 的 自 相关 估计 rk 的 标准 差 成 为 1/N1/2 的 简单 形式 . 另外 ， 
(2.1.14) 表明 ， 在 这 种 情形 下 ， 不 同 灌 后 的 自 相关 估计 τι 和 rete 
是 不 相关 的 。 由 于 当 很 大 时 ， 已 知 rk 接近 于 正 态 分 布 ， 因 此 
不 同 滞后 自 相 关 的 全 体 接近 于 0 均值 、 方 差 为 1/N 的 独立 正 态 
分 布 。 


例 : 一 个 随机 过 程 ， 已 知 pl = 一 0.4, HX} k> 2 Fp, = 0, 
由 该 过 程 产生 长 度 N=200 的 观测 值 时 间 序 列 ， 并 由 此 得 出 自 相 
关 的 估计 值 列 于 下 表 : 
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在 序列 是 纯 随机 的 假设 下 ， 应 有 = 0, 于 是 由 (2.1.13) 得 出 对 所 
有 滞后 有 


1 1 
νατ[κ] Ξ- N = 200 = 0.005 


相应 的 标准 差 是 0.07 = (0.005)/? 。 由 于 τι 的 值 超出 标准 差 的 5 
倍 ,可 以 断定 ρι 是 非 零 的 。 继 而 我 们 看 到 ,滞后 大 于 1 的 自 相关 
估计 值 都 很 小 , 因此 , 下 一 步 自 然 会 问 : “pl IES, ρε = 0(k > 2)” 
这 一 假设 (该 假设 是 否 适当 , 稍 后 将 予以 讨论 ) 与 序列 是 否 相 合 ? 
Xİ q ==1 利用 (2.1.13) R, FA τι RE pi, 在 前 述 假设 下 大 滞后 
方差 估计 为 


1 
νατ[τκ] ~ σπιν + 2{--0.38}] = 0.0064 (k > 1) 


得 到 标准 差 是 0.08. 由 于 滞后 大 于 1 的 自 相关 估计 和 标准 差 相 
比 是 很 小 的 ， 因 此 , 没有 理由 怀疑 模型 pl #0, px = 0(k > 2) 的 合 
理性 . 


2.2 平稳 模型 的 频谱 特性 
2.2.1 时 间 序 列 的 周期 图 


时 间 序 列 可 以 看 作 是 由 不 同 频率 的 正弦 、 余 弦 波 组 成 ， 分 析 
时 间 序 列 的 另 一 种 方法 就 是 建立 在 这 一 假设 的 基础 上 . 周期 图 便 
是 采用 这 种 思想 的 一 种 手段 ， 它 是 由 Schuster[174] 在 1898 年 引 
入 的 (也 可 参见 [182]) ， 周 期 图 最 初 是 用 来 检测 和 估计 混在 噪声 
中 、 频 率 为 已 知 的 正弦 分 量 的 振幅 。 稍 后 我 们 将 利用 它 提 供 一 种 
检验 序列 随机 性 的 方法 (一 般 是 检验 经 模型 拟 合 后 的 残 差 序列 )， 
我 们 要 考虑 频率 为 已 知 的 周期 分 量 隐 含 于 序列 中 的 可 能 性 . 

为 了 说 明 周 期 图 的 计算 方法 ， 假 设 观 测 值 的 个 数 六 =29+1 
是 奇数 。 我们 拟 合 Fourier 级 数 模 型 


ᾳ 
Zt = αρ 十 X (aici + bisit) + ει (2.2.1) 


“一 二 
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这 里 ci = cos(27f;t),si4 = sin(2r fit) fi =i/N 是 基 频 1/N 的 第 i 
谐 波 。 系 数 ao 和 (αι, bj 的 最 小 二 乘 估 计 是 


ag = Zz (2.2.2) 
N 
a; = ΤΣ ποι (2.2.3) 
t=1 
N 
2 
b; = η DE (2.2.4) 


其 中 i= 1,2,… ,gq 。 因 此 周期 图 由 g = (N - 1)/2 个 值 组 成 : 
y= Nla 4o EINN 
I(fi) = 9 (a; + b7) (i = 1,2, .ᾳ) (2.2.5) 


这 里 ， (f) 称 为 在 频率 f 处 的 强度 .。 
当 N 是 偶数 时 ， 我 们 令 N = 29, 并 对 i 二 1,9,-.- ,(ᾳ- 1) 16 
用 (2.2.2),(2.2.3),(2.2.4) 及 (2.2.5), 但 是 


及 
I(fq) = 1(0.5) = Na? 


我 们 注意 到 ， 最 高 的 频率 是 每 个 时 间 间 隔 0.5 周 ， 这 是 因为 最 小 
{ΒΗ [Β] [3] Bp Se: 2 个 时 间 单 位 . 


2.2.2 方差 分 析 


在 拟 会 回归 方程 (2.2.1) 的 方差 分 析 表 中 ，N 为 奇数 时 ， 我 
们 可 分 高 出 除 均值 外 的 (N — 1)/2 对 自由 度 , 它们 对 应 着 参数 对 
(a1,b1), (a2,b2), -, (ag, bg), 从 而 也 对 应 着 频率 1/N, 2/N,--- G/N. 
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周期 图 (fs) = (N/2)(az + δὲ) 可 以 简单 地 看 成 是 相关 参数 对 
(ai,bi)( 也 是 相关 频率 ) 的 “平方 和 ”。 从 而 


N 


q 
S (a-z)? = 109 (2.2.6) 
t=1 i=l 
当 N 是 偶数 时 ， 有 (N 一 2)/2 对 自由 度 ， 还 男 有 一 个 与 系数 ay 
相应 的 自由 度 ， 

如 果 时 间 序 列 是 纯 随 机 的 ， 不 含 正 纺 分 量 ， 即 

Zt = Qo + Et 
这 里 ao 是 确定 的 均值 ，ei(t =1,2,---,N) Æ 05E, FRA o? 
的 独立 正 态 随机 变量 , 5—0 IS) 的 期 望 为 2c2, ARM ox? (2) 
分 布 ”, 且 与 其 它 分 量 独立 。 反 之 ， 若 序列 包含 频率 fi 振幅 A, 
相位 角 下 的 正弦 分 量 ， 便 有 
zt = ao + Qa cos(27 fit) + Psin(27 fit) + ει 

这 里 Asin F =a H AcosF = 6, 此 时 平方 和 (f) 将 会 陡 增 ， 因 
为 Id 的 预期 值 是 20? + N(a? + β2}/2 = 20? + NA?/2, 

事实 上 ， 一 个 未 知 系统 正弦 分 量 的 频率 不 大 可 能 与 前 述 频率 
fi( 在 这 些 频 率 上 相应 的 强度 (f) 已 计算 出 ) 完全 匹配 。 这 时 ， 在 
最 邻近 真 频 率 处 周期 图 将 呈现 增 大 。 

2.3 中 英格兰 1964 年 的 月 平均 温度 


t Zt Cit t Zt Cit 

1 3.4 0.87 7 16.1 -0.87 
2 4.5 0.50 8 15.5 —0.50 
3 4.3 0.00 9 14.1 0.00 
4 8.7 —0.50 10 8.9 0.50 
5 13.3 -0.87 11 7.4 0.87 
6 13.8 -1.00 12 3.6 1.00 


”可 理解 为 ，xz(m) 是 自由 度 为 m 的 x? 随机 变量 , 确切 定义 参见 附录 A7.1 . 
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hyh ot A 


24 温度 数据 不 同 谐 波 正弦 余弦 的 振幅 


1 a; b; 
1 —5.30 —3.82 
2 0.05 0.17 
3 0.10 0.50 
4 0.52 —0.52 
5 0.09 —0.58 
6 —0.30 


fl: 计算 周期 图 通常 需要 大 量 观测 值 。 然 页， 为 了 说 明 周 期 
图 的 计算 过 程 , 我 们 只 用 12 个 数据 进行 计算 , 这 是 中 英格兰 1964 
年 的 月 平均 温度 (摄氏 ), 数据 在 表 2.3 中 给 出 。 表 2.3 还 给 出 了 计 
算 αι 需要 的 cu = cos(2rt/12), 由 此 得 到 


αι = = [(3.4)(0.87) + +- + (3.6)(1.00)] 
= —5.30 


ai bii = 1,2,.… ,6 WEER 2.4 中 给 出 ,并 得 到 方差 分 析 表 2.5， 


正如 所 料 ， 这 些 温度 数据 的 主要 分 量具 有 12 个 月 的 周期 ， 也 就 
是 说 ， 其 频率 为 每 月 1/12 周 。 


表 2.5 温度 序列 的 方差 分 析 表 


频率 周期 图 
1 fi 周期 I; 自由 度 均 方 
1 1/12 12 254.96 2 127.48 
2 1/6 6 0.19 2 0.10 
3 1/4 4 1.56 2 0.78 
4 1/3 3 3.22 2 1.61 
5 5/12 12/5 2.09 2 1.05 
6 1/2 2 1.08 1 1.08 
263.10 11 23.92 
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2.2.3 HEFE ΡΕ δα 


为 完整 起 见 ， 我 们 还 将 对 谱 和 谐 密 度 函 数 作 简 要 讨论 , 这 一 
重要 工具 的 更 充分 论述 可 参见 [122] 。 在 本 书 中 我 们 并 不 使 用 这 
些 方法 进行 时 间 序 列 分 析 ， 初 学 者 可 以 略 去 本 节 ， 


样本 谱 周期 图 定义 的 (2.2.5) 式 中 假定 了 频率 fi = i/N 是 基 
本 频率 1/N 的 谐 波 . 通过 引入 功率 谱 ， 我们 放宽 了 这 一 假定 ， 允 
许 频率 在 0-0.5 周 内 连续 变化 . (2.2.5) 定义 的 周期 图 修改 为 


I(f) = πα) +82)  (O<f< 5) (2.2.7) 


象 周期 图 一 样 ， 样 本 谱 可 以 用 来 检验 和 估计 隐 含 于 噪声 中 未 知 频 
率 正 弦 分 量 的 振幅 , 特别 当 我 们 事先 知道 频率 f 并 不 具有 与 序列 
长 度 的 谐振 关系 ,样本 谱 更 是 实现 上 述 目 的 得 力 工具 。 样本 谱 还 
为 谱 分 析 理 论 提供 了 出 发 点 ， 这 要 用 到 附录 A2.1 的 一 个 结果 ， 
该 结果 表明 ， 样 本 谱 I(f) 和 协 方差 尔 数 的 估计 值 ck 之 间 是 通过 
下 面 的 重要 关系 式 相 联系 的 ; 


N-1 


Ι(1) -- 2 |ορ + > ck cos(27 fk) (O<f< 5) (2.9.8) 


k=1 


即 样本 谱 是 自 协 方差 函数 佑 计 值 的 Fourier 余弦 变换 . 


谱 对 于 由 固定 频率 的 正弦 余弦 与 噪声 混和 生成 的 时 间 序 
列 ， 周 期 图 和 样本 谱 都 是 进行 分 析 的 得 力 工 具 ， 然 而 在 节 2.1 中 
所 描述 的 一 类 平稳 时 间 序 列 ， 其 特征 是 频率 、 振 幅 和 相位 都 是 随 
MERN. RAPE PURSES ATE IA) 波动 剧烈， 不 可 能 给 出 任何 有 
意义 的 解释 [122]. 

Ri, BRN 个 观测 值 的 时 间 序 列 是 正 态 平稳 过 程 的 一 个 
实现 ， 我 们 总 可 以 由 观测 值 计 算 样 本 谱 。 如 前 所 述 ， 这 样 一 个 过 
程 不 会 有 任何 确定 性 的 正弦 或 余弦 分 量 ， 但 是 我 们 可 以 进行 形式 
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上 的 Fourier 分 析 ， 并 对 任 给 频率 得 出 估计 值 las, br), 如 果 我 们 
能 从 随机 过 程 得 到 Ν 个 观测 值 的 重复 实现 ， 这 样 就 可 以 构造 出 
估计 值 af,by AICS) 的 总 体 。 由 此 便 能 计算 在 样本 量 为 N 的 重 
复 实 现 之 下 1(f) 的 均值 ， 即 
| Ν-1 
ΕΗ(Ρ = 2 | Efco] + 2 >_ E[Ck] cos(2n fk) (2.2.9) 
k=1 

对 于 很 大 的 Ν 可 以 说 明 (例如 [122]), 协 方 差 系 数 估 计 cx 按 重 复 
实现 的 均值 趋 于 理论 协 方差 yk, Ββ 


pte Peal = 7 


(2.2.9) AX N 趋 于 无 穷 取 极限 ， 得 到 功率 谱 P(f) 定义 如 下 : 


P(f)= lim ΒΗΠ()] = 2 E +2% yxcos(2rfk)| (0<f < 5) 
k=1 


(2.2.10) 
我 们 注意 到 ， 由 于 
Ip(f)| < 2 区 十 2 》 ?kj erall 
= (2.2.11) 
<2 区 +2》， rel 
k=1 


因此 功率 谱 收 化 的 一 个 充分 条 件 是 γι 衰减 得 足够 快 ， 使 得 序 
列 (2.2.11) BM. HP DREAMT AHR RARER, PU 
在 数学 上 自 协 方差 的 信息 与 功率 谱 的 信息 是 等 价 的 。 从 现在 起 ， 
我 们 把 功率 谱 简 称 为 谱 . 

将 (2.2.10) 从 0 到 1/2 积分 ， 得 到 过 程 a 的 方差 为 


1/2 
w=or= [plas (2.2.12) 
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(2.2.6) 式 表明 , 通过 周期 图 I(f) RIV HIE ΤΠ 45 KER 
序列 其 方差 是 如 何在 不 同 谐振 频率 上 分 布 的 ， 与 此 类 似 ， 谱 pl) 
刻 划 了 随机 过 程 的 方差 如 何在 频率 的 连续 范围 上 分 布 。 我 们 可 
以 把 p(f) 解释 为 在 频率 范围 f 到 f + df 上 过 程 方差 的 近似 度 
量 。 此 外 ， (2.2.10) 定义 了 基于 协 方差 函数 {γε} 的 谱 表 示 ， 由 
此 可 以 得 到 γι = [27 cos(2rfk)p(f) df, 该 式 和 (2.2.10) 式 一 起 
描述 了 过 程 的 谱 和 自 协 方差 函数 之 间 的 一 一 对 应 关系 。 反之， ΒΒ 
{γι} 表示 一 个 正定 序列 ， 且 (2.2.11) 中 的 级 数 收敛 ， 由 Herglotz 
定理 (I [140]) 可 知 ， 存 在 唯一 的 函数 p(f) 使 得 % 有 谱 表示 
γε = 4 ety (f) df 。 因此， 使 (2.2.11) 收敛 的 平稳 过 程 ， 
它 的 谱 p(f) 就 可 以 定义 成 这 个 唯一 的 函数 。 谱 表示 保证 了 谱 范 
数 的 存在 ， 并 具有 (2.1.10) 右边 的 形式 。 


BERRA AN, AAR TAK px 给 出 谱 的 定义 (2.2.10) 比 
用 自 协 方差 函数 γι 更 方便 ， 由 此 得 到 的 郴 数 


9(f) = oe 
: . | (2.2.13) 
ον. (O<f< z) 


k=1 


o(f) 称 为 谱 密 度 函 数 。 利 用 (2.2.12) 可 以 看 到 ， 谱 密度 函数 具有 


性 质 
1/2 
f o(f)df =1 


由 于 o(f) 也 是 正 的 , 因此 它 和 通常 的 概率 密度 函数 一 样 ， 县 有 相 
同 的 性 质 . 这 种 相似 性 还 可 以 推广 到 它们 估计 值 的 性 质 ， 我 们 下 
文 将 要 讨论 . 


谱 估 计 人 们 和 希望 在 (2.2.10) F, H SBD Æ Wii {8 ει 代 
替 其 理论 值 yk， 从 而 得 到 谱 估 计 . 由 (32.2.8) 看 到 ， 这 相当 于 把 样 
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图 2.8 一 组 数据 的 功率 谱 估 计 值 


本 谱 作 为 谱 p(f) 的 估计 值 。 可 以 证 明 ( 见 [122]) 平稳 序列 的 样本 
谱 围绕 其 理论 谱 剧 烈 波 动 。 这 一 事实 的 直观 解释 是 : 样本 谱 相当 
于 在 频率 域 中 只 用 了 一 个 宽度 很 小 的 区 间 ， 这 类 似 于 在 估计 通常 
的 概率 分 布 时 ， 只 用 很 少 的 区 间 组 去 估计 直方 图 ,利用 经 修正 或 
平滑 的 估计 


N-1 
P(f) =2 ]ςο 1-2 2 λκοκ cos(2r fk) (2.2.14) 

k=0 
这 里 A, 是 适当 选取 的 权 数 ， 称 为 滞后 窗 . 通过 引入 (2.2.14) KA 
可 能 增加 估计 值 的 带宽 ， 并 得 到 谱 的 较 平滑 的 估计 。 (2.2.14) 中 
的 权 数 A, 是 按 一 定 模式 选择 ， 当 滞后 上 > MAARRE, M 
是 已 知 的 截断 点 ， 且 相对 于 序列 长 度 NM 要 适当 地 小 。 用 另 一 
种 计算 形式 ， 即 在 给 定 频率 Γι 附近 的 小 邻 域内 ， 对 很 多 的 周期 图 
作 加 权 平 均 ， 这样 就 可 以 得 到 比 样 本 谱 I(f) 更 平滑 的 谱 估计 。 特 

别 ， p(f) 的 平滑 周期 图 的 估计 量 可 取 为 如 下 形式 : 


ah) = DE WU A+ 2) 


k=—m 


这 里 ΣΣ Wf) = 工 是 对 称 权 函 数 ， 称 为 谱 窗 ， πι 的 值 应 取得 


j=—-m 


远 比 N/2 小 。 图 2.8 是 化 工 产量 数据 的 谱 估 计 。 我 们 看 到 ， 序 列 
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BY 75 22 KBD 5d SRP EE BB oP, 这 是 由 于 原 序列 快速 振荡 引起 
的 ， 从 图 2.1 中 我 们 可 以 看 出 这 一 点 . 


2.2.4 自 协 方差 和 谱 密 度 函 数 的 一 些 简 单 例子 


为 了 说 明 问 题 ， 对 于 两 个 简单 的 随机 过 程 我 们 给 出 如 下 的 等 
价 表示 : 

1. 理论 模型 

2. Hie BAK Κι 

3. 理论 谱 

考虑 两 个 模型 : 

Xi 一 10 十 ar 十 Qt 1 zt = 10+ a; — ati 

这 里 anai 是 均值 为 0, 方差 为 1, 不 相关 的 正 态 随机 变量 序 
列 ， 也 即 白 噪声 。 利 用 定义 (2.15)) 有 


Yk = cov[ze, 24%] = Ε[(2ε-- μ)(ζε-µκ — μ)] 


XE, Eze] = Ε[δι-ε] = 0, 上 述 两 个 随机 过 程 的 自 协 方差 函数 是 


2.0 ; k=0 2.0 , k=0 
Yk = 1.0 ) k=1 ; w= 一 1.0 , k=1 
0, ， k>2 0 ， k>2 
从 而 它们 的 理论 自 相 关 函 数 是 
{0 , k=1 -{ °° , k= 
Pr oo , k>2 ° Tl 00 , k>? 


利用 (2.2.13) 得 理论 谱 密 度 函 数 是 
g(f) = 2[1 +cos(2r 门 ; g(f)= 2[1 ~ cos(27f)] 


这 两 个 随机 过 程 的 自 相关 函数 ， 谱 密度 函数 及 样本 时 间 序列 见 图 
2.9 。 


PA Apar Aa da 


模型 (1) 2 一 10 十 ai 十 ai 一 1 模型 (2) zt = l0 + a; — aimi 
sigi 
| ho 
| ° 5 10 5 10 
pk 
k =———p k —p 
=i 模型 (1) 模型 (2) 
理论 自 相 关 函 数 
οἱ }) | g{f) | 
1/8 1/4 3/8 1/2 1/8 1/4 3/8 1/2 
πω a (2) 
ΒΒ iC HS HF JS pk Br 


图 2.9 ”两 个 简单 随机 模型 及 对 应 的 理论 自 相关 函数 和 说 密度 函数 


1. 应 该 注意 到 ， 对 于 这 两 个 平稳 过 程 ， 在 已 知 其 均值 和 方差 
时 ， 不 论 目 相关 函数 或 谱 密度 函数 所 提供 的 信息 都 等 价 于 模型 提 
供 的 信息 (给 定 正 态 假设 ) 

2. 我 们 看 到 , 自 相 关 函 数 反映 出 序列 某 一 个 方面 的 特性 . 第 一 
个 序列 的 特征 是 相对 平滑 ， 这 由 于 相 邻 值 之 间 是 以 正 相关 联系 . 
第 二 个 序列 具有 正 负 交错 的 倾 回 ， 这 可 解释 为 相 邻 值 之 间 以 负 相 
关联 系 . 
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3. 谱 密度 是 从 不 同 的 角度 做 等 价 的 描述 , 。 第 一 个 序列 的 谱 
表现 为 低频 占 主导 ， 而 第 二 序列 是 高 频 占 主导 . 


2.2.5 自 协 方 差 和 谐 密度 函数 的 优点 及 不 足 


由 于 自 相 关 函 数 和 谱 可 以 互相 转换 ， 在 数学 上 是 等 偷 的 ， 因 
此 有 关 它 们 优点 和 不 足 之 处 的 讨论 并 不 是 针对 数学 上 的 等 价 性 ， 
而 是 针对 它们 的 表现 价值 。 正 如 我 们 已 看 到 的 ， 每 一 种 方法 都 描 
述 了 数据 的 不 同方 面 ， 两 种 方法 不 是 对 立 的 ， 而 是 互补 的 ， 都 为 
刻 划 随机 过 程 作 出 了 贡献 . 

得 出 自 相 关 函 数 和 谱 的 估计 值 只 是 一 种 非 结 构 性 的 研究 ， 这 
就 象 我 们 用 直方 图 来 表示 一 个 经 验 分 布 函 数 。 相关 估计 和 谐 估计 
都 是 从 平稳 过 程 得 到 数据 ， 然 后 再 去 说 明 数 据 上 自身， 这 提供 了 进 
行 时 间 序 列 分 析 的 第 一 步 ， 这 也 象 直方 图 能 够 提供 对 数据 作 概率 
分 布 分 析 的 第 一 步 . 为 了 作 进 一 步 分 析 及 建立 参数 模型 ， 自 相关 
函数 和 谱 信 计 是 基础 . 

如 节 2.2.4 中 给 出 的 那些 参数 时 间 序 列 模型 并 不 一 定 就 对 应 
着 简单 的 自 相 关 函 数 或 谱 。 无 论 采 用 哪 一 种 非 结 构 方 法 ， 我 们 痢 
可 能 涉及 多 步 河 后 的 自 相关 估计 或 是 许多 谱 值 的 估计 ， 然 而 若 采 
用 参数 模型 ， 或 许 只 含 一 、 两 个 参数 的 模型 就 能 描述 这 些 数据 ， 
每 一 个 自 相 关 或 详 值 实际 上 都 是 一 个 待 估计 的 参数 ， 因 此 ， 非 结 
构 方 法 可 能 浪费 许多 参数 ， 而 采用 模型 的 方法 却 可 能 会 很 节省 . 
另 一 方面 ， 最 初 通常 并 不 知道 哪 一 类 模型 是 适合 的 ， 因 此 ， 先 用 
某 种 非 结 构 方 法 去 识别 所 需 模 型 的 类 型 ， 这 是 十 分 必要 的 (这 就 
象 作 直方 图 以 助 于 识别 数据 所 适合 的 分 布 族 ) 。 在 建 模 中 ， 选 择 
谱 还 是 自 相 关 函 数 作为 工具 取决 于 在 实际 中 确 有 用 处 的 那些 模型 
的 特性 . 在 本 书后 面 各 章 将 要 讨论 的 一 些 模型 是 很 有 用 的 ， 这 些 
模型 只 简单 地 用 上 和 目 相关 函数 就 能 描述 ， 目 相关 项 数 正 是 我 们 识别 
模型 的 工具 . 


.48 . 


A2.1 样本 谱 和 日 相 关 函 数 估计 之 间 的 联系 
现在 我 们 来 推导 (2.2.8) 式 的 结果 


N-1 
1-2 co +2 Ñ οἱ cos(2r fk) (ος f < 3) 
k=1 
HAIER AS A ΒΕ 3658 A A cx 联系 在 一 起 假设 在 频 
K kh, RRS PRA IE BAIT as 和 by 是 由 关系 式 
dp =af — iby 联结 的 ， 这 里 1 = V-1 。 那 么 ， 


10) = (ay ~ ibs (as + iby) 


N oy 


(A.2.1.1) 


这 里 必 是 dj AOSHI AL. FÆ, HA (2.2.3) 和 (2.2.4) 得 到 
9 N 
d; = Ν 2 zt[cos(27 ft) — isin(27 ft)| 
_2 ~ ~i2nft 
=F >》 ze (A2.1.2) 


9 Ν 
= 一 一 S σι 一 Z)e "ft 
N t=1 


将 (Α2.1.2) 代入 (A2.1.1) 得 到 


δ 


N N , 
Ι(}-π ΣΣ) αι — 2)(2 - 2Z)e PIE) (A2.1.3) 


由 于 


] Nok 
Ck = κ >, (zt — Z)(Zt+k — 2) 


- 49. 


WEK k = t — t',(A2.1.3) 成 为 


Ν--1 
I(f) —9 > cpe 27th 
k=—N+41 
Ν-ι 1 
一 2 co +2 δ cxcos(2n fk) (O<f<>5) 


这 正 是 所 要 的 结果 . 
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ki rai ο ο ο ο ο cc MAER =)! EE rh i jeee eR aee hiie i re ΠΠ 


3 


通常 假设 随机 序列 是 由 随机 冲击 的 线性 组 合生 成 ， 这 种 随机 
序列 就 是 用 一 般 线性 随机 模型 来 描述 的 . 在 具体 表达 时 ， 我 们 希 
望 使 用 参数 简约 的 模型 . 通过 用 数目 很 少 的 自 回归 和 滑动 平均 项 
描述 线性 过 程 ， 就 可 以 做 到 这 一 点 . RANE BAR 
动 平 均 (ARMA) 模型 的 性 质 并 为 在 建 模 中 使 用 该 模型 作 准 备 . 


3 .1 RENE 
3.1.1 线性 过 程 的 两 种 等 价 形式 


在 节 1.2.1 中 我 们 讨论 了 将 随机 过 程 表 示 成 为 一 个 线性 滤波 
器 的 输出 ， 这 里 输入 是 白 噪声 a, Bp 


Ze αι + Wyae_1 + ψραι.21---- 
OD 
3.1.1 
= Qt 十 Υ jar; ( ) 


j=l 
其 中 ， = z 一 4 是 过 程 相对 某 个 原点 的 偏差 , 若 过 程 是 平稳 的 则 
束 是 相对 于 均值 的 偏差 ,一般 线性 过 程 允 许 芭 表示 成 “ 白 噪声 ”过 
程 现在 和 过 去 值 的 加 权 和 。 有关 线性 随机 模型 发 展 的 重要 参考 文 
献 可 参见 [25],[84],|98],|100],[126].[162].[163], [1Τ1],[180],[195].[20Τ] 
及 212). ARAM a 可 以 认为 是 驱动 该 系统 的 扰动 序列 ， 
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它 是 由 均值 为 零 、 方 差 为 常数 的 不 相关 随机 变量 构成 的 序列 .也 


就 是 
Ε[αι] =0, νατ[αι] = o? 
由 于 随机 变量 αι ERMAN, ΠΒ“ ΠΠ Β ΒΗ; Awe 
=E -{΄-' c= 0 3.1.2 
Yk = ια] = { 0° k £0 (3.1.2) 
由 此 得 到 白 噪 声 的 自 相 关 函 数 具 有 特别 简单 的 形式 
1 , k=0 
Pk = { 0 | k - 0 (3.1.3) 


平稳 过 程 发 展 中 的 一 个 基本 结果 是 由 Wold[207] 给 出 的 ， 他 证 明 
了 任 一 零 均值 纯 非 确定 的 平稳 过 程 2, 都 具有 形 如 (3.1.1) 的 线性 
表示 ,其 中 Yi < co ,at 的 方差 皆 为 o2, 是 不 相关 的 ， 但 不 必 是 
独立 的 . 对 于 形 如 (9.1.1) 的 过 程 Z, 当 at 为 独立 随机 变量 时 ,我 
们 仍然 使 用 “线性 过 程 ”这 一 术语 . | 

(3.1.1) 定义 的 Ζ, 若 表 示 一 个 有 效 的 平稳 过 程 ， 则 系数 ψ; 必 
须 是 绝对 可 和 的 ， 即 lyy] < co . 模型 (3.1.1) 表明 ， 在 适当 的 
条 件 下 ( 见 [133,p-254]), 吉 也 可 以 表示 成 过 去 值 的 加 权 和 ， 再 加 
上 一 个 附加 的 冲击 as. BP 


Zt = Niti 1 π22ε..2 + ἠ- αἱ 


oo 
~ 3.1.4 
= > π]2ι--/ + αι ( ) 
j=1 


形式 (3.1.4) 可 以 理解 是 相对 于 水 平 u ANRE 2ι 关于 过 程 过 
去 偏差 Zt-1, 225°" “ 的 “回归 . 


权 业 和 权 丰 之 间 的 关系 利用 前 面 定 义 的 后 移 算 子 B, 可 得 
到 权 ψ Mis 之 间 的 关系 。 后 移 算 子 为 


Bz = 2-1, B? z; = 2t—j 
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今后 我 们 还 需要 用 到 前 移 算 子 F = Bo, 即 是 
Bzi = 2441 , Fo zp = 244; 

作为 运用 后 移 算 子 的 例子 ， 我 们 考虑 模型 

ο ἄνξαι--θτι = (1 -- θβ)α, 
这 里 yı = -0,4; = 0,7 >1. H 2%, %4-1,--> 表示 at , 我们 得 到 

(1-0) h = a 

因此 ， 当 jal < 1 时 ， 

(1+ 0B + 6°B*+0°B?+.--)% =a, 
如 同 (3.1.4) 式 ， 将 偏差 2 用 过 去 的 偏差 表示 ， 即 

Ζι -θχι ι- θ1 ο — θζι.3 —--- +a 
因此 ， 对 于 该 模型 有 : π;----0, 
一 般 ， (3.1.1) 可 以 写成 


j=1 


这 里 
ψ(Β) =14+ >> v;BÍ = 》 Bi 
j=1 j=0 


令 po =1. TEM 1.2.1 PR, ψ(Β) RA a KF αι 的 线性 渡 
波 右 的 传递 函数 ， 我 们 也 可 以 把 它 看 作 是 权 的 生成 函数 ， 因 为 
如 果 把 B 简单 地 当成 变量 ， 它 的 } 次 赛 的 系数 就 是 ψ,. 
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类 似 地 ， (3.1.4) 可 以 写成 


oO 
(1 — 9 1; B’)z; = αι 


j=1 


π(Β)Ζι = ay (3.1.6) 
因此 
π(Β) -- 1 -- Υ 7;B’ 


是 权 π 的 生成 函数 。 (3.1.6) 式 两 边 用 %(B) 作用 后 ， 我 们 得 到 
ψ(Β)π(Β)Σ, = ψ(Β)αι = 2, 
XE, φ(Β)π(Β) = 1, 从 而 
π(Β) = 47! (B) (3.1.7) 
当 已 知 权 ψ 时， 可 以 利用 关系 式 (3.1.7) 推导 出 权 r . 反之 亦 然 . 
3.1.2 线性 过 程 的 自 协 方差 生成 函数 


在 第 6 章 中 ， 为 了 识别 模型 ， 基 本 的 数据 分 析 工 具 是 自 相 关 
函数 . 因此 , 得 到 线性 过 程 的 自 相 关 晴 数 是 很 重要 的 . 在 附录 A3.1 
中 给 出 线性 过 程 的 自 协 方差 消 数 为 


Yk = σὲ Ὁ ,Piditk (3.1.8) 
j=0 
特别 ， 在 (5.1.8) HS k=0, 我 们 求 出 其 方差 为 


oo 
yo =o2=02)> V (3.1.9) 
一 


由 此 得 出 系数 ψ, 绝对 可 和 ( 即 Ell < ο) ΗΡΕΜΗ, aA 


A (3.1.9) 右边 的 级 数 收敛 ， 因 而 保证 了 过 程 具有 有 限 的 方差 . 
得 到 线性 过 程 自 协 方差 的 另 一 种 方法 是 通过 下 面 的 自 协 方差 
生成 函数 


y(B)= >> wB" (3.1.10) 
kk 二 一 oo 
应 注意 到 ， 过 程 的 方差 yo Æ B? = 1 的 系数 ， 而 上 步 汪 后 自 协 方 
Æ y 是 Bi 和 B = Fi 的 系数 。 在 附录 A3.1 中 证 明了 下 面 表 
达 式 : 


(B) --σαψ(Β)ψ(8 ') = cap(B)Y(F) (3.1.11) 


例如 ， 假 设 
Zt = αι — θαι ι 一 (1 一 θΒ)αι 


因此 ψ(Β) --1 -0Β. 代入 (3.1.11) 得 


γ(Β) = σα(1 — 0B)(1 ~ 0B) 
= σ:[-6Β 1 + (14 67) -- θΒ] 


5 (3.1.10) 比较 ， 自 协 方差 函数 是 


Yo = (1 + θ2)σ2 
y = —002 


a 


Yk = 0 (k > 2) 


今后 , 在 生成 函数 中 我 们 把 B 看 成 是 一 个 变量 ,并 假设 它 能 够 取 
ΒΒ. 特别 是 ， 经 常 需要 考虑 |B| < 1,1B| = 1 及 |B) > 1 的 不 同 
情形 ， 也 就 是 对 应 于 复 值 B 位 于 单位 圆 内 、 圆 上 及 圆 外 的 不 同情 
形 . 
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3.1.3 线性 过 程 的 平稳 性 各 和 可逆 性 条 件 


PHH (819) 式 中 的 级 数 收敛 就 能 保证 线性 过 程 具有 有 限 
的 方差 .我 们 在 节 2.1.3 中 已 经 看 到 ， 自 协 方差 和 自 相关 必须 满 
足 一 定 的 条 件 才 能 保证 过 程 的 平稳 性 ， 对 于 线性 过 程 (3.1.1), 只 
要 lvl < co 这 一 个 条 件 满足 就 够 了 .这 个 条 件 也 可 叙述 为 : 
作为 权 Y 生成 函数 的 级 数 ψ(Β) 对 于 |B| < !( 即 在 单位 圆 上 或 加 
内 ) 必须 收敛 .在 附录 A3.1 中 讨论 了 这 一 结果 . 

线性 平稳 过 程 的 谱 ， 在 附录 A3.1 中 证 明 : 如 果 把 B= ο- Ὅτ! (ΩΣ 
里 i= VTI) 代入 自 协 方差 生成 函数 , 就 可 以 得 到 功率 谱 的 半 便 . 
因此 ， 线 性 过 程 的 功率 谱 为 


P(f) = 202ay(e "i! Jye?) 
-Φσέ]ψίο 5.4) (0< f<) 
2 (3.1.12) 


事实 上 ， (3.1.12) 是 一 个 熟知 的 表达 式 [122], 它 通过 乘 以 系统 的 
平方 增益 G*(f) = ple A, 把 作为 输入 的 白 噪 声 谱 ( 取 常 值 ) 
与 线性 系统 输出 的 谱 p(f) 联系 起 来 。 


可 逆 性 ”在 前 文中 我 们 看 到 ， 若 过 程 是 平稳 的 ， 则 线性 过 程 
αφ 必定 满足 (5) 在 单位 圆 上 或 加 内 收敛 的 条 件 . 我 们 现在 
考虑 适用 于 权 的 另 一 约束 条 件 ， 以 保证 所 谓 的 可 逆 性 。 可 道 性 
条 件 与 平稳 性 条 件 是 不 相关 的 ， 这 也 适用 于 在 第 4 章 引 入 的 非 平 

为 了 说 明 可 逆 性 的 基本 思想 ， 再 次 考虑 模型 


%=(1-OB)ay (3.1.13) 
把 a, 用 现在 和 过 去 的 Z 表示 ， (3.1.13) 成 为 
a, = (1—0B) *% = (1+0B+6°B*+..-+06*B*)(1—9*+1 Bet!) 12, 
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TE pp Ti 


Bp 
2, = -θι ι —-0?R_2 —---- O Zak tay — θῆται αι (3.1.14) 
E | 和 | < 1, 令 有 趋 于 无 穷 ， 我 们 得 到 无 穷 级 数 : 
Σι = a 02 二 at (3.1.15) 


那么 , 用 (3.1.14) 式 表示 的 模型 的 天 权 是 ri = -8 . 总 而 言 之, 有 
了 .8 的 值 ，(3.1.13) 定义 出 一 个 名 符 其 实 的 平稳 过 程 . 然而 , 如果 
6] > 1,(3.1.14) 中 当前 偏差 2 依赖 于 2-1, 如 -2,… Hk, 且 相 应 
权 数 随 k 而 增 大 , 为 避免 出 现 这 种 情况 , 要 求 |9| < 1 . 这 时 我 们 称 
FAETH, 可 以 看 出 上 述 条 件 等 价 于 ΣΙ) = ory] < co, 


因此 ， 级 数 
π(β) = (1-- θΒ)-}-- ὃ ΘΒ} 


对 一 切 |B| < 1{( 即 在 单位 圆 上 或 圆 内 ) 收敛 . 

在 第 6 章 中 我 们 将 考虑 模型 的 唯一 性 问题 .我们 将 会 看 到 ， 
当 |6| > 1 时 ， 得 出 过 程 关于 αι 的 收敛 的 表达 式 是 可 能 的 ， 但 是 
只 能 用 2ι, ἔερι,Ζεγο,.-: 表示 ( 即 只 能 用 过 程 的 现在 和 将 来 值 来 表 
示 ) 。 如 果 我 们 有 兴趣 把 当前 事件 和 过 去 发 生 的 事件 用 适当 的 方 
式 联系 起 来 ， 那 么 ， 可 逆 性 的 条 件 是 必 不 可 少 的 . 

一 般 , FA 是 绝对 可 和 (ED Lr < œ), 1χ 38 3 RR π(Β) 


Ze fir Il Γκ ak, FÆ, 线性 过 程 (3.1.1) 是 可 逆 的 ， 且 有 


如 下 表达 式 
π(βΒ)2ι = αι 


总 之 , 车 Tvs] < co, 线性 过 程 (3.1.1) 是 平稳 的 ， 若 Slr] < oo 
则 是 可 逆 的 ， 这 里 ， 7(B) =Y (B)=1- rB. 
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3.1.4 自 回归 和 滑动 平均 过 程 


对 于 一 般 线性 过 程 的 表达 式 (5.1.1) 和 (9.1.4), MREN AA 
无 穷 多 项 ψ Mr, 那么 在 实际 应 用 中 并 不 是 很 有 用 的 .现在 我 们 
考虑 怎样 引入 参数 节省 且 又 能 保持 有 效 描述 的 模型 . 


自 回 归 过 程 考虑 (3.1.4) 的 特殊 情形 : 只 有 前 面 2 个 权 是 非 
SA. 模型 可 写 为 


Zt = $1 24-1 + $2212 +--+ Pp2t—p + at (3.1.16) 


定义 的 过 程 称 为 了 2 阶 自 回归 过 程 ， 或 简称 为 AR(p) 过 程 . 特别 ， 
一 阶 (p = 1) 和 二 阶 (p = 2) 自 回 归 模 型 


Zt = P12Zt-1 + at 


Zt = b12e-1 + Go2t-2 + at 


在 实际 应 用 中 是 非常 重要 的 。 
现在 我 们 将 (3.1.16) 写成 下 面 的 等 价 形式 : 


(1 — $1B — 2B? — ---— pp ΒΡἒ, = αι 


或 


由 (3.1.17) 可 得 


自 回 归 过 程 可 以 看 作 是 线性 滤波 器 的 输出 Ζι, 1Η ΜΙ [6 38 AA 
ϕφ (8) HAA ERARE a. 


漫 动 平均 过 程 ”考虑 在 (3.1.1) PY RAAB a 个 为 非 零 的 
情形 。 这 时 过 程 写 为 


Zt = at 一 θιαις ι 一 02at_2 一 一 0,4t—¢ (3.1.18) 
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定义 的 过 程 称 为 g 阶 滑动 平均 过 程 ”, 简 记 为 MA(g) 特别， 一 
Bt (q = 1) 和 二 阶 (9= 2) 的 过 程 


ze = At 一 θιαι 


Zt αι --θιαι.ι — Oat 


在 实际 中 是 特别 有 用 的 . 
我 们 也 可 将 (3.1.18) 写成 等 价 形式 


Ze = (1--θι8 — 02B? —---— 6,B1)a; 
或 
因此 ， 滑 动 平 均 过 程 可 以 看 作 是 线性 滤波 器 的 输出 Σ., 相应 的 传 
| PRA O-*(B), 输入 是 白 噪 声 at . 
自 回归 - 滑动 平均 混合 模型 ”在 节 3.1.1 中 我 们 已 经 看 到 ， 
一 个 有 限 的 滑动 平均 模型 
Zt = αι 一 θιαι ι = (1 一 θι Β)αι (161 < 1) 


能 够 写成 无 限 的 自 回归 过 程 . 
2: = —O, 24-1 — HA ο —--- +a 


因此 ， 老 真实 模型 是 MA(1), 我 们 可 以 得 到 一 个 参数 元 余 的 自 回 
BRW, RZ, ARI) 使 用 滑动 平均 过 程 描述 也 将 是 不 简约 的 表 
F. 在 实际 中 ， 为 了 节省 参数 ， 有 时 在 模型 中 必须 既 包 含 自 回归 
项 也 包含 滑动 平均 项 。 即 


Zt 一 $12t-1 +» Pp2t—p 十 at 一 θιαι ι 一 ”一 Orat- ᾳ 


° 如 第 1 章 所 述 ，“ 滑 动 平 均 ”一 词 多 少 有 些 含混 ， 因 为 权 数 之 和 不 是 1. 但 
是 ， 我 们 还 是 引入 并 使 用 这 一 术语 . 
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ay eai ATR SD A Pa ie SES CR A SWAP 


或 . 
Φ(Β)Σ,--θ(Β)αι (3.1.20) 
我 们 称 为 (p,q) 阶 的 自 回归 滑动 平均 混合 模型 , 简 记 为 ARMA(p,q). 
例如 ARMA(1,1) 过 程 是 


Zt 一 Φιξε -1 一 at 一 人 at-l 
由 于 (3.1.20) 可 以 写成 


2, = ϕ "(Β)θ(Β)αι 
_ 6B) 1-0B-...—0,B? 
ΓΦ 1—¢1B—---dpB? 


自 回归 滑动 平均 混合 模型 也 可 以 看 成 是 线性 滤波 器 的 输出 Ζι, 其 
传递 函数 是 两 个 多 项 式 0(B) 和 p(B) 之 比 ,输入 为 白 噪声 。 我 们 
注意 到 ， 由 于 Σι σι µ, p= Ela] 是 平稳 过 程 的 均值 ， 因 此 ， 
形 如 (3.1.20) 的 一 般 ARMA(p,q) 过 程 可 用 原 过 程 zt 表示 为 如 下 
的 等 价 形式 ， 


$(B)z, = bo + θ(Β)αι (3.1.21) 
其 中 ， 模 型 的 常数 项 是 
to = (1 一 Φι 一 φο ---' τ φρ)μ (3.1.22) 


在 以 后 各 节 中 我 们 将 讨论 自 回归 、 滑 动 平 均 及 混合 模型 的 重 
要 性 质 . 我 们 要 研究 它们 的 方差 、 自 相关 函 数 和 谱 ， 以 及 满足 平 
稳 性 和 可 逆 性 时 对 参数 赋予 的 条 件 . 


3.2 自 回归 过 程 
3.2.1 自 回归 过 程 的 平稳 性 条 件 
对 于 AR(p) 模型 


σι = Pizt-1 +--+ bp%_p + tt 


或 
(1— $B —---~ pp BP) = o(B)% = αι 
fF. 
为 说 明 起 见 ， 我 们 考查 一 阶 自 回归 过 程 : 


(1 — $1 B)z% = a; 
我 们 可 写成 
% = (1 — $1B) αι ὃ bar; 
j=0 
因此 
Ψ(Β) --(1-- ΦιΒ) -- 》 $B’ (3.2.1) 
j=0 


在 节 3.1.3 中 我 们 看 到 , 为 满足 平稳 性 ， 当 |B| < 1 时 ，w(B) 必须 
是 收敛 的 . 由 (3.2.1) 可 知 ， 对 于 AR(1) 过 程 ， 加 必须 满足 条 件 
loi] < 1, 才能 保证 平稳 性 . 由 于 方程 1 一 891B = 0 MRA B=, 
平稳 性 条 件 的 另 一 种 等 价 倒 述 是 ， 方程 1 -$1B =0 的 根 必须 在 
单位 圆 之 外 ， 

对 于 一 般 的 AR(p) WHA = v0 (Da, 我 们 得 到 


$(B) = (1 — G1 B)(1 — G2B)--- (1 — GpB) 


其 中 GT!,… ,Gz! 是 AB) = 0 的 根 ， 用 部 分 分 式 表示 47B), 
9 p 

Z%=¢ 1(B)a; = >, Be 
因此 ， 如 果 当 |B| < 1 πὴ ψ(Β) = $8-1(B) 是 一 个 收敛 级 数 ， 即 权 
vj = OKC] 是 绝对 可 和 的 ,那么 AR) 就 表示 一 个 平稳 过 程 . 
这 时 必须 有 [Gil < 1,8 二 1,2,… ,p, 等 价 地 ， Φ(Β) = 0 的 根 必须 
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在 单位 圆 外 。 方程 OB) = 0 的 根 可 以 认为 是 多 项 式 φ(Β) HF 
点 ， 因 此 ， 平 稳 性 条 件 可 表述 为 O(B) 的 零点 必须 在 单位 圆 外 。 
当 8(B) 有 重 零 点 时 ， 也 可 以 有 同样 的 讨论 .方程 p(B) = 0 称 为 
过 程 的 特征 方程 。 另外， 由 关系 式 p(B)w(B) = 1, 自然 可 以 得 出 
We AR(p) 的 权 v; 满足 下 面 差分 方程 


Pi = Φφιφ. + popj2 +: + ΦρΨ]. ρ (j > 0) 


这 里 ， wo = 1, HEX 7 < 0w; =0. Alt, X vy 很 容易 通过 ϕι 
北 推 算出 。 事 实 上 ， 由 差分 方程 的 基本 理论 可 知 (将 在 附录 A4.1 
中 讨论 ), 对 于 无 重 根 情形 ， 若 y 满足 前 述 差分 方程 则 蕴含 具有 
EAR φ; = ΣΚ ο. 


由 于 级 数 
π(Β) = $(B) = 1~ φιΒ -- $B? --...-- $p BP 


是 有 限 项 ， 因 此 ， 自 回归 过 程 的 参数 不 需要 任何 约束 条 件 就 能 保 
证 其 可 逆 性 . 


3.2.2 自 回归 过 程 的 自 相 关 函 数 和 谱 


目 相 关 到 数 ”我 们 不 难 求 出 关于 自 相 关 函 数 重要 的 递 推 关系 
式 ， 对 平稳 自 回归 过 程 


Zt = φιι..1 + poZt 2 二 φρὂι.ρ tar 
两 边 问 乘 a-r 得 到 
i-k = O12: κι ι Εφοξι- κι 2 + bp κ2ι. ρἜχι και (3.2.2) 
对 (3.2.2) 式 取 期 望 ， 得 出 下 面 的 差分 方程 ; 


Yk = φιΎκ-ι + 2Yk—2 + `: + PpYk-p (k > 0) (3.2.3) 
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注意 ， 当 上 > 0 时 ， 期 望 Ε[ξι και] 为 零 ， 这 是 因为 a-k ABR 
直到 t+ 一 k 时 刻 的 冲击 α,, MS at 不 相关 。 在 (3.2.3) 式 两 边 除 以 
Ύο, 可 以 看 到 自 相 关 函 数 满足 同样 的 差分 方程 “ 


PK 二 内 pk-t 十 gpk-2 十 … 十 加 pk-p k>0 (3.2.4) 


我 们 注意 到 ， 上 式 类 似 于 过 程 z 自身 所 满足 的 考分 方程 . 
假定 将 (3.2.4) 记 为 


φίΒ)ρκ =0 


XE, φ(Β)-1-φιβ--..-ΦφρΒΡ 是 作用 于 大 的 算 子 ， 而 不 是 
对 上 上 作用， w 


P 


¢(B) = | [( - G;B) 


j=l 
WU (3.2.4) 的 通 解 (例如 可 见 附录 A4.1) 是 
pk = AiG + A2G} 十 .十 4pGA (3.2.5) 
这 里 ， G7 ,G2 ,… αρ. 是 下 述 特征 方程 
$(B) = 1 --ϕιΒ - ¢2B? —---— ¢,B? =0 


的 根 . 
为 了 保证 平稳 性 ， 我 们 要 求 |G;| < 1 。 在 实际 应 用 中 ， 如 果 
我 们 假定 根 是 互 异 的 ， 会 出 现 两 种 情况 : 


1. Gi 是 实 根 ， 这 时 在 (3.2.5) 中 4;G# 随 k 增 大 等 比例 地 误 
减 到 零 ， 我 们 常 称 之 为 指数 衰减 . 
2. Gi 和 G; 是 一 对 共 罗 复 根 ， 这 导致 在 (3.2.5) 出 现 


D" οἰη(2π fk + F) 


使 得 自 相 关 肾 数 呈 衰 减 的 正弦 振荡 , 衰减 系数 D=|G;|=|Gjl, ΒΒ 
率 f 满足 2rj = cos- [|Re(Gi)1/DI]. 
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通常 ， 一 个 平稳 自 回归 过 程 的 自 相 关 沙 数 的 变化 趋势 是 由 衰 
减 指数 和 衰减 正弦 振 葛 构 成 。 


自 回 归 参 数 用 自 相 关 表示 : Yule-Walker 方程 在 (3.2.4) 中 
令 k= 1,2,- Ps 我 们 得 到 用 p1, $2," Pp 表示 P1;P2:°°" Pp 的 
线性 方程 组 ， 即 


pı = Qı 十 g2p1 1-----Φφρρρ-:1 
ρα = Φιρι +2 +++++ Φρβρρ- 
μμ"... Μα (3.2.6) 


py 一 $1Pp-1+$2Pp-2+ =+ bp 
通常 称 为 Yule-Walker 方程 [195],[212] . 用 自 相 关 估 计 值 re 代替 


理论 自 相 关 pk, 我 们 便 得 到 参数 的 Yule-Walder 估计 。 如果 我 们 
记 


φι pı Fr 1 ρι Pepp 
όν Pr pp 1 Pp-2 Pp_avs 1 
(3.2.6) 中 用 自 相 关 表 示 的 参数 $ 的 解 可 以 写成 
$ =P pp (3.2.7) 


Az 。 当 k==0 时， 在 (3.2.3) PRIA, ΠῚ Eflz-rz] 的 页 
献 是 Blat] = 02, 这 是 因为 在 a 中 于 at 有关 的 部 分 只 是 当前 的 
冲击 a. 因此 ， 当 大 = 0 ht, 


Yo = φιγ-ι ΓΦ2Ύ-2---' + Φργ-ρἵ o? 


上 式 两 边 除 以 Yo = 02， 并 有 Yk = Y-k, WA Ze σ2 可 以 与 成 
2 _ σὰ 9 
z — 12 pgi — P202 ---:'-- ρρϕρ (3-2.8) 
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En SR RT etc Fa: BE AE: le OS A oh EE ib eT PEE ee AE RO ES dm ΡΝ 


κ 对 于 AR(p) 31, ¥(B)=¢1(B), H 
¢(B) = 1 - ¢1B — ¢2B? — .-- — bpB? 
因此 ， 利 用 (3.1.2), 自 回归 过 程 的 谱 为 


— 202 
“Th pie ri pre ri —... — bye-Bari j 


(0<f <5) 


p(f) 
(3.2.9) 


现在 我 们 将 要 讨论 两 个 特别 重要 的 自 回归 过 程 一 一 阶 和 二 阶 自 
回归 过 程 . 


3.2.3 一 阶 自 回归 (Markov) 过 程 
一 阶 自 回归 过 程 为 


Z = Φι2ι.ι + 
= Qt φιαι ι + φῖαι ο +- (3.2.10) 


在 节 3.2.1 中 已 经 证 明 , 为 使 过 程 为 平稳 ，@1 必须 满足 条 件 -1 < 
φι «1. 


Bama ”利用 (3.2.4), 自 相 关 函 数 满足 一 阶 差 分 方程 
pr = $ip- (6550) (3.2.11) 
并 有 po = 1 。 此 方程 的 解 为 


pr= oe  (k>0) (3.2.12) 


如 图 3.1 所 示 ， 当 Φι 为 正 时 ， 自 相关 函数 指数 训 减 到 零 ， 当 Φι 
为 负 时 ， 是 正 负 交错 地 指数 衰减 到 零 。 特 别 应 注意 到 


Pi = 1 (3.2.13) 
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zt = 0.82. + αι ει = --θ.81ι. 1 + ar 
1 1 
5 
| 0 5 id | 0 10 
Pk 10 Pk 
k k ——> 
-1 -1 
理论 自 相 关 函 数 
log log 
g(f) f— ο(/) 
0 0.25 0.5 0 
理论 对 数 详 密度 函数 


5. 一 阶 自 回 归 过 程 的 实现 及 相应 的 理论 自 相关 和 谐 密度 函数 
FE A (3.2.8), 过 程 的 方差 是 


σὰ 一 o2 
7 1-ριϕι 
το (3.2.14) 
τα τι ¢? 
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上 式 中 用 到 pl φι. 
谱 Ba, AA (9.2.9) 得 到 过 程 的 谱 是 


20? 
P(f) 一 (1 _ φιε-'2π)|2 
2σ2 


~ 1+ g? — 2g; cos(2r f) 


(3.2.15) 
(0< <3) 


图 3.1 中 所 示 为 1 = 0.8 φι = 一 0.8 时 过 程 的 实现 ， 图 中 并 
给 出 了 相应 的 理论 自 相 关 和 谱 。 当 参数 具有 和 较 大 的 正 值 $1 = 0.8 
时 ， 序 列 的 相 邻 值 是 接近 的 ， 且 呈现 明显 的 趋势 .在 自 相 关 消 数 
中 反映 为 缓慢 地 指数 衰减 到 零 ， 在 谱 密 度 中 则 是 低频 占 主 导 . 另 
一 方面 ， 当 参数 具有 较 大 的 负 值 pı = -0.8 时 ， 序 列 呈 现 快速 振 
荡 ， 在 自 相 关 函 数 中 反映 为 正 负 交替 地 衰减 到 零 ， 在 详 密 度 中 则 
是 高 频 占 主导 . 


3.2.4 二 阶 自 回归 过 程 
FRESH ”二 阶 自 回归 过 程 为 
% = φιξι..ι-1- φρβι. 2 + αἱ (3.2.16) 
为 保证 平稳 性 ， 方 程 
¢(B) = 1-- φιΒ — ¢2B? =0 (3.2.17) 


的 根 必须 在 单位 加 外 。 这 蕴含 参数 φι 和 Φ; 必须 在 下 面 三 角形 
中 : 
g2+¢1 <1 
φο-ϕι <1 (3.2.18) 
~1<¢2<1 | 


具体 图 形 在 图 3.2 中 给 出 . 
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图 3.2 各 种 平稳 AR(2) 模型 的 典型 自 相关 函数 pk 和 偏 相 关 函 数 4ux{( 引 自 [183]) 


AAR AJH (3.2.4), 自 相 关 函 数 应 满足 差分 方程 
Pk = Φιρκ--ι + $2PK-2 (k > 0) (3.2.19) 


其 中 初始 值 po = 1, HA pi = 91/(1 一 892) 由 (3.2.5) 可 知 ， 差 分 
方程 (3.2.19) 的 通 解 为 


pk = AyG* + AoGk 
_ Gi(l ~ G3)GF - G2(1 ~ οὐ 65 (3.2.20) 
(σι — G2)(1 + G1 G2) 


RE, Gy’ 和 G3 是 特征 方程 (3.2.17) 的 根 . 若 两 根 皆 为 实 根 ， 
自 相 关 函 数 由 两 个 指数 衰减 项 生成 , 这 种 情况 出 现在 6? +462 > 0 
时 ， 在 图 3.2 中 对 应 于 抛物 线 上 方 的 区 域 1 和 2. 特别 ， 在 区 域 1 
中 ， 自 相关 函数 在 衰减 中 保持 正 值 ， 在 (3.2.20) 式 中 对 应 正 的 主 
W. 在 区 域 2 中 ， 自 相关 函数 符号 交 蔡 地 衰减 ， 在 (3.2.20) 中 对 
应 负 的 主根 . 

4G. Al G2 ARMM (43 + 4¢2 < 0), 二 阶 自 回归 过 程 表现 
出 伪 周 期 的 特征 。 这 一 特征 在 自 相 关 函 数 中 有 所 体现 . + σι = 


De®" fo 和 G2 = De-i2"fo 并 代入 (3.2.20), 我 们 得 到 


二 [οεπ(φϕι)]! Ρ᾽ sin(27r fok + F) 


2.21 
sin F (3.2.21) 


其 中 sgn($1) 取 值 为 +1( 当 φι 为 正 ) 或 -1( 当 Φι WA). 在 这 两 
种 情形 我 们 都 称 (3.2.21) 为 衰减 正弦 振荡， 相应 的 衰减 因子 为 D, 
频率 为 fo, 相位 为 。 这 些 系数 与 二 阶 自 回归 过 程 参 数 之 间 的 关 
系 如 下 : 


D=|G;| = /—¢e (3.2.22) 
上 式 中 取 正 根 ， 
cos(27 fo) = ΠΟΙ = wa (3.2.23) 
palit 
tan F = Γρ. tan(27 fo) (3.2.24) 


我 们 再 次 参照 图 3.2, 在 区 域 3 和 4 中 ， 自 相关 函数 都 是 衰减 正弦 
振荡 ， 区 域 4 中 相位 小 于 90° , 而 区 域 3 的 相位 在 90° 和 180° 之 
B. 这 意味 着 区 域 4 中 自 相关 函数 总 是 从 正 值 开 始 ， 而 区 域 3 中 
目 相关 函数 从 0 步 兴 后 到 1 步 滞后 总 是 会 改变 符号 . 


Yule-Walker 方程 ”在 (3.2.6) 中 令 p = 2, Yule-Walker 方程 
成 为 
Pı 三 0 十 92pl 


3.2.25 
P2 = Φιρι + $2 ( 
对 φι 和 Φα 求解 ， 得 
ρι(1 一 p2) 
Φι 一 1 — p? 
> (3.2.26) 
bo = P2— Pi 
o 1-ρ 
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¢, — 


(a) darda MIIR 


iw 


p 
(b) Pit Pa 允许 域 
3.3 平稳 AR(2) 过 程 的 允许 域 


在 本 书 第 五 部 分 “图 表 汇 集 ”的 图 B 中 ， 我 们 对 给 定 的 值 pi 和 
pa 可 以 读 出 $1 及 po 的 值 。 在 第 6 章 、 第 7 章 中 我 们 将 利用 该 
图 由 自 相 关 估 计 值 ri ,rz 得 出 $ 的 估计 。 方程 (3.2.25) 也 可 对 ρι 
和 po 求解 ， 写 成 如 下 关于 Φιιφο 的 表达 式 


_ Φι . 从 
P= Tg ; p2 = b2 + 7 


(3.2.27) 


该 式 对 前 文 引 用 的 (3.2.19) 的 初 值 作出 了 说 明 . BAKA ΞΕ 
示 形 式 (3.2.20) 和 (3.2.21) 用 来 对 实际 中 可 能 出 现 的 各 种 情况 进 
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AA ARC NA er a EAT Be te ET A; 


行 解释 是 很 有 用 的 ， 然 而 ， 当 给 定 Φι,Φὲ 时， 计算 AR(2) 过 程 最 
简便 的 方法 还 是 直接 使 用 差分 方程 (3.2.19) . 

利用 平稳 性 条 件 (3.2.18) 及 pl 和 pz 的 表达 式 (3.2.27), 我 们 
看 到 对 于 AR(2) 过 程 ， pi 和 ps 的 允许 值 必须 在 下 面 区 域 : 


—l<p<1 
一 上 上 <pz>1 
pi < 5 (62 +1) 
3.3.(a) 是 参数 pi 和 po 的 允许 域 ， 图 3.3.(b) 是 pl 和 po 相应 
的 允许 域 . 
ΠΣ 由 (3.2.28), 过 程 的 方差 是 


σ᾽ 一 σα 
* Έτ ριφι — p292 
f (i ý s 7? (3.2.28) 
© (Lg) {(1+ 42)? -- 6} 
谱 ”由 (3.2.9) 功率 谱 是 
202 
Pf) = jl — be- — pze "nT 
. 202 
T+? + 62 — 2ϕι(1 — $2) cos(2r f) — 2¢2 cos(4n f) 
(ος fs 7) (3.2.29) 


当 特 征 方程 具有 复 根 时 ， 谱 也 反映 了 序列 所 表现 出 的 伪 周 期 
特性 ， 为 说 明 起 见 ， 图 3.4 给 出 的 70 个 数据 是 由 下 面 的 二 阶 自 回 
归 模 型 产生 ， 


Ze = 0.752, ι 一 0.50zt_2> 十 αι 
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TH NRL Se cr 


10 - 20 30 40 50 60 
t—» 
3.4 由 二 阶 自 回归 模型 z,.=0.75zt_1 一 0.50z4_2+at 产生 的 时 间 序 列 


此 模型 即 是 在 (3.2.16) PS $1 = 0.75 及 go = 一 0.50 而 得 到 . 图 
3.5 所 示 为 由 (3.2.19) 计算 的 相应 的 理论 自 相 关 函 数 ， 初 值 取 为 
Po = Τρι = 0.75/[1 — (-0.5)] = 0.5 。 特 征 方程 


1 — 0.75B + 0.5B? =0 


的 根 是 复 根 ， 因 此 从 该 序列 中 可 观察 到 伪 周 期 特性 是 意料 之 中 


3.5 二 阶 自 回归 模型 z,=0.75z。_1 一 0.50z_2+as 的 理论 自 相 关 函 数 
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二 ia or Re ο eee 


gf) 


8 4 2.7 2 
1/f = 周期 < 一 一 
9380.28 0375 05 
f = 频率 一 
3.6 二 阶 自 回 归 模 型 :=0.75zt_: -0.50Ξ, οἠ-α, 的 理论 谱 密 度 


的 .我们 明显 地 看 到 ， 在 图 3.5 的 理论 自 相 关 函 数 中 也 反映 了 这 
一 特性 ， 从 图 上 看 ， 平 均 周 期 约 为 6 . 


由 (3.2.22) 和 (3.2.23) 得 到 衰减 因子 D 和 频率 fo 为 


_1 1 
D = V0.50=0.71 , fo= cos 60580) - 6.2 


因此 自 相 关 函 数 的 基本 周期 为 6.2 。 


最 后 ， 图 3.6 是 由 (3.2.29) 得 到 的 理论 谱 密 度 ， 该 图 表明 ， 序 
列 方差 的 大 部 分 都 集中 在 频率 fo 的 邻 域内 . 


3.2.5 偏 自 相关 函数 


一 开始 ， 我 们 可 能 并 不 知道 多 少 阶 的 自 回归 过 程 适合 于 观测 
序列 。 这 个 问题 类 似 于 在 多 元 回归 中 去 确定 独立 变量 的 个 数 . 

只 要 一 个 AR(p) 过 程 具有 无 限 伸延 的 自 相关 函数 ， 那 么 ， 就 
Ay h ΗΗ2 SR p 个 非 零 函数 来 描述 其 自身 的 特性 ， 偏 自 相 关 
浮 数 就 是 基于 这 一 事实 的 一 种 描述 手段 . 用 pn; 10 κ BY BA RIK 
式 中 的 第 7 个 系数 ， wux 就 是 最 后 一 个 系数 。 由 (3.2.4) 知 Bx; W 
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足下 面 方程 组 


Pi = Oki Pj-1 +++ Pe(k—-1)Pj—k+1 + ÊkkPj—k j=1,2,---,k 
(3.2.30) 
由 此 得 到 Yule-Walker 77 #2 (3.2.6), 可 记 为 
l pi P2 … βρει φκι pı 
pı 1 ϱι … Pk- φκα p2 
... .|=|. (3.2.31) 
Pk—1 Pk-2 Pk-3 1 Ọkk Pk 
或 
Pid = Pk 
φιι Ξρι 
1 ρι 
bay = er Pel = — Pi 
1 pi 1 — pj 
pi 1 
1 pi Mı 
Pi 1 pz 
P2 Pı P3 
$33 = (3.2.33) 
1 pi P2 
ρι 1 pi 
ρα Pı 1 


一 般 ， 对 于 drr 分 子 和 分 母 的 行列 式 具 有 相同 的 元 素 ， 只 是 
分 子 行列 式 的 最 后 一 列 换 成 pr. Gee 看 作 是 滞后 为 大 HAX, 
PRAT tea Η ΒΚ RZ. 

一 个 p 阶 自 回 归 过 程 ， 当 上 小 于 或 等 于 p 时 ， 偏 自 相 关 函 数 
de 不 为 零 ， 而 上 大 于 p 时， Oe AF. 换言之 ，p 阶 自 回归 过 
Ai WAKE BAT GN BRAN. 对 于 二 阶 自 回归 过 
E, 在 图 3.2 中 的 四 个 区 域 上 都 给 出 了 相应 的 偏 自 相关 函数 . 
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对 任何 平稳 过 程 ， 都 可 以 由 (3.2.31) πε ἈΊΝ BA PR okk, 
当然 也 都 是 作为 过 程 自 相关 px 的 函数 ， 但 是 ， 对 于 AR(p) 过 程 
A: 4k> pit dx. = 0, 这 是 只 适合 于 刻 划 p 阶 AR 过 程 的 明 
显 特征 . 由 (3.2.31) EX NS prr 称 为 过 程 {a} 滞后 为 天 ,的 候 自 
相关 ， 这 是 由 于 or 事实 上 等 于 zt 和 2ι κ 之 间 在 扣除 了 中 间 变 
HE 24-1, Zt ον" 21--κμι 的 影响 之 后 的 偏 相 关 ， re 用 来 度量 z 和 
5 κ 之 间 扣 除了 2-1, zt-2，…2t- k+1 影响 后 的 相关 (或 是 zt 和 
Zt—k 之 间 未 被 *t—-1) Žt—2:' °° Li—k+1 所 解释 的 相关 ) o 于 是 ， 由 最 
小 二 乘 原理 容易 得 出 ， (3.2.31) 的 解 dki okz s prk 是 作 σι 关 
于 zt-1 ,Zk 线性 回归 的 回归 系数 ， 也 就 是 diz, 2k, ,Dkk 
是 使 得 EB[(z: 一 bo 一 2 2_i)?] 达到 极 小 的 系数 值 -- 。 为 


简便 起 见 ， 假设 过 程 {21} RA FIE, 因此 ， 不 论 该 过 程 是 否 为 
AR 过 程 ， 在 均 方 意义 下 ， a 基于 21, zi ος: ,Zt_-k+1 的 最 佳 
线性 预报 (或 线性 回归 ) 是 o 
= be—1,12t~-1 + Ọk—1,22t-2 + uit Pk-1,k-12t-k4+1 
类 似 地 ， οι 基于 zizin Zea ORGRES REN 
T . 
和 k= φερίαοι. μα + di 1,22t— "ER tbe -1,k— 1- 1 
因此 ，{z} 滞后 为 的 偏 自 相关 One 5 可 以 定义 为 ze 和 ze- 之 间 
“Wi? 之 后 的 相关 , 即 . . 
$kk = corr[zz 一 Bay Zt k δρα] ΜΙ. 0234 


例如 ， 我 们 求 出 $1 = come, ze- 1], 而 


bn = corr [a — 2, zt — δι Ν 
ο Ύ2--2ριγι + piYo _ _ pa Pj 
[ο + Piro 一 2m “ye 1 一 pi 


RES), 这 与 前 面 给 出 k= 2 时 方程 (3. 2 33) 的 解 是 一 致 的 . 
可 以 类 似 地 证 明 ， 由 ;(3.2.34) 定义 的 高 阶 偏 自 相关 nx 是 适当 的 
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Yule-Walker 方程 组 (3.2.31) 的 解 (例如 可 见 163,p.164)) . 由 于 prk 
是 Zt 关于 2 一 1 一 k+1 ΜΑΝ RA FLIER ΤΕ» 因此 ， 
Pkk 也 可 看 成 是 Zt AT *t— k FF δε--1 ; @t-k+1 的 偏 回 归 系 
5. Bp. ή | 


COV| Zi — 2, Zt-k -2ι.. l 、 、 
Pek = Covlat — ĉe, zeze — Êe] = σοττ[Ζι -δενδε--Κ 一 δι κ] 
var[zt-r — t-r} ΙΝ 


该 式 等 于 (px -- E a-ne dA - F griap:), 因此 


l | 大 一 1 
oR , = var[ze — Αι] = var[ze- 一 各 = -For 1,404) 


ἐ--1 
a ΜΙ ΣΑ 


这 是 由 于 前 文 用 到 过 程 {21} 沿 时 间 方 ο, 
的 相关 结构 . 


3.2.6 偏 自 相 关 函 数 的 估计 


利用 最 小 二 乘法 ( 见 第 7 章 ) 顺 次 拟 合 阶 数 为 1,2,3,… SAM 
归 模 型 ,每 次 拟 合 挑 出 最 后 一 个 系数 , 得 到 估计 值 $11, $22, $33 °° 
这 样 就 可 以 估计 出 偏 自 相 关 . 另 一 方面 ， 如 果 参 数值 不 是 十 分 午 
近 非 平稳 边界 , 那么 可 以 采用 顺 次 自 回归 模型 的 近似 Yule-Walker 
估计 . 也 就 是 ， 在 (3.2.30) 中 用 佑 计 什 代替 理论 自 相 关 得 到 所 
估计 的 偏 自 相关 BPAH τἪ 


= = eit j—1 + brarj—2 ++ +Òr(k-1)Tj-k+1 + ÊkkTj—k 


(3.2.35) 
(j = 1,2,--- ,k) 


对 大 = 1,2,… 解 上 述 方程 便 得 到 偏 自 相关 的 估计 。Durbin[87] 提 
出 了 求解 方程 简单 的 递 推 方法 , 在 本 书 附录 A3.2 中 介绍 . 然而 ， 
由 (3.2.35) 得 出 的 估计 值 对 于 舍 入 误差 是 非常 敏感 的 ， 因 此 ， 如 
: 果 参 数值 接近 非 平稳 边界 ， 就 不 能 使 用 这 种 递 推 方法 。 


16. 


3.2.7 偏 自 相关 估计 的 标准 差 


Quenouille[161]( 也 可 见 [77] 和 [118]) BEH: 在 p 阶 自 回 归 
过 程 的 假设 之 下 ， 阶 数 大 于 或 等 于 p 十 1 的 偏 自 相 关 估 计 值 近似 
服从 均值 为 零 的 独立 正 态 分 布 . MEA, An 是 氢 合 时 使 用 的 观测 
值 个 数 ， 则 有 | 


varln] =>  (k>p+1) 


由 此 ， 偏 自 相 关 估计 px 的 标准 差 (S.E.) 是 


S.E. Bun = abu] =e (8241) (3.2.36) ΄ 
表 3.1 给 出 了 对 于 表 2.1 数据 计算 的 前 15 个 偏 自 相 关 估 计 值 ， 这 
是 通过 直接 "= 拟 合 顺 次 增加 阶 数 的 自 回归 模型 而 得 到 的 。 相 应 的 
偏 自 相关 在 图 2.1 中 画 出 , 我 们 可 以 把 它们 和 图 2.7 中 的 自 相关 图 
形 作 比较 .上 述 函 数 的 特征 与 具有 负 值 参 数 φι 的 AR(1) 过 程 ， 
或 还 可 能 与 具有 负 主 根 的 AR(2) 过 程 (ΠΙΒΗ 8.2 [κπ8 2) 一 致 .图 
3.7 中 用 虚线 给 出 了 $22, $33,… 的 25.8. 界限 ， 该 值 是 在 过 程 为 
AR(1) 的 假定 之 下 由 (3.2.26) 算出 的 。 由 于 在 所 考虑 的 偏 自 相关 
中 $22 是 第 二 大 的 ， 因 此 应 该 注意 到 过 程 有 可 能 是 AR(2) . 

有 关 偏 相关 函数 在 模型 识别 中 的 应 用 将 在 第 6 章 中 作 更 充分 
的 讨论 . 


表 3.1 ata 2.1 中 数据 的 偏 自 相关 估计 值 


9 与 求解 方程 (3.2.35) 得 到 的 近似 值 ， 小 数 点 后 第 一 位 一 致 . 
| «ΤΊ. 


oah - 26 概率 限 {z, AR(1))} 


3.7 图 2.1 中 数据 的 偏 自 相关 估计 值 以 及 在 AR(1) 模型 
假定 之 下 2 售 标准 差 范 围 


3.3" 滑动 平均 过 程 
| 8.3.1 清 动 平均 过 程 的 可 着 性 条 件 
ΗΡΕΜΗ ΜΑ(ῷ 为 


| O = ay — iat- — ον --θᾳαι 
= (1 一 6,B = ' —@ qB4)as (3.3.1) 
= = θ(θαι a 


现在 我 们 推出 为 使 过 程 MA(q) ARTEI, 参数 01,92,… ,0g 所 
必须 满足 的 条 件 ， | 
在 节 3.1.3 中 我 们 已 经 看 到 ， 对 于 一 阶 滑动 平均 过 程 


2 = (1 一 θι Β)αι 


当 JO) < 1 时 该 ELET] Bp 


π(Β) = G -θιΒ > 6B? 


j=0 


FEM A ba AUR. 换言之 , 即 是 (1-91B) = 0 的 根 B= 907? 
在 单位 圆 外 . i 
为 得 到 高 阶 MA TEGER, RA (3.3.1) 写成 


αι = g-} (B)% 


6(B) = Πά ~ H;B) 


ἐ--1 


因而 ， 用 部 分 分 式 展 开 ， 我 们 得 到 | 
. 
ΟΝ 
i=1 


当 |Hi| < 1(i = 1,2,… ,q) ΜΗ, ERES, RE, May = 
-El MH] 为 绝对 可 和 . 由 于 θ(Β) = 0 的 根 是 Ae, 因此 得 知 
MA(q) 过 程 的 可 逆 性 条 件 为 ,特征 方程 


6(B) =1- 0,B — 02B? —----@,B%=0 (3.3.3) 
MARAE MLA ΒΡ]. H r(B)6(B) = 1 可 知 权 πὶ 满足 差分 方程 
Rj = 0475-1 十 275-2 ++ O47 j~¢ σ > 0) 


通常 取 πο = -1 Ἀπ-οπ7το 因此 ， π; 可 以 很 容易 地 由 6， 
递 推算 出 。 Ἢ 
ΤΕΒΕ, ΗΡΑ " 


p(B) = -6(B) = -1- 91B ~ 02B? — = 6, BY 


是 有 限 项 ， 为 使 滑动 平均 过 程 的 参数 满足 平稳 性 条 件 ， 不 需要 有 
任何 限制 条 件 、 


ντο 


3.3.2 滑动 平均 过 程 的 自 相 关 函 数 和 谐 
FAB PRS ”利用 (3.3.1),MA(9) 过 程 的 自 相 关 函 数 为 


Yk = Ε]ίαι -θιαι..1------- σαι φ)(αι- κ--θιαι κι 一 … -—650t—k-q)] 
因此 该 过 程 的 方差 是 
Yo = (1+ 65+ 63+ +--+ 62)02 (3.3.3) 
且 
{ (—Ok 十 019k+1 十 ggk+2 十 … 十 go-kbjcs ,k=1,2,... να 
Yk = 
0 | , k>q 
由 此 得 出 相关 函数 是 
| Ok + O10kt1 4 405-404 | 
. k=1,2,---, 
Pr = 1+ 8+ +03 | 7 (3.3.4) 
0 k>q l 


我 们 看 到 ， 对 于 MAQ) 过 程 ， 当 滞后 超出 过 程 的 阶 数 g 时 自 相关 
函 数 为 零 ， 换言之， 滑动 平均 过 程 的 自 相 关 函 数 具 有 超出 9 M 
后 的 截 尾 性 . 


滑动 平均 参数 的 自 相关 表示 。， 若 p1,p2,… ,pg HEM, Hq 
个 方程 (3.3.4) 就 可 以 解 出 参数 θι,θ2,--.,θᾳ. 然而, 与 自 回归 过 
程 的 Yule-Walker 方程 不 同 ， 方 程 (3.3.4) 不 是 线性 的 ， 而 是 非 线 
性 的 。 g = 1 是 最 简单 的 情形 ， 稍 后 我 们 就 要 讨论 ， 除 此 以 外 ， 
有 关 的 非 线 性 方程 组 只 能 用 附录 A6.2 中 所 述 方法 迭代 求解 . 在 
(3.3.4) 中 用 估计 和 值 rk RE px 并 解 得 到 的 方程 ， 我们 就 可 以 得 出 
滑动 平均 参数 的 初 估计 虽然 也 是 通过 代入 Yule-Walker 方程 求 
解 ， 但 是 与 自 右 归 估 计 的 情况 不 间 ， 这 里 得 到 的 估计 并 不 具有 很 
好 的 统计 有 效 性 。 尽管 如 此 ， 还 是 为 模型 识别 阶段 提供 了 有 用 的 
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粗 估计 ， 有 关内 容 在 第 6 章 中 讨论 。 此外， 这 些 估计 还 为 第 7 章 
将 要 讨论 的 迭代 过 程 提 供 有 用 的 初 信 ， 以 使 迄 代 收敛 到 有 效 的 极 
大 似 然 估计 . | 


1 对 于 MA(g) 过 程 
| p(B) --θ(Β) = 1 --θιΒ — 02B? — ---—6,B! | 
因此 利用 (3.1.12); ΜΑ(α) 过 程 的 谱 是 
p(f) 二 2o7|1 一 θιε” 27F ~ze Ti --- θᾳο πα! 2 
|. (3.5.5) 


下 面 我 们 将 更 详细 地 讨论 一 阶 和 二 阶 滑动 平均 过 程 ， 这 些 模型 在 
实际 中 是 非常 重要 的 . 


3.3.3 一 阶 滑动 平均 过 程 | 
我 们 已 经 见 过 如 下 形式 的 过 程 ， 


2 一 好 一 页 at 


一 (1 一 θι Β)αι 


在 节 3.13 中 并 已 说 明 ， 为 使 过 程 为 可 逆 ， b 必须 在 范围 -1.< 
θι < 1 内 ， 然 而 ,对 91 的 任意 值 ， 过 程 总 是 平稳 的 . 


自 相关 函数 ”利用 (3.3.3), 过 程 的 方差 为 
Yo = (1+02)o2 


利用 (3.3.4), 过 程 的 自 相关 函数 是 
| a | l -θι — 
na STE k=1 o (3.3.6) 
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由 上 式 可 看 到 ， MA(1) 过 程 的 p 必定 满足 pt| < > .在 (3.3.6) 
LHS k= 1 得 到 Μι 
0? + —+1=0 (3.3.7) 


该 方程 的 关于 91 的 根 为 01 =(-1+ y1- 40))/(2pl) 。 由 于 两 根 
之 积 等 于 1, 因此 车 一 根 为 0, 则 另 一 根 为 07”。 ΠΒ 113 0 W 
足 可 逆 性 条 件 θι] «1, 则 另 一 根 97 ”必定 大 于 1, 即 不 满足 可 逆 
性 条 件 . 例如 ， 若 pi = -0.4, 那么 ， (3.3.7) 有 两 个 解 91 = 0.5 及 
θι--2.0. 然而 ， 只 有 一 个 解 9 = 0.5 HAFTA. 在 第 五 部 
分 “图 表 汇 集 ” 的 表 A 中 ， 对 于 可 能 值 的 全 范围 -0.5 < p < 0.5， 
提供 了 对 应 θι 解 的 读数 ， 
8 利 用 (3.3.5), 谱 是 


p(f) = 202|1 ~ Oe "i 


= 2σ2|1 + 6? — 26, cos(2n f)] | (0 < f< 5) - (3.3.8) 


一 般 ， 若 01 为 负 ， pi 就 是 正 的 ， 这 时 低频 谱 占 主导 .反之 ， 当 
θι ΤΕ, p 便 为 负 ， 高 频谱 占 主导 ，、 


MAH BR ARH (3.2.31) 及 ρι = -0/0 + 68), 并 有 


~6} (1 -- 67) 
(1-01) 


-因此 [onal < OF, 且 偏 自 相关 被 衰减 指数 所 控制 . 若 ρι AE, WA 
θι 就 是 负 的 ， 这 时 偏 自 相关 函数 的 符号 正 负 交替 变换 。 然而 ， 若 
ρι Ah, WO 为 正 ， 偏 自 相 关 函 数 就 是 负 的 . 由 (3.1.15) 可 以 看 
Hi, MA(1) 过 程 的 权 π; 为 7; = -], 由 于 这 些 权 数 是 过 程 无 穷 
自 回归 形式 的 系数 ， 因 此 MA(1) 的 偏 自 相关 函数 就 象 权 π; 一 样 
具有 指数 衰减 的 特性 ， 这 是 完全 能 理解 的 . 
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φεκ = 


现在 我 们 来 看 一 下 AR(1) 和 MA(1) 过 程 的 对 偶 性 。 MA(1) 
过 程 的 自 相关 函数 灌 后 大 于 1 为 截 尾 ，AR(1) 过 程 的 自 相关 函数 
却 是 指数 衰减 式 的 拖 尾 . 与 此 相反 ，MA(1) 过 程 的 偏 自 相关 函数 
为 拖 尾 且 被 衰减 指数 控制 , 而 过 程 AR(1) 的 偏 自 相关 函数 滞后 大 
于 1 时 截 尾 。 可 以 证 明 ， 在 一 般 情形 下 ;，AR 和 ΜΑ 过 程 的 自 相 
关 和 偏 自 相关 函数 也 会 出 现 这 类 相似 的 对 偶 关系 . 


3.3.4 二 阶 滑动 平均 过 程 
可 道 性 条 件 二 阶 滑动 平均 过 程 由 下 式 定义 
Zt = h — θιαι-ι 一 θοαι--2 | 


无 论 和 和 b 取 何 值 , 过 程 都 是 平稳 的 . Ri, 为 使 过 程 为 可 逆 ， 
仅 当 特征 方程 | | 
1 — 0B — 02B? -- 0 ΜΙ. (3.3.9) 


的 根 在 单位 圆 外 ， 也 就 是 满足 


6.+4, <1 
0, -0, <1 | (3.3.10) 
-1 < 62 <1 
以 上 条 件 与 AR(2) 过 程 平稳 性 的 必要 条 件 (3.2.18) 完全 类 似 . 
Am ΠΗ (9.5.5), 该 过 程 的 方差 为 


Yo = o2(1+ θ] + 63) 


由 《〈3.3.4)， 自 相关 函数 是 


”一 pi(1 — 62) 

‘146? + 65 
_— ο _ (3.3.11) 

ΕΙ θ} +02 


ρε = 0 (k > 3) 
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ΠΠ βίο 


(a) 0,9, MIYE 


- 


一 1 0 Er 1 


aa 


(b) 0450, 的 允许 域 
图 3.8 T MA(2) 过 程 的 允许 域 


由 (3.3.10) 和 (3.3.11) 可 知 ， 可 逆 MA(2) 过 程 的 第 一 、 第 二 个 自 
相关 必定 在 下 面 曲线 所 界 范围 内 ， 


P2 + pı = --Ό.5 
pz — pı = —0.5 (3.3.12) 
pi = 4p2(1 — 2p2) 


图 3.8(a) 给 出 了 参数 的 可 北 域 (3.3.10), 对 应 于 (3.3.12) 的 自 相关 
函数 的 区 域 在 图 3.8(b) 中 给 出 .后 一 图 表明 ， 在 给 定 区 域 不 论 怎 


θι----» 


3.9 各 种 ΜΑ(2) ΒΞΙ BBX. MAAKAARI px 和 pxx( 引 自 [183]) 


样 取 一 对 自 相 关 ρι 和 pa 都 与 模型 为 MA(2) 过 程 的 假定 相 容 . 
如 果 自 相关 是 相 容 的 ， 那 么 参数 0 和 Oo, 就 可 以 通过 求解 非 线性 
方程 组 (3.3.11) 得 出 . 为 了 便于 计算 , 在 第 五 部 分 “图 表 汇 集 ”的 
图 C 中 给 出 了 曲线 ， 当 给 定 ρι 和 pz 时 ， 可 以 直接 读 出 和 AM ϐ: 
的 值 . 


谱 ”由 (3.3.5) 得 到 ， 谱 是 
p(f) = 202|1 --θιε ?*F — 93e τη 
= 2σ2|1 + θὲ + 62 — 2θι(1 — 62) cos(2r f) — 20 cos(4zf)] 
(0< < 5) (3.3.13) 


如 不 计 常 数 202, 上 式 是 二 阶 自 回归 过 程 谱 的 倒数 . 


fel FAB KPA ΜΑ(2) 过 程 偏 自 相 关 函 数 的 严格 表达 式 是 很 
复杂 的 ， 但 是 可 以 得 知 ， 若 特征 方程 (3.3.9) 的 根 都 是 实 根 ， 则 偏 
自 相 关 函 数 被 两 项 指数 衰减 之 和 所 控制 ， 若 (3.3.9) 具有 实 根 ， 则 
被 衰减 的 正 弦 波 所 控制 。 上述 特 性 类 似 于 AR(2) 过 程 自 相关 的 特 
FE. 图 5.9 给 出 了 在 可 逆 域 中 参数 取 不 同 值 的 自 相 关 函 数 (左边 
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曲线 ) 和 偏 自 相关 函数 (右边 曲线 ) (该 图 引 自 Stralkowski[183]) . 
考查 给 出 AR(2) 过 程 自 相关 和 对 应 偏 相 关 的 图 3.2, 并 与 图 3.9 对 
比 ， 进 一 步 表 明了 AR(2) 和 MA(2) 过 程 之 间 的 对 偶 关 系 。 


3.3.5 ” 自 回 归 和 滑动 平均 过 程 之 间 的 对 偶 性 


前 面 几 节 的 结果 说 明了 自 回 归 和 有 限 滑 动 平均 过 程 之 间 存 在 
对 偶 关 系 的 特性 ， 正 如 本 章 末尾 的 表 3.3 所 阐明 的 ， 关 于 对 侦 性 
有 下 列 结果 : | 

1. 在 一 个 p 阶 平稳 自 回 归 模 型 中 ， αι 可 表示 为 既往 之 的 有 
ΕΠΗ, REZ, Τι 可 表 为 既往 a 的 无 限 加 权 和 | 


= ϕ' *(B)at 


同样 ， 在 一 个 g 阶 滑动 平均 模型 中 ,” 么 可 表示 为 既往 a 的 有 限 
MRA, RAL, αι 可 表 为 既往 Ζ 的 无 限 加 权 和 


o~"'(B)z 


2. 有 限 的 MA 过 程 具 有 在 某 点 之 外 全 为 零 的 自 相关 函数 ,但 
由 于 它 等 价 于 一 个 无 限 阶 的 AR 过 程 ， 因 此 其 偏 自 相关 函数 无 限 
伸延 ， 且 被 衰减 指数 和 (或 ) 衰减 正弦 波 所 控制 。 与 此 相反 ，AR 
过 程 具 有 在 某 点 之 外 全 为 零 的 偏 自 相 关 函 数 ， 但 是 它 的 自 相 关 函 
数 无 限 伸延 ， 直 由 衰减 指数 利 (或 ) 训 减 正弦 波 混合 生成 . 

3. 对 于 一 个 有 限 p 阶 自 回归 过 程 ,其 参数 不 必 满 足 任何 条 件 
就 能 保证 可 道 性 ， 然 而 ,为 满足 平稳 性 ，4(B) =0 的 根 必须 都 在 
单位 圆 外 . 与 此 相反 ， MA 过 程 的 参数 不 需要 满足 任何 条 件 就 能 
保证 平稳 性 ， 然 而 , A PETTEE, 9(B) = 0 的 根 必须 都 在 单位 
μη. ' 

ΟΤΤΟ Ae 
Ακ. 
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3 .4 BERT R Silt 
3.4.1 平稳 与 可 逆 性 质 


在 节 3.1.4 中 我 们 已 经 注意 到 ， 为 了 使 参数 简约 , 在 模型 中 可 
能 必须 既 包含 自 回归 项 又 包含 滑动 平均 项 ， 因 此 ， 可 能 需要 使 用 
混合 的 自 回归 和 滑动 平均 模型 


2, = $1 24-1 ++: Ppžt-p -+ αι 一 θιαι ι 一 “一 θᾳαι- ᾳ (3.4.1) 
也 可 写成 


(1-hB-bB — --.— pp BP)Z = (1--θιΒ — 02B? -------θᾳΒ1)αι 


或 


其 中 $(B) 和 θ(Β) 分 别 是 B 的 p 和 4g 次 多 项 式 .。 Ἢ 
今后 我 们 称 这 样 过 程 为 ARMA(p,q) 过 程 。 可 以 从 下 面 两 个 
方面 来 理解 : 
1. 将 其 看 作 是 了 阶 自 回归 过 程 


Φ(Βγ2, = et 
而 ει 为 9 阶 滑动 平均 过 程 
et = O(B)a, 
2. 将 其 看 作 是 g 阶 滑动 平均 过 各 
| 2, = 6(B)by | 
ih 为 了 阶 自 回归 过 程 
ο Bjb =a | 


故 有 
ϕ(Β)2ι = 6(Β)Φ{Β)δι = θ(Β)αι 


BR, (3.4.1) 右边 的 滑动 平均 项 不 会 影响 节 3.2.1 PARKA 
回归 过 程 平 稳 条 件 的 讨论 。 EREDE 8(B) = 0 的 所 有 根 都 在 
BAA, BA, 8$(B) = θ(Β)αι 就 定义 一 个 平稳 模型 。 与 此 
类 似 ， 要 使 过 程 是 可 着 的 ， 6(B) = 0 的 根 必 须 都 在 单位 圆 外 . 

因此 ， 平 稳 可 逆 ARMA(p,q) 过 程 (3.4. 1) 2 稀有 无 限 阶 的 滑动 
平均 表示 ， 


zt = φ(Β)αι = > Pjat—j 
j=0 
XE ψ(Β) = 47 (B)(B), 又 有 无 限 阶 的 自 回归 表示 : 
| π(ΒὴΖι - 2, 一 δ tjj = at 
1-1 


， 这 里 ， 7(B) = θ-!(Βφ(Β), 权 y; 和 i 都 是 绝对 可 和 的 . Βαν, 
由 关系 式 φ(Βγψ(Β) = 9(B) 确定 ， 且 满足 


Pi --ϕιφ;.ι + papi;_2 十 .十 gpVi-p 一 0 (320) 


E vo = 1,45 =0 45 <0, RO; =0,%5>q. AH, πι H 
关系 式 Θ(Βγπ(Β) = 6(B) 确定 ， 并 满足 


nj = 013-1 + O2%;_2 +-+ Ogtj-qg +; (j > 0) 


这 里 ， ro = -1,7; =0, 47 <0, RG =0, 45 >p. 由 这 些 关 
系 式 和 参数 让 及 bi 可 以 很 容易 地 递 推 计算 出 权 pi πι. 


3.4.2 混合 过 程 的 自 相关 函数 和 谐 


BARR PA 运用 节 3.2.2 中 对 自 回归 过 程 使 用 的 类 似 方法 ， 
混合 过 程 的 自 相关 过 程 可 以 推出 。 (3.4.1) ΗΕ) 2, κ 并 取 期 
望 ， 我 们 看 到 自 协 方差 函数 满足 差分 方程 


Yk = BINYk-1 + +: + bpYk_p 
十 Yra(l) 一 O17Yzalk 一 1) Tre OYzalk 一 q) 
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这 里 Ya(k) ΒΕ 2 Ma MATER, 定义 为 ysa(k) = Ε[2ι--καὶ]. 
由 于 Z- 只 依赖 于 t 一 k 时 刻 之 前 的 “冲击 "这 一 点 由 其 无 限 滑 
动 平均 表示 名- = %(B)at_ = J bjar- 可 以 看 出 ， 由 此 得 到 


0 - , 0 
Yealk) = p-o? , k <0 
Alt, MKT γε 的 方程 可 表示 为 


Yk = ΦφιΊγκ- ι +: + bpYe-—p 
--σ2(θιφο + Ok- + +++ + Ogak) 


按照 约定 ， 取 bo = —1 - | 
我 们 看 到 ， (3.4.2) GF 


(3.4.2) 


Ύκ = φιΎκ-1 + $2 Yk—2 tees t+ Pp Vk—p (k > q+ 1) 
因而 有 
Pr = $1Pk-1 + P2Pk-2 +--+ PpPk-p  (k>q+1) (3.4.3) 


或 是 | a | 
ο Φ(Β)ρκΞο  (k >g +1) | 

因此 , 由 (3.4.2) 看 到 , 对 于 ARMA(p, 4) 过 程 而 言 , 只 有 gg 个 
日 相关 pw pg-1,"… ,pi 的 值 依赖 于 a 个 滑动 平均 参数 0 的 选取 ， 
当然 , 这 些 自 相关 也 依赖 于 p 个 自 回 归 参 数 $. 并 且 ，p 个 自 相关 
PqyPq-1,"… ,Pg-p+1 的 值 为 差分 方程 WB)pk = 0,k >q +1 提供 
了 必须 的 初 值 ， 高 阶 自 相关 全 部 可 由 差分 方程 确定 . 车 gq 一 p <0, 
44 BABAK PAM oj,7 = 1,2,… 是 由 衰减 指数 和 (或 ) 衰减 正弦 波 
ER, 其 性 质 由 多 项 式 φ(Β) 和 初 值 决定 . 然而 , 车 g-p > 0 时 ， 
就 会 有 q 一 p 十 1 个 初 值 po, pi1,-… Pa-p 不 遵从 一 般 的 训 减 变化 形 
式 。 这 一 事实 在 识别 混合 序列 时 是 有 用 的 . 
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友 差 ， 当 上 大 = 0 时 有 
ο = piyi t+ + Φργρ + o2(1 --θιψι 一 一 bp) (3.4.4) 


用 此 式 及 k= 1,2,-- 7 ,p 的 P 个 方程 (3.4.2), 我 们 可 以 解 出 Yo, Y1, 
... , Yp ` | 


说 ”利用 (3.1.12), 混合 过 程 的 谱 是 


2 |6(e 一 2r 放 | 


— 2σ σαι ο πῃ 
ΡΟ) ei ge E 
~ ος 2 |1 - θιε-2π] 一 . 6, e 2raf|2 (3.4.5) 
σα] --ϕιε- ἐπί -.... -- 9 μή 


@<y< 5) 


偏 自 相关 函数 过 程 (3.4.1) 可 以 写成 
αι = 07 ᾿(Β)φίΒ}5, 


这 里 0”1(8) 是 B 的 无 穷 级 数 因此 混合 过 程 的 全 自 相关 函数 是 
无 限 伟 延 的 ， 其 特征 就 象 纯 滑动 平均 过 程 的 偏 自 相关 函数 . 换 言 
之 , 混合 过 程 的 偏 自 相 关 函 数 被 复合 的 衰减 指数 和 (或 ) 衰减 正弦 
波 所 控制 ， 收 减 特性 由 滑动 平均 过 程 的 阶 数 和 具体 参数 决定 . 


34.3 一 阶 自 回归 一 一 阶 清 动 平均 过 程 


一 类 在 实际 中 相当 重要 的 混合 过 程 是 一 -ø ARH 一 一 阶 滑 
动 平均 的 ARMA(L1) 过 程 Ἢ 


BO Piti = t dl . (3.4.6) 


Bp | | 
a - $1B)% = (1 - θε B)at 


00». 


(a) 0,, >, 的 允许 域 


.pi Moo 
(b) pi + Py BECHER 
3.10 平稳 可 逆 ARMA(1,1) 过 程 的 允许 域 


我 们 现在 来 推导 它 的 重要 性 质 . 


平稳 性 和 可 逆 性 条 件 ” 我 们 首先 注意 到 ， 若 -1< 如 <1 过 
程 为 平稳 , 若 -1 < 91 «1 过 程 是 可 逆 , 因此 参数 的 允许 空间 是 图 
3.10(a) 中 所 示 正 方形 。 另 外 ,对 于 平稳 和 可 逆 过 程 ARMA(1,1) 
由 关系 式 Yi = φιψο — θι = Φι 一 θι Μι ψ; = φιῴ;.ι,}» 1 我 
们 求 得 权 ψ; πα ψ; --(Φι-- θι)φί jG > 1 给 出 ， Swe, BM 
tj =(¢1- 01) 7,5 > 1. 


BABA PRR OH (5.4.2) 和 (3.4.4) 我 们 得 到 
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Yo = ıı + σ;(1 一 9141) 
γι = ¢1%0 — 9107 . 
Yk = φιΊγκ-ι. (k > 2) 


其 中 二 1 一 91 PIENTEN γο 对 γι 求解 ， 得 到 过 程 的 
自 协 方差 函数 为 


Yo = ----η------ 


1 -- F σα 
γι = (1 - Φιθι)ίϕι - 81) σὰ (3.4.7) 
| 1—4 
ο Yk = ΦιΊκ-ι (k> 2) 


从 最 后 的 方程 可 得 pk = Φιρκ--ι, k > 2, 即 是 px = ριφι 21. 
因此 ， 自 相关 函数 从 初 值 ρι 开始 指数 衰减 ， 而 pi 的 值 既 依赖 于 
6, 也 依赖 于 $1”。 正如 图 3.11 βπ7:, Ao AE, ρε 的 衰减 是 
平滑 的 ， 办 为 负 ， 则 正 负 交替 地 衰减 . 另外， (Φι-- θι) RET 
px 的 符号 ， 并 决定 了 衰减 发 生 于 正 侧 还 是 负 侧 . | 
由 (3.4.7) AA, η AA A we ΛΥΤΡΑ T: 
| _ (1 一 NCA 一 θι) 
1 -- 67 — 26,0, | 
ρα = Φιρι B. 4.8) 


“图 表 汇 集 ”中 的 图 C 构造 出 SHE (3.4.8) 的 解 FEA ρι 和 


po, 可 以 从 表 中 读 出 φι 和 9 .用 估计 值 m 和 rz 代替 pl 和 pa， κ 


便 可 得 到 参数 o MO, 的 初 估计 . 
利用 (3.4.8) 和 平稳 、 παμπ, Pi» Pp2 ! 必定 在 下 


ὦ 与 AR(1) THAR, AR(1) 的 自 相关 函数 是 从 初 值 po=1 开始 衰减 . 
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面 区 域 中 : 
Ipz| < [pal | 
p2 > ρι(δρι 1) pr<0 (3.4.9) 
p2 > ρι(2ρι — 1) pi »0 


3.10(b) 给 出 了 ρι 和 po 的 允许 范围 一 对 混合 的 (1,1) 平稳 可 
逆 过 程 而 言 ， 怎 样 的 p 和 pz 才 是 可 能 的 . 


偏 自 相关 函数 。 混合 ARMA(1,1) 过 程 (9.4.6) BAK 
函数 由 一 个 简单 的 初 值 p11 = ρι 组 成 ， 由 此 可 知 ， 其 特征 与 纯 
MA(1) 过 程 偏 自 相 关 函 数 类 似 ， 也 是 被 训 减 指数 所 控制 .因此 ， 
如 图 3.11 中 所 示 ， 当 θι 为 正 时 ， 偏 自 相 关 函 数 被 平滑 的 衰减 指 
数 所 控制 ， 衰 减 起 始 值 为 pl, 符号 由 (61-4) 的 符号 决定 。 完 全 
类 似 ， 当 θι 为 负 时 ,人 篇 相关 函数 是 被 衰减 指数 所 控制 ， 振荡 式 地 


图 3.11 各 类 ARMA(1,1) 模型 的 自 相关 οι, MMABKBR brr 


% 3.2 对 ARMA(1,1) 模型 (1-0.8)2,=(140.6B)aq,, σ;--1 β k 阶 自 回归 
k 
“Wit” PARKS φ,, 和 ok2 一 ro(1 一 》、 pripi) 的 值 


σῇ “ BARR "xj, j=1,--- κ 
1.304 | 0.893 
1084 | 1.260 -0.411 | 
1.028 | 1.354 -0.697 0.227 
1.010 | 1.384 -0.709 0.407 -0.133 
1.003 :| 1.394 -0.822 0.469 -0.242 0.079 


- a à Ὁ N eS! a 


oo 1.000 | 1.400 - -0.840 0.504 -0.302 0.181 -0.109 
"OM RTC AK der. 


衰减 起 始 值 为 Pis ,其 符号 由 (ϕι -θι) RÆ. 

为 了 说 明 ARMA(1,1) WA BK ERAN 
它 特 性 , 我 考虑 模型 (1-0.8B)zZ,.= (140.6B)az, 这 里 φι = 0.8,0; = 
一 0.6 Η (34.7) 和 (3.4.8), 我 们 求 得 过 程 的 方差 为 Yo = 6.444 及 
pı = 0.893 。 另 外 ， 自 相关 函数 满足 p; = 0.8p;_1,7 > 2, 因此 
p; = 0.893(0.8)-1,7 > 2. 通过 求解 与 该 过 程 相应 的 Yule-Walker 
方程 可 以 得 到 自 回归 系数 $k1，,'… Okk» ÆR 3.2 中 给 出 了 AR 的 


Bre Ak = 1 到 k =5 HRE σὲ = Ὑοί1 - Σ drips)( BU 


-pwn 一 ; 的 方差) 注意 , 表 3. 2 中 对 角 线 元 素 是 该 过 程 全 Β 


相关 函数 的 值 brr 由 于 θι 的 符号 为 负 ， ABT aC 
另外 , 表 中 最 后 一 行 是 该 过 程 的 x; 权 , 其 值 可 由 ma = φι--θι = 14 
及 Tij = nj) = 一 0.67;_1,7 > 1 得 出 ， 随 着 上 on JH k 
Br ARSE” ABA ϕ 趋 近 于 πι 的 值 。 最 后 我 们 注意 到 ， 
当 k > 4 时 ， σὲ 的 值 非常 接近 于 o2, 这 意味 着 用 一 个 4 阶 (或 更 
高 阶 ) 的 自 回 归 表 示 将 能 很 好 地 过 近 ARMA(1,1) 模型 , 但 这 是 以 
增加 参数 为 代价 的 . 


.94. 


HY 

(AR BMT (H) ERE 
gug δ -- d) lem 
EE 

(RE BAW T (ΠΒ) 

| OBE) MAX 
4a awe ΟΞ- (Η)0 
6M PM 0--(α)φ 
fied 

TETES 
(gjela) -9 = 

το = 12(Ε)Φ(Η)ι β 


2 
(RIE we YE TT (和) 
μὲ RHEE HE) MAK 

ABA b 
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Heya d 
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‘w= 1(Π)φ “Ez WARES 


a Bt Af EH 
CTRace 


ARUWRRE VAN GHEE kE HR ose 
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3.4.4 总 结 


3.12 $ p T FHWA AR(2),MA(2), 及 ARMA(1,1) 
的 参数 和 自 相 关 ρι,ρι 的 允许 域 。 表 3.3 总 结 了 混合 自 回归 滑动 
平均 过 程 的 性 质 ， 并 归纳 了 有 关 自 回归 、 清 动 平 均 及 混合 过 程 的 
重要 绊 果 ， 所 有 这 些 在 第 6 章 中 对 观测 序列 作 模 型 识别 是 必 不 可 
少 的 . 在 第 4 章 中 我 们 将 对 混合 ARMA 模型 加 以 推广 ， 使 之 能 
够 描述 实际 中 经 常 遇 到 的 一 类 非 平 稳 特 性 ， 


A3 .1 一般 线性 过 程 的 自 协 方差 函 教 ， 自 协 方差 生成 孙 
数 及 平稳 性 条 件 


TIETE. 线性 过 程 


ARMA(1,1) 


0 一 一 


Pı 一 一 一 oo 
3.12 在 平稳 可 北条 件 下 ， 过 程 AR(2),MA(2),ARMA(I,1) 
的 参数 及 p1,p2 的 允许 域 


其 中 ， wo = 1, 该 过 程 的 大 步 滞 后 自 协 方差 函数 显然 为 


Yk 一 Ε[Ζεξε--κ| =E Σ >》 ο. 
15550 (A3.1.1) 
= σα Σ YiPj+k 


=0 


这 里 ， 利 用 了 ΗΒῈΡ 自 协 方差 函数 的 性 质 (3.1. 2) 
cL a AOE 


7(B) = > YB CO (43.1.2) 


Κ----οο 


将 前 文 得 出 的 (A3. 1.1) 代入 后 得 到 


7(B) = σα 3 σύν...’ 


天 一 一 oo μα. 


l | = σὰ δ᾽ 3 Pibj+B" 


250 k= -j 


HF wk = 0, 4h <0 时 ， Witk= h, Miia k=h-j, FEB 
们 得 到 


oOo Ος 


7(B) -- σὰ 9,» vip, B i 


ο j=0 h=0 
= 02 Y WB Y yB 
h=0 j=0 
因此 
7(B) = c2%(B)%(B-1) = σλφ(ΒγψίΕ) (A3.1.3) 


«07... 


这 就 是 在 正文 中 得 出 (3.1.11) 时 所 引用 的 结果 . 


平稳 性 条 件 84 Bae ὑπ! ff F = B7 - εί 代入 自 协 
方差 生成 函数 (43.1.2), 可 得 半 功 率 谱 ， 因此 线性 过 程 的 功率 谱 为 
p(f) 一 2σ2ψ(ε 2"i) ye 234) 
=202We PF (Os «9) 
由 此 得 到 过 程 的 方 孝 


(A3.1.4) 


1/ l . 
σὰ = Γ᾽ p(f)af = 202 κα | 7 (entye af (A3.1.5) 


车 积分 (A3.1.5) BR, 可 以 证 明 [8] 无 穷 级 数 v(B) : 必定 在 单位 
贺 内 或 图 上 收敛 。 立 刻 得 知 ， 对 于 线性 过 程 3 δι = vias, 3 


j=0 


Hew; 的 绝对 可 和 性 条 件 : ΣΝ < co 344 (A [63],[93]) 无 穷 和 
pja; 概率 为 1 地 收敛 ， 因此 它 表述 一 个 有 效 的 平稳 过 程 ， | 


j=0 


A3 .2 计算 自 回归 参数 估计 值 的 递 推广 法 


假设 对 某 个 时 间 序 列 用 AR(p) 模型 进行 拟 合 ,参数 估计 值 已 
经 得 到 ， 现 在 我 们 来 说 明 ， 如 何在 此 基础 上 得 出 对 同一 序列 拟 合 
AR(p+1) 模型 并 得 出 参数 的 Yule-Walker 估计 . 如 3.2.6 节 所 述 ， 
这 种 递 推 算法 也 可 以 用 来 近似 计算 偏 相关 函数 . 

为 了 说 明 递 推算 法 ， 考 虑 方程 (3.2.35) 。 对 于 = 2,3,Yule- 
Walker 估计 可 由 下 式 得 到 

= Pari + $22 (A3.2.1) 
= oa +2271 
73 一 baira 十 $3271 + $s3 
ra = gairl + $32 + gasrl (A3.2.2) 
= $31 + $a2r1 + $asr2 | 
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利用 (43.2.2) 中 最 后 两 个 方程 系数 φιι 和 Φου 可 由 bos HER. 
解 可 用 矩阵 写成 如 下 形式 : 


(2) Β2 (7 一 ge ) E (A3.2.3) 
这 里 
了 1 
wa | 1 ,| 
现 可 将 (A3.2.3) 写成 
$31 - L το | 3 ifn o 
- δα με, a φαρδὺ; ie | © (A324) 


利用 这 一 事实 得 到 ， (43.2.4) 化 为 


én] [$n] δα 
$a | [$ | O33 [$2] | 
也 即 
δει = dor 一 gasg22 
$32 = 办 2 — φας» (A3.2.5) 


为 了 完成 ps1 和 bs 的 计算 , 我 们 需要 bs 的 表达 式 . 将 (A3.2.5) 
代入 方程 (A3.2.2) 我 们 得 到 


' . 
$33 = rs ~ daira — doar (A3.2.6) 
1 — $2171 — φροτο 
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因此 偏 自 相 关 .yas 最 先 由 or 和 boo 算出 , 利用 (A3.2.6), 另 两 个 系 
数 ει 和 dsz 也 可 由 (A3.2. 5) 的 出 . 对 于 一 般 情形 ， 由 Durbin[87] 
给 出 了 下 面 的 递 推 公式 : 


bp+i.j =$pj — bp+1, pb, p—j+t (j =1,2,--- ,p) 
(A3.2.7) 
P ~ 
; 7p+1 一 2 PpiTpti—j 
Ppti,pti = 一 -二 一 一 (A3.2.8) 
工 一 μη 


A: 为 说 明 起 见 ， 我 们 用 一 个 AR(3) 模型 去 拟 合 Walfer K 
MATA, 对 相应 模型 的 参数 $31,032 和 bss 进行 计算 . 精确 到 第 
三 位 小 数 的 自 相关 信 计 是 ry = 0.806,r2 = 0.428 & r3 = 0.070. 
于 是 


$n = = κ ἘΝ 
—ri 


-- τ; 


$22 = 


= 一 0.632 


利用 (A3.2.6), 我 们 得 到 ， 


， 0.070 - (1.316)(0.428) + (0.632)(0.806) 


p33 = — (1.316)(0.806) + (0.632)(0.428) 0? 


在 (A3.2.5) 中 将 $21,022 和 $ss 的 值 代入 ， 得 出 


φει = 1.316 + (0.077)(0.632) = 1.365 
‘G32 = —0.632 — (0.077)(1.316) = —0.733 
在 这 里 我 们 提请 读者 注意 ， 递 推算 法 得 到 的 估计 在 某 种 程度 
上 不 同 于 逐次 提高 阶 数 拟 合 回归 模型 而 得 出 的 极 大 似 然 估 计 ， 递 


推算 法 对 使 入 误差 非常 灵敏 ， 特别 当 过 程 接近 于 磊 平稳 时 ， 更 是 
如 此 . 
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4 
线性 非 平稳 模型 


许多 实际 中 的 时 间 序 列 (例如 ， 股票 ) 在 演化 过 程 中 并 不 是 具 κ 
有 固定 不 变 的 均值 ， 尽 管 如 此 ， 除 去 局 部 水 平 (或 除去 局 部 水 平 
和 趋势 ) 不 同 以 外 ， 序 列 显示 出 具有 某 种 意义 上 的 同 质 性 ， 即 序 
列 的 某 一 部 分 与 任何 其 它 部 分 极其 相似 .我 们 假定 对 过 程 作 适当 
的 差分 便 可 使 之 平稳 化 ， 这 样 就 可 以 得 到 描述 同 质 非 平稳 特性 的 
模型 . 我们 现在 考虑 一 类 重要 模型 的 性 质 ， 即 相应 序列 经 d ΚΕ 
分 后 就 成 为 平稳 的 混合 自 回归 一 滑动 平均 过 程 ， 我 们 称 这 类 模 
型 为 求 和 自 回归 滑动 平均 (ARIMA) 过 程 . 


4.1 求 和 自 回 归 滑 动 平 均 过 程 
4.1.1 非 平 稳 一 阶 自 回归 过 程 


图 4.1 给 出 了 在 实际 中 遇 到 的 四 个 时 间 序列 ， 它 们 是 在 预测 
或 控制 问题 中 出 现 的 ， 且 都 表 现 出 前 文 提 及 的 非 平稳 特性 . 序列 
A.C, 和 DD 表示 取 自 于 三 个 不 同化 工 过 程 (AMHR, BRA 
MAE) 的 “ 非 控制 ” 输出 . 我 们 收集 这 些 序列 是 为 了 说 明 非 控制 、 
非 量 测 干 扰 (例如 物料 各 周围 温度 的 变化 等 ) 对 输出 的 影响 . 序列 
C 是 通过 先 断 开 有 关 试 验 设备 的 控制 器 ， 随 后 记录 下 温度 的 变化 
而 得 到 的 . 序列 A 和 D 都 是 对 原生 产 过 程 采 样 的 ， 其 间 必 须 使 
输出 产品 的 质量 特征 尽 可 能 保持 某 一 固定 水 平 . 为 了 实现 这 种 控 
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制 ， 必 须 对 其 它 变量 进行 操作 ， 以 此 抵消 输出 量 的 变化 . 然而 ， 
这 些 操作 对 输出 量 的 影响 都 是 准确 知道 的 ， 因 此 可 以 对 控制 措施 
进行 数值 补偿 . 总之， 我 们 能 够 由 观测 序列 计算 出 相应 的 值 ， 这 
些 值 非常 接近 未 采取 修正 措施 时 的 观测 。 记录 这 些 补偿 值 ， 并 称 
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序列 A: “ 非 控制 ” 浓度 ; 化 工 过 程 2 小 时 的 读数 


序列 B: IBM 日 股票 价格 . 


ΡΟ: Ra 温度 ， 化 工 过 程 每 分 钟 的 读数 


序列 D:“ 非 控制 ” 粘 灌 度 ， 化 工 过 程 每 小 时 的 读数 


20 40 60 80 100 
图 4.1 测 和 控制 问题 中 出 现 的 典型 时 间 序 列 
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Κάι 平稳 一 阶 自 回归 过 程 的 前 11 个 值 


之 为 “ 非 控 制 序列 ”. 序列 B 是 1961 年 5 月 初 一 段 时 间 的 IBM 日 
股票 价格 。 本 书 末 的 “时 间 序 列 汇 集 ” 中 给 出 了 前 述 各 个 序列 的 
完整 的 清单 . 在 图 4.1 中 给 出 了 每 个 序列 中 .100 个 顺序 观测 值 的 
图 ， 各 点 之 间 用 直线 连接 。 过程 表 现 出 的 非 平稳 特性 不 会 只 有 有 
限 多 种 形式 ， 然 而 ， 我 们 经 常 需要 分 析 的 经 济 和 生产 序列 都 表现 
出 一 种 特殊 的 同 质 非 平 稳 特 性 ， 都 能 用 对 ARMA 加 以 改进 的 随 
机 模型 来 描述 。 在 第 3 章 中 已 考虑 了 混合 自 回归 滑动 平均 模型 ， 


ο Φ(Ρ)1ι = θ(Β)αι oe (4.1.1) 


这 里 ， (B) 和 8(B) 分 别 最 五 的 p 次 及 了 次 多 项 式 . 为 了 保证 
平稳 性 ，$(B) = 0 的 根 必 须 在 单位 国外 。 为 得 到 非 平 稳 过 程 ， 一 
个 很 自然 的 方法 就 是 放宽 这 种 限制 . | 

为 了 深入 地 了 解 这 种 可 能 性 ， 我 们 考虑 一 MA 回归 模型 ; 


(1~ ΦΒ)Σ: = αι Oo (4.1.2) 


当 网 <1 时 ， 模型 是 平稳 的 . 让 我 们 来 研究 $=2 时 该 过 程 的 
特性 ， 这 时 参数 取 值 在 平稳 域外 . 

K 4.1 给 出 了 正 态 单位 随机 偏差 a 和 相应 的 序列 值 去; 去 是 
按 模型 % = 2%-1 +0, EM, 其 中 加 = 0.7 ΚΗ 4.2 是 序列 的 散 点 
图 .从 图 中 可 以 看 到 ， 经 过 短暂 的 过 渡 后 ， 序 列 就 “脱轨 ”了 ， 
实质 上 遵从 指数 规律 ，a 的 作用 对 未 来 部 分 几乎 不 产生 影响 . 破 
坏 平稳 性 的 高 阶 过 程 所 生成 的 序列 ， 其 特性 也 完全 类 似 ， 并 且 ， 
不 论 模 型 右边 是 否 引 入 滑动 平均 项 ， 这 种 特性 本 质 上 是 相同 的 . 
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. i 
m 4.2 非 平一 阶 自 回归 过 程 ze=2ze tor(02 =1) 的 实现 


4.1.2 描述 同 质 性 非 平稳 过 程 的 一 般 模型 


求 和 自 回归 滑动 平均 模型 尽管 前 文 所 述 非 平稳 模型 对 于 描 
述 爆 炸 或 进化 特性 (如 细菌 繁衍 ) 是 有 价值 的 , 但 在 本 书 中 我 们 所 
讨论 的 并 不 是 这 种 类 情形 ;到 目前 为 让 我 们 已 经 看 到 ; F ϕ(Β) = 0 
的 根 在 单位 圆 外 ， 则 ARMA 是 平稳 的 ; 若 根 在 单位 图 内 ， 则 过 程 
呈现 爆炸 性 的 非 平稳 特性 .. 对 我 们 来 说 ,可 供 选择 的 唯一 情形 就 
是 %(B) = 0 的 根 在 单位 图 上 了 ， 由 此 而 得 出 的 模型 对 于 描述 同 
质 非 平 稳 时 间 序列 是 极其 重要 的 . 特别 ， 具 有 一 个 或 多 个 单位 根 
的 模型 往往 能 对 非 季节 序列 作 很 好 的 拭 述 ， 在 本 章 中 我 们 将 考虑 
这 一 问题 ” 。 

我 们 来 考虑 模型 


μα ο 9) 


9 在 第 9 章 中 ， 我 们 将 考虑 能 构 描述 具有 周期 为 。 的 季节 性 模型 ， 其 特征 方 
BERR LA 。 ἘΠ. 
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这 里 ， p(B) 是 非 平稳 自 回 归 算 子 ，y(B) = 0 有 da 个 单位 根 ， 其 
余 的 根 都 在 单位 圆 外 . 于 是 我 们 可 以 将 模型 (4.1.3) 表示 成 如 下 形 
φ(Β}2ε = $(B)(1 — B) Z = 0(B)a (4.1.4) 
式 中 ¢(B) 是 平稳 自 回归 算 子 . HF VZ = Via, 对 于 d > LV = 
1 一 B 是 差分 算 子 ， 我 们 可 将 模型 写 为 | 


ο φ(Ών.-(α. 413) 

等 价 地 ， 过 程 可 以 由 下 面 两 个 方程 定 X ο. 
Φ(Β)ωι = 0(B)a «9 
| = Viz ! a 1.7) 


因此 我 们 看 到 ， 上 述 模型 相当 于 假定 序列 经 d 阶 差分 后 能 表 

示 为 平稳 可 逆 的 ARMA 过 程 . 另 一 方面 ， 当 d >1 时 将 (4.1.7) 逆 
转 得 出 

z = Stz (4.1.8) 


其 中 S 是 由 下 式 定义 的 无 穷 和 算 字 : 
Sz = ΥΓ Th = (14 ΒΒ}... 
h=—o0 
= (1— B)-lz = τν ἷς, 
故 
| S=(1- By =v" 
算 子 5? 可 类 似 定义 为 


S? πμ... 1+ δα 9: 


- 5 5 tp =(1+2B + 3B? +---)ay 


i=—oo h=—co 
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对 高 阶 d 可 以 定义 同样 的 运算 .方程 (4.1.8) 表示 : WE (4.15) 
可 以 通过 对 平稳 过 程 (4.1.6) Æ d ERM (或 积分 ) TAD, ΕΙ 
此 ， 我 们 称 过 程 (4.1.5) 为 求 和 自 回归 滑动 平均 (ARIMA) 过 程 . 
关于 非 平稳 时 间 序 列 的 ARIMA 模型 ， Yaglom[209] 早 就 考虑 
过 ， 这 种 模型 对 于 预测 和 控制 方面 的 问题 是 非常 重要 的 ， 可 人 参见 
(42), [43], [44], [45],[46],[47],[49] .为 了 进一步 讨论 非 平稳 过 程 ， 读 者 
还 可 参 KL Zadeh 和 Ragazzini[213],Kalman[124] 以 及 Kalman 和 
Bucy[125] 的 有 关 文 献 . 早期 时 间 序 列 分 析 的 处 理 办 法 是 采用 “ 变 
ÆJ% ”( 见 Tintner[187],Rao 和 .Tintner[165].. ) 但 是 ， 这 种 处 理 
办 法 的 动机 、 方 法 和 目 的 都 与 这 里 讨论 的 截然 不 同 . 

从 技术 上 说 ， 无 穷 和 算 子 5 = (1 - B)! 不 能 真正 用 来 定义 
非 平 稳 ARIMA 过 程 ， 这 是 因为 涉及 到 的 无 穷 和 是 不 收敛 的 。 我 
们 用 有 穷 和 算 子 取而代之 ， 对 任意 正 整数 m, 有 穷 和 算 子 Sm 由 
下 式 给 出 | 


Sm = a4 +B + B24. .十 Bm) = 5 


..... 


πε--1πι--1 


s=% > B= (1+2B+3B? +... +mB™-!) 


j=0 i=j 
_ l — B™ -- mB™(1 — B) 
(1 — B}? 


这 是 因为 (1 一 B)S&) = Sn 一 mBm, 等 等 . 因此 , 一 个 求 和 ARMA 
过 程 (例如 d = 1) 与 对 应 的 平稳 ARMA 过 程 wt = ne! 一 B)zz 之 

间 的 关系 ， 可 以 表示 为 用 直到 过 去 的 某 一 -时 间 原 点 kk <1) 2 
的 w 来 表示 ， 即 可 表 为 


| | 1 | 
στ peck Mt = [pice (we + Wi + + Wet) 
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MA, 到 = 十 Wi 十 … 十 ki 十 区 可 以 看 成 是 平稳 过 程 w 
的 有 穷 项 之 和 再 加 上 过 程 z ENA κ 的 初始 值 。 因此， 对 于 由 
(4.1.3) 生成 的 非 平 稳 ARIMA 过 程 ， 我 们 形式 上 确定 其 随机 性 质 
时 ， 特 别 要 说 明 该 过 程 在 某 个 有 穷 的 过 去 时 点 (当然 可 能 是 久远 
的 过 去 )k 的 初 值 。 然 而， 初始 条 件 本 身 对 于 过 程 的 的 主要 特征 影 
响 其 徽 ， 对 初始 条 件 的 有 关 细 节 在 本 书 中 一 般 不 了 予 强调 . | 

如 第 1 章 所 述 ， 模 型 (4.1.5) 等 价 于 将 过 程 ει 表示 为 一 个 线 
性 滤波 器 的 输出 ( 仅 当 d = 0 时 为 稳定 的 滤波 ), 相应 的 输入 为 白 
Ba. 换言之 ,我 们 可 以 认为 该 模型 将 相互 依赖 、 非 平稳 的 过 
程 a 转化 成 不 相关 的 随机 变量 序列 αι, 也 就 是 将 过 程 转化 为 白 曲 
声 . 

车 在 (4.1.5) 中 ， 自 回归 算 子 8(B) 是 p 阶 ， 差 分 次 数 取 为 d, 
滑动 平均 算 子 0(B) 是 gq 阶 ， 我 们 便 称 之 为 (p,d,g) 阶 的 ARIMA 
模型 ， 或 简称 ARIMA(p,d,q) 过 程 . 


ARIMA 模型 的 两 种 解释 我 们 先 来 说 明 ， (4.1.5) AFH 
述 实际 中 的 时 间 序 列 ， 是 一 种 直观 而 合理 的 模型 。 首先 我 们 注意 
到 ， 当 |9| <1 或 lg| > 1 时， 由 一 阶 自 回归 过 程 (4.1.2) 产生 的 序 
列 ， 其 局 部 特性 很 大 程度 依赖 于 a 的 水 平 。 这 和 图 4.1 中 那些 序 
列 的 特性 有 所 不 同 ， 图 4.1 中 序列 表现 出 其 局 部 特性 与 自身 水 平 
是 无 关 的 . 

如 果 我 们 要 采用 一 种 模型 ， 以 使 过 程 的 特性 与 其 水 平 无 关 ， 
那么 必须 选择 自 回归 算 子 p(B) 使 得 


φ(Β) (2, + ο) = φ(Β)2, 
这 里 ，c 是 任意 常数 ，y(B) 必然 有 如 下 表 式 ; 
p(B) = φι(Β(1 -- B) = 1(B)V 
因此 ， 具 有 前 述 性 质 的 过 程 类 可 表示 为 
$:(B)w, = θ(Β)αι 
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其 中 w = V% = Vz .我 们 所 要 求 的 同 质 性 排除 了 w 呈 爆 炸 性 增 
长 的 可 能 . 因为 这 意味 着 : 或 者 φι(Β) 就 是 平稳 自 回归 算 子 , 或 者 
p1(B) 一 φαί Β}ί1 -- B), 使 得 Φο(Β)ωι = O(B)az, 这 里 Wi = V7 z: 5 
在 后 一 种 情况 ， 同 样 的 讨论 又 可 用 于 二 阶 差 分 ， 如 此 等 等 . 


最 后 ， 我 们 得 到 的 结论 是 ， 为 了 表示 非 平 稳 而 又 具有 同 质 性 
的 时 间 序 列 ， (4.1.3) 左边 的 算 子 应 该 形 如 φ(Βν!, 其 中 φ(Β) 是 
平稳 自 回归 算 子 . 因此 ， 我 们 又 要 回 到 模型 (4.1.5) . 


为 了 从 不 同 的 角度 来 探讨 这 一 模型 , 我 们 考虑 (4.1.4) 中 d= 0. 
的 情形 , 这 时 φ(Β)Ζε = θ(Β)αι. 要 求 AB) 的 零点 都 在 单位 圆 外 ， 
这 不 仅 保 证 了 冯 是 零 均 值 平稳 过 程 , 也 保证 了 Ναι, V? zt, V3zt 
都 是 零 均 值 平稳 的 。 图 4.3(a) 给 出 了 一 种 非 平稳 序列 ， 我 们 希望 
用 前 面 的 模型 来 表示 。 除了 水 平 值 不 同 ， 该 序列 是 同 质 的 ， 也 就 


(a) 表现 水 平 非 平稳 性 的 时 间 序 列 ， 可 以 用 
模型 p(B) Y σι = θ(Β)αι 表示 


(b) 表现 水 平和 和 斜率 非 平稳 性 的 时 间 序 列 ， 可 以 
用 模型 6(B) 7? zt = θ(Β)αι 表示 


图 4.3 两 类 同 质 非 平稳 特性 
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是 说 ， 序 列 的 一 部 分 和 其 它 部 分 非常 相似 ， 只 是 在 垂直 方向 上 位 
置 不 同 . 我 们 不 管 其 水 平 取 何 值 ， 只 要 求 每 一 段 在 差分 之 后 是 平 
稳 零 均值 的 ， 这 样 就 能 描述 这 种 特性 .我 们 采用 下 面 的 模型 


Φ(Β)ΝΣ, = 0(B)at 
图 4.3(b) 给 出 了 经 常 出 现 的 第 二 类 平稳 序列 . 这 类 序列 既 没 有 固 


定 的 水 平 ， 也 没有 固定 的 斜率 ， 但 如 果 我 们 容许 这 些 特征 不 同 ， 
那么 序列 的 特性 仍 是 同 质 的 。 这 种 特性 用 模型 表示 便 是 


φ(Β)ν2ι = θ(Β)αι 


该 模型 保证 了 在 一 阶 、 二 阶 之 后 的 所 有 差分 都 是 零 均值 平稳 的 ， 
但 是 允许 水 平和 斜率 “任意 ”。 


4.1.3 求 和 自 回归 滑动 平均 过 程 的 一 般 形 式 


基于 下 文 将 提 到 的 理由 ,我 们 要 考虑 ARIMA 模型 (4.1.5) 稍 
加 推广 的 形式 ， 即 增加 一 个 常数 项 θο, 在 有 些 场合 这 样 做 是 有 用 
的 。 我们 将 要 用 来 描述 时 间 序 列 较 为 一 般 的 模型 是 下 面 的 求 和 自 
回归 滑动 平均 过 程 


φίθ)ει = $(B)V 42, = θο + 0(B)z (4.1.9) 
其 中 | 
Φ(Β) =1-$,B— 2B? —...— $oB? 
θ(Β) = 1 — 6,B — 02B? — ...—6,B! 
在 下 文中 假定 ; 


1. φ(Β) 称 为 自 回归 算 子 ， 假 设 它 是 平稳 的 ， 即 B) = =0 的 
根 在 单位 圆 外 . 

2. p(B) = φ(Β)ν΄ 称 为 广义 自 回归 算 子 ， 它 是 非 平 稳 的 . 
wp(B)=0 有 d 个 根 等 于 1. 
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3. 6( Β) 称 为 滑动 平均 算 子 ， 假设 它 是 可 逆 的 , BP 6(B) = 0 的 
根 在 单位 圆 外 . 

当 qd= 0 时 ， 模 型 (4.1.9) 表示 一 个 平稳 过 程 。 有关 平 稳 性 和 
可 逆 性 的 要 求 是 独立 使 用 的 ， 一 般 说 来 ， 算 子 %B) 和 90(B) 的 阶 
数 是 不 同 的 . 在 第 3 章 中 ， 我 们 已 对 p = 1,2 的 简单 情形 给 出 了 
平稳 域 的 例子 ， 同 样 也 给 出 了 9g = 1,2 HTAR. 


随机 趋势 和 确定 性 趋 执 ”在 节 4.1.2 中 我 们 已 经 看 到 , ABH 
常数 项 go 时 , 模型 (4.1.9) 能 够 表示 具有 随机 趋势 的 序列 ,典型 的 
例子 是 序列 的 水 平和 斜率 都 是 随机 变化 的 。 然 而 ， 通 常 我们 还 希 
BERD ΠΗ -- ΤΗ [Β] ΚΘ π8 EH BR f(t), GRIF bo EF, WR 
自然 地 会 考虑 到 确定 性 的 d 阶 多 项 式 趋势 .例如 ， 当 4 = 1 时 ， 
我 们 可 以 利用 bo 4 0 的 模型 从 非 平稳 噪声 中 去 估计 可 能 存在 的 
确定 性 线性 趋势 . 由 (3.1.22) 知 ， 人 允许 00 非 零 ， 相 当 于 容许 

θο 
一 页 一 各 一 … 一 加 


为 非 零 . 表示 一 般 模型 (4.1.9) 的 另 一 种 办 法 , 就 是 用 D = w- Hu 
将 其 表示 成 平稳 可 逆 ARMA 过 程 的 形式 ， 即 


在 实际 应 用 中 ， 如 果 没 有 确实 的 理由 表明 确定 性 分 量 存在 ， 可 以 
Bi v 的 均值 为 零 ,， 除非 经 检验 表明 该 假设 与 数据 所 提供 的 事实 
ΖΒ. 显然 ， 在 许多 应 用 中 ， 随 机 性 假设 往往 比 确定 性 假设 更 
现实 一 些 . 这 一 点 在 时 间 序 列 的 预测 中 特别 重要 ， 因 为 随机 性 趋 
势 不 要 求 序列 依旧 遵循 过 去 发 展 的 模式 . 因此 ， 当 dd> 0 时 ， 通 
常 我 们 假设 µω = 0( 或 等 价 地 ， b% = 0), 只 有 当 数 据 或 问题 的 本 
身 的 性 质 非常 显著 时 ， 才 需要 假设 非 零 均值 ， 或 更 一 般 地 假设 已 
知 形式 的 确定 性 分 量 ， 


ARIMA 模型 一 些 重 要 的 特殊 情形 ”在 第 3 章 中 ， 我 们 已 经 
熟悉 了 模型 (4.1.9) 的 一 些 重 要 的 特殊 情形 ， 即 对 应 于 d = 0 的 平 
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E(w.) = Ε[Ν΄2ι] = jw = 


稳 情 形 。 下 述 模型 描述 了 一 些 经 常 出 现 的 非 平 稳 (d> 1) 的 特殊 
情形 . 
1. (0,1,1) 过 程 : 


ΝΖε = σι 一 θιαι ι 


一 (1 一 θι Β)αι 


MDF p= 0,d = 1,4 1,Φ(Β) = 1.6(Β) -- 1--θιΒ. 
2. (0,2,2) 过 程 : 


V7 zt = αἱ ~ Oiat_1— O204_2 
= (1 - 6,B — 02 B?)z 


对 应 于 p= 0,d =2,q = 2,Φ(Β) = 1,0(B) = 1 — θιΒ — 02B? , 
3. (1,1,1) 过 程 : 


Vit — PVa-1 = at — Oat-1 


或 

(1— ¢,B)Vz = (1 — θι Β)αι 
XAF p=1,d=1,q¢=1,¢(B) =1-¢41B8,0(B) =1-0,8B 在 描 
述 非 平 稳 时 间 序 列 时 (季节 模型 在 第 9 章 中 考虑 ), 我 们 几乎 很 少 
遇 到 p, d 或 9 大 于 2 的 情形 .通常 这 些 系数 的 值 取 0 或 1 就 合适 
T. 例如 ， 稍 后 我 们 将 要 说 明 ， 利 用 表 4.2 所 示 简 单 模型 对 图 4.2 
中 给 出 的 序列 A,B,C,D 作 拟 合 ， 得 到 很 好 的 效果 ? . 


z 的 非 线 性 变换 ”如 果 我 们 允许 作 某 些 变 换 ， 那 么 ， 模 型 
(4.1.9) 的 有 效应 用 范围 将 得 以 拓展 . 因此 ,我 们 可 以 在 (4.1.9) 中 
用 zi) 代替 a, 其 中 ας) Επι 的 某 种 非 线 性 变换 ， 可 包含 一 个 
或 多 个 变换 参数 ， 如何 选取 适当 的 变换 要 依 有 具体 情况 而 定 ， 有 时 


”后 文 我 们 还 要 进一步 讨论 ， 在 没有 把 握 的 情况 下 ， 使 用 非 平稳 模型 比 平稳 
模型 更 为 有 利 ， 特 别 是 ， 前 面 的 模型 中 没有 一 个 假设 Zt 有 固定 的 均值 。 但 是 ， 
我 们 在 第 7 章 中 还 将 说 明 ， 在 某 些 情形 得 到 拟 合 效果 稍 好 的 平稳 模型 是 可 能 的 . 
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4.2 用 简单 非 平稳 模型 拟 合 图 4.1 中 时 间 序 列 的 一 览 这 


模型 其 它 模型 
Vzt=(1—0.7B)at (0,1,1) 
Vze=(140.1B)a;z (0,1,1) 
(1--0.8B)V zt=at (1,1,0) 
Vzt=(1—0.1B)at (0,1,1) 


οσα» 


可 根据 数据 来 判断 。 例 如 ， 若 我 们 对 新 近 引 入 一 种 商品 的 销售 感 
兴趣 ， 我 们 会 发 现 商品 销售 量 快速 增长 ， 且 就 非 平 稳 程 度 而 言 ， 
百分率 波动 比 绝对 波动 要 稳定 一 些 。 这 些 事实 表明 应 该 对 销售 量 
取 对 数 进行 分 析 ， 从 下 式 看 出 

Vz 

Zt--1 


ν 
V log(z:) = ]οσ(2ε/Ξι..1) = log(1 + z=) ~ 


其 中 Vx/zt-1 是 相对 变化 率 或 百 分 变 化 率 ， 如 果 相 对 变化 不 是 
很 大 ， 上 式 近 似 成 立 。 当 数据 取 值 跨越 很 大 范围 ,特别 是 对 于 季 
节 数 据 ， 利 用 Box 和 Cox[38] 的 方法 挑选 变换 的 类 型 将 是 很 有 用 
的 ( 节 9.4). 


4.2 求 和 自 回 归 渭 动 平均 模型 的 三 种 显 式 


我 们 现在 考虑 一 般 模型 的 三 种 不 同 的 显 式 . 其 中 的 每 一 个 都 
允许 采用 某 种 特定 方式 . 因此， 过 程 的 当前 值 z 可 表示 为 

1. 直接 利用 差分 方程 ， 用 z 的 过 去 值 和 a 的 当前 值 、 过 去 值 
表示 ; 
2. 只 用 冲击 的 当前 值 和 过 去 值 a-; 表示 
3. 用 过 去 值 2. 的 加 权 和 及 当前 冲击 at 表示 。 
在 本 章 中 我 们 首要 关心 的 是 非 平稳 模型 ， 其 中 Viz 是 平稳 
过 程 ，d 是 任意 整数 . 不 失 一 般 性 ， 对 于 这 种 模型 我 们 在 陈述 时 
可 以 省 去 p 或 等 价 地 ， 用 a 代替 2. REE σι 解释 为 相对 于 
均值 µ 的 偏差 ， 那么， 本章 和 下 一 章 的 结果 都 可 应 用 于 d= 0 的 
平稳 情形 . 
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4.2.1 模型 的 差分 形式 


直接 利用 差分 方程 , 我 们 便 可 以 把 过 程 的 当前 值 zx 用 2 的 过 
去 值 和 α 的 当前 值 及 过 去 值 表示 ， 即 车 


p(B) = ¢(B)(1 -- B)* = 1 — φιΒ-- p2B? — --- — gpa BP? 
to = 0 时 的 一 般 模型 可 写成 
zt = pi2t 1Ε-----φρραξι-ρ.-α--θίαι 1 一 … 一 Ooat tay (4.2.1) 
例如 ， 考 虑 阶 为 (1,1,1) 的 模型 所 表示 的 过 程 
(1 — ¢B)(1 — Β)ει = (1 ~ θΒγα, 


这 里 ， 为 了 方便 起 见 ， 我 们 省 略 了 身 和 4b 的 下 标 1. 由 此 ， 过 
程 可 以 写 为 


[1 — (1+ ¢)B+ φΒ΄]2ι = (1 — θβ)αι 


zt = (1 + φ)Ζε--ι -- φΖε..2 + Qt 一 θαι. (4.2.2) 


对 于 许多 应 用 ， 特 别 是 在 第 5 章 中 预测 值 的 计算 ， 差 分 方程 
(4.2.1) 是 用 起 来 最 方便 的 形式 . 


4.2.2 模型 的 随机 冲击 形式 


模型 用 当前 和 过 去 的 冲击 表示 我 们 在 节 3.1.1 中 已 经 看 到 ， 
一 个 线性 模型 可 以 写成 以 z 为 输出 的 线性 滤波 器 ， 


2 二 at 十 Wiat-1 十 Wait-2 十 … 
oc | 
=a: + > ψιαι / (4.2.3) 
j=1 
= ψ(Β)αι 
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其 中 输出 是 白 噪声 或 互 不 相关 的 冲击 序列 αι. 把 ARIMA 模型 
表示 成 (4.2.3) 的 形式 ， 有 时 是 很 有 用 的 ， 比 如 ， 在 第 5 章 中 计算 
预报 方差 时 就 要 用 到 权 数 多 。 然 而 ， 由 于 非 平稳 ARIMA 过 程 关 
于 时 间 不 是 统计 均衡 的 ， 不 能 假定 它们 可 以 向 无 穷 的 过 去 拓展 ， 
因此 形 如 (4.2.3) 的 无 穷 表 示 是 不 可 能 的 . 但 是 ， 相 对 有 穷 的 截 尾 
形式 总 是 存在 的 ， 在 后 文中 我 们 将 加 以 讨论 。 现 在 我 们 来 说 明 ， 
ARIMA 的 区 权 可 以 直接 由 过 程 的 差分 方程 得 到 . 


全权 的 一 般 表 示 WRE (42.3) 的 两 边 用 广义 自 回归 算 子 
p(B) 作用 ， 我 们 得 到 


p(B)z = p(B)Y(B)ar 


然而 ， 由 于 
p(B)z = 6(B)a， 
可 得 | 
~ φ(Β)ψ(8) = OB) (4.2.4) 
在 下 面 展 式 中 | | 
(1--φιΒ — - - -— GpyaBPt*)(1 + iB + 2B? + ---) (4.2.5) 
= (1—0,B—----0,B7) 


令 B 的 系数 相等 便 可 得 到 权 . 我 们 看 到 ， ARIMA 的 权 数 ψ; 
可 以 由 下 面 方程 递 推 得 出 

Pi = 9103-1 + popj2 ++ Ypratj-p-a - 9; (7>0) 
这 里 ，w =1% =0 当 7<0 及 bi=0 当 7J>9。 我 们 注意 到 ， 
4SjKTF pt+d-1l1A a HRAAN, Rv 满足 由 广义 自 回归 算 
子 定义 的 差分 方程 ， 即 


φ(Βγψ; = o(B)(1 — B)*4; =0 (4.2.6) 


其 中 B 是 作用 于 下 标 j ΝΒ, ΜΗ, 4j ROAM, Wd; 表 
示 为 以 了 作 自 变量 的 多 项 式 、 误 减 指数 和 衰减 正弦 的 混合 形式 . 
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例 : 为 了 说 明 (4.2.5) 的 使 用 ， 我 们 考虑 阶 数 为 (1,1,1) 的 过 
程 (4.2.2) Ἢ 


φ(Β) = (1 — ¢B)(1 — B) 
= 1— (1 +4)B + 4B? 
及 
θ(Β) -ι--Β 
代入 (4.2.5) 得 到 


[1 — (1+ 4¢)B+ ΦΒ2](1 + B+ 42B? +---)=1-0B 


因此 ， y; 满足 递 推 关 系 东 = (14 $)¥5-1 一 h-aj > 2, 其 中 
po --1,ψι =(1+¢)-0. 那么 , HF (B) = (1-¢B)(1- B) = 
的 根 为 G7! = 1 和 ας! = 人 1 我们 得 到 解 的 一 般 形 式 为 


= 40 + Aid’ (4.2.7) 


RE, AMP Vo = Ao +41 =1 K Y= Αο-Αιφ-Ξ 1--ά-θ 
可 将 常数 Ao 和 41 确定 为 
1 一 6 0 -- ϕ 


A= TG” ΑΓ 


因而 ， 我 们 可 将 模型 (4.2.2) 非 正 式 地 表 式 成 下 面 的 等 价 形式 


OO 


一 》 (Ao + Aid? aj. (4.2.8) 


1Ξ0 


由 于 iol < 1, 对 充分 大 的 1 ψ, BT Ao, 因此 若 追 潮 到 久远 
的 过 去 冲击 αι; 的 权 是 常数 Ao. 然而 ， 表 达 式 (4.2.8) 并 不 是 严 
格 有 效 的 ， 因 为 该 式 右边 的 无 穷 和 在 任何 意义 下 都 不 收敛 ， 因 此 
Ry; 不 是 绝对 可 和 的 ， 这 与 平稳 过 程 的 情形 不 同 . 但 是 ， 模 
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型 冲 量 表示 的 截 尾 形式 总 是 有 效 的 ， 我 们 随后 就 要 详细 讨论 。 尽 
管 如 此 ， 为 了 表达 上 的 方便 ， 我 们 还 是 经 常 把 ARIMA 过 程 的 无 
穷 随 机 剖 量 表示 (即便 这 种 表示 不 是 严格 收敛 ) 看 成 是 一 种 简单 
的 标记 手段 ， 用 以 表示 下 文 (4.2.14) 式 的 有 效 截 尾 形式 ， 在 这 里 
两 种 形式 的 差别 并 不 重要 . 


随机 冲击 模型 的 截断 形式 ”出 于 技术 上 的 需要 ,我们 考虑 与 
(4.2.3) 略 有 差别 的 模型 ， 这 样 做 很 必要 ， 有 时 也 是 很 方便 的 . 假 


设 我 们 希望 将 过 程 的 当前 值 z 用 上 一 大 个 冲击 atar,- aky 
表示 ， 这 些 冲 击 从 某 一 时 间 原 点 k(k < t) 输入 系统 。 例如， 时 间 
原点 可 以 是 过 程 首 次 被 观测 的 时 刻 . 
一 般 模 型 | 
| | p(B)z = θ(Β)αι (4.2.9) 
是 一 个 差分 方程 ， 其 解 为 
ze = Cy(t — k) + T(t —k) (4.2.10) 


附录 ALI 中 给 出 了 有 关 线 性 差分 方程 的 简要 讨论 。 请 读者 
注意 ， 这 样 的 差分 方程 的 解 和 线性 微分 程 的 解 是 严格 平行 的 . 余 
函数 Ck(t 一 上) 就 是 差分 方程 的 通 解 ， 即 | 
p(B)C,(t — Κ) -- 0 (4.2.11) 
一 般 ， 通 解 是 由 某 些 时 间 函 数 的 线性 组 合 构成 。 这 些 函 数 是 
BUM t, 实 几 何 指数 项 Gt, 复 几 何 指数 项 D'sin(2r fot + F), 其 
中 ， 常 数 G, fo, MF 都 是 模型 参数 (4,0) 的 函数 . 这 些 项 的 线性 
组 合 系数 可 以 用 时 刻 上 十 1 以 前 的 过 程 值 所 定义 的 初始 条 件 来 确 
定 。 特 解 Ik(t 一 上) 是 满足 下 式 的 任意 函数 : 
y(B)Ik(t — k) = θ(Β)αι (4.2.12) 
特别 需要 注意 的 是 ,在 表达 式 中 算 子 B 作用 于 tt 而 不 是 上 . 
在 附录 A4.1 中 证 明了 ， 当 t-k>g 时 
t—k-—1 


T(t — k) = ». ψγαι..; Oe t+ ψιαι 1 十 … 十 内 -kakH (t > Κ) 
750 
| (4.2.13) 
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满足 前 一 方程 , 且 当 t < 上 时 ，I(t 一 k) =0. 因此 , 特 解 Γι(ε--Κ) 
给 出 了 无 穷 冲击 表示 (4.2.3) 的 截 尾 形 式 , 而 余 函 数 则 包含 了 过 程 
z 的 初始 特征 ， 从 这 种 意义 上 看 ， Ci(t κ) 在 时 刻 上 十 1 就 已 经 
被 确定 了 . 因此， 对 于 ARIMA 过 程 (4.1.3) 而 言 ， 随 机 冲击 模型 
的 截断 形式 由 下 式 给 出 


t 一 天 一 1 
z= δ, pyar; + Cr(t — κ) (4.2.14) 


j=0 


为 了 说 明 问 题 , 我 们 考查 图 4.4. 前 述 讨论 表明 , 任意 观测 z 
可 以 看 作 与 任何 既往 时 刻 有 有关， 且 被 分 成 相 加 的 两 个 部 分 。 第 
一 部 分 Ck(t 一 k) 是 在 时 刻 上 就 已 确定 了 的 σι 的 分 量 ， 这 部 分 表 
明 ， 只 要 有 了 上 十 1 时 刻 之 前 的 观测 就 能 预报 上 时 刻 的 序列 值 ， 

它 还 表示 车 在 时刻 冲 击 αι 被 “切断 ”, 过 程 将 会 采取 的 态势 . 

第 二 部 分 f(t 一 k) 表示 一 个 在 k 时 刻 不 可 预报 的 附加 分 量 , 它 体 
现 了 在 时刻 之 后 进入 系统 的 冲击 的 全 部 作用 。 因此， 为 了 说 明 
一 个 ARIMA 过 程 ， 必 须 关 于 某 个 有 限 过 去 (当然 ， 可 能 是 久远 
的 过 去 ) 的 时 间 原 点 上 来 确定 (4.2.14) 中 的 初始 化 分 量 Ck(t -- k), 


图 4.4 RAR Cx(t 一 上 ) MM I (ι--κ) 在 描述 时 间 序 列 特性 中 的 作用 
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过 程 余下 的 态势 由 (4.2.14) 中 随机 冲击 的 截断 表示 决定 。 
例 : 为 了 进一步 说 明 ， 我 们 再 次 考虑 例子 
(1- $B)(1 -- B)z = (1—6B)a; 
余 函 数 是 下 面 差 分 方程 的 解 
(1 - φΒ)(1 -- B)C,.(t — k) =0 
Bil 
Cy (t — k) = oS + bgt- 
RE, KALP, OP 是 依赖 于 过 程 历史 值 的 系数 ， 并 标明 它们 是 
随 原点 上 而 改变 的 . | 
利用 (4.2.7) BY ᾧ BL, ΝΑ (4.2.13) 是 


t—k—-1 


I,(t-—k)= 》 (Ao + Aid? )ae-; 


1-50 
最 后 我 们 可 以 将 模型 (4.2.8) 写成 下 面 的 等 价 形式 ， 
t—k-1 
ze = ὃν + OY gt * + YO (Ao + Aj") 2-3 (4.2.15) 
1Ξ0 
注意 ， 由 于 |$| <1, 故 当 + 上 一 大 充分 大 时 ， (4.2.15) PEH 
”的 项 很 小 ， 因 而 可 以 被 和 忽略. 


随机 冲击 模型 的 截断 形式 与 非 截 断 形 式 之 间 的 联系 ”现在 
回 到 一 般 情形 。 提 到 过 程 ， 我 们 可 能 总 是 联想 到 某 个 有 限 (可 能 
是 久远 ) 的 时 间 原 点 ， 并 具有 (4.2.14) 中 所 示 的 截断 随机 冲击 表 
AN. 通过 与 (4.2.3) 的 非 截 断 形式 对 比 ， 我 们 看 到 ， 可 以 把 余 函 数 
Ck(t -- κ) 非 正式 地 对 应 表示 为 Y REKER 


Οκ 一 k) 一 3 φιαι- / (4.2.16) 


j=t—k 
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尽管 从 形式 上 看 ， (4.2.16) 右边 的 无 穷 和 是 不 收敛 的 ， 但 如 前 文 
所 述 ， 为 了 表示 方便 ， 我 们 还 是 常常 使 用 相应 的 表示 . 

对 于 一 般 模 型 (4.2.9) 总 结 如 下 : 

L. 我 们 可 以 将 过 程 z 的 值 非 正式 地 表示 为 当前 和 过 去 冲击 
αι κ 的 无 穷 加权 和 ， 相 应 表示 为 


Zt 一 X Waj = (Ba: 
j=0 


2. 2 的 值 可 以 正式 地 表示 为 : 某 原点 上 之 后 发 生 的 t 一 kk 个 
当前 和 过 去 冲击 的 有 穷 加 权 和 ， 再 加 上 一 个 余 函 数 .。 这 个 有 穷 和 
是 由 无 穷 和 的 前 t- k MARAJ, Bp 


t—k-1 
Zk = C(t — k) + ` αι | (4.2.17) 


2Ξ0 
最 后 为 了 表示 方便 , RBM Ck(t 一 k) 可 以 采取 截断 无 穷 和 的 
表示 形式 : | 


Οκ(ε-- κ) δ jaj (4.2.18) 


. j=t—k 
为 了 进一步 说 明 ， 我 们 再 来 考虑 模型 
(1 --ΦΒ)(1 — B)z = (1 — θΒ)α, 
我 们 可 以 将 z 写成 αι 无 穷 加 权 和 的 非 正 式 形 式 : 
Zt 二 >》 (4o + Aid’ )ar_; 
j=0 . 
或 者 更 正式 地 表示 为 有 穷 和 形式 : 


t—k—1 


Zt = Chft — k) + ` (Ap + Ard? Jaj 


j=0 
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此 外 ， 余 函数 Ck(t 一 k) 可 以 写成 
Cr(t -- κ) = bf” + 0 gt-* 
确定 OL, PAWL k 时 刻 的 初始 条 件 ， 则 有 


p(k) 2κ- 4zk-1 一 Oak p) — (ze — Zk-1) + Oa, 
0“ 三 一 一) 1 = — 人 


Ἱ- ϕ | 1-ϕ 
余 函 数 也 可 以 非 正 式 地 表示 为 如 下 的 截断 无 穷 和 


Cx(t — k) = 5 (Ao + Αιφ))αι..; 


j=t—k 


由 此 能 够 看 出 OM”) 和 OM”) 可 表示 为 


ao ΜΥΤΗ θ — OO ag 
ptt) = A; > p (t Paj = 5 > pitt Nar; 


j=t—k . j=t—k 


你 函数 作为 条 件 期 望 ”截断 表示 (4.2.14) 的 一 个 结果 是 当 


>0 时 有 


Crp(t — k) = Ck-m(t — k + πι) + pe κακ + Yt-k4+1āk—1 
+ +--+ Pt-k+m-14k—m 


(4.2.19) 


该 式 表明 了 余 函 数 是 怎样 随 着 原点 有 的 改变 而 变化 . 用 Ει[2ι] 记 
αι TEN ALA NARA, PRES MAS (但 不 超过 )k 时 刻 的 全 


部 历史 信息 条 件 下 的 期 望 . 为 了 计算 条 件 期 望 值 ， 注 意 


0, j>k 
aj; 1ς κ 


Εκ[α;] = { 
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该 式 说 明 ， 如 果 立 足 于 时 刻 ka 将 要 发 生 的 预期 值 为 零 ， 已 发 生 
的 期 望 就 是 实际 的 实现 值 。 因 此 ， 当 (t 一 月 > gq 时 ， 余 函数 给 
出 了 从 时 刻 κ. 出 发 并 在 过 去 信息 的 基础 上 对 过 程 未 来 值 zt 的 预 
期 值 。 特 解 则 表明 ， 通 过 由 冲击 ar, arz ,at 所 描述 的 后 续 
事件 ， 如 何 用 来 对 期 望 进行 修正 . 在 第 5 章 有 关 预 报 问 题 的 讨论 
中 ， 我 们 要 说 明 ， C(t- k) BERA k MEN a 的 最 小 方差 预 
报 .方程 (4.2.19) 可 以 用 来 对 预报 作 修正 . 


4.2.3 模型 的 逆转 形式 


模型 用 以 往 z 和 当前 冲击 w 的 表示 “在 节 3.1.1 中 我 们 已 经 
看 到 ， 模 型 | 


zı = ψ(Β)αι 
可 以 写成 下 面 的 逆转 形式 : 
vB) = αι 
或 | | 
π(Β)σε-- (1 -- Σ 7B’)z = a, (4.2.20) 


j=1 
因此 ， 2 RA z 的 以 往 值 再 加 上 一 个 随机 冲击 
Zt = πιζι- αι + 1924-2 +--+ a 


HF AT PEA AE, (4.2.20) 中 的 π 权 必 然 表 示 一 个 收 化 级 数 ， 即 
π(Β) 必定 在 单位 国内 或 园 上 收敛 . 


权 的 一 般 表示 。， 为 了 推出 一 般 ARIMA 模型 的 x 权 ， 我 们 
可 以 将 (4.2.20) 代入 下 式 


p(B)z: = θ(Β)αι 


得 到 
p(B)z = 6(Β)π(Β)2ι 
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为 了 得 出 πλ, RARE PAP 


| p(B) = θ(Βγπ(Β) - 4539 
S BHR. Bp 
(1 ριΒ — --- — Pp+aB”t$) (4.2 22) 
= (1 —0ı B — --- —9,B%)(1— mı B — 12B? —---) «2. 


我 们 看 到 ， 过 程 ARIMA 的 权 数 πὶ 可 由 下 式 递 推 地 确定 ， 
nj = gj-1 十 0277-2 十 十 0 十 OO > 9) 
其 中 ， 约定 ro 一 -1 一 0 对 7<0， R yp; = 0, X} j >p+d, 我 


们 注意 到 ， 当 7 KF pt dM ga 中 的 较 大 者 时 ，7 权 满 足 滑 动 平 
均 算 子 所 定义 的 差分 方程 : 


θ(Βγῴ; -- 0 
因此 当 j 足够 大 时 ， πΠΕΠΗ ΠΗ ΗΕ AK 
(3.2.5) 类 似 的 特性 ， 即 遵从 混合 的 指数 衰减 及 正 弱 振 葛 衰减 . 
另 一 个 有 趣 的 事实 是 : 当 d > 1 时 ，(4.2.20) 式 中 的 7 权 之 和 
为 1, 通过 在 (4.2.21) PH B =1 代入 可 以 得 到 验证 . HF B=1 
时 p(B) = ϕ(Β)(1 - B)! AS, AWA 6(Β) = 0 HREM Bt, 
有 θ(1) #0, 故 由 (4.2.21) 知 π(1) -- 0, Bp 


Som =1 (4.2.23) 
j=l 


因此 ， 当 d > 1 时 ， 过 程 可 以 写成 如 下 形式 : 
σι = δι. 1{π) αι (4.2.24) 
其 中 
ἔι--ι(π) = Di 


j=l 
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是 过 程 以 往 值 的 加 权 平 均 . 
A: 为 了 说 明 起 见 ， 我 们 再 次 考虑 ARIMA(1,1,1) 过 程 


(1 — ΦΒ)(1 -- B)z, = (1 — θΒ)α, 
那么 ， 利 用 (4.2.21), 有 
π(Β) = p(B)6-1(B) = [1 — (1+ 6) B+ ¢B7](1 + ΘΒ + 67B? + ---) 
因此 | 


m=G+(1-9), π2--(θ-φ)1- ϐ) 
π; =(0- φ)ί1--θ)0- (}»3) κ 


作为 例子 ， 表 4.3 给 出 了 $= —0.3,0 = 0.5 的 ARIMA 模型 (1,1,1) 
的 前 7 个 权 的 值 。 因此， 过程 上 + 时 刻 的 值 可 由 以 往 值 的 加 权 平 
均 再 加 上 一 个 冲击 生成 ， 即 相应 于 


Zt 一 (0.22ε-1 ἜΌ.42ι.2-0.22ι..3 +0.14%_4+--: ) + az 
我 们 注意 到 ， 随 着 相应 的 zj RE, r 权 越 衰减 。 这 个 性 质 是 由 
于 要 求 序列 为 可 道 而 引起 的 (这 里 要 求 -1<0< 了 Li) . | 
先前 我 们 曾 担 到 ， 当 用 统计 模型 描述 实际 中 出 现 的 时 间 序 列 


HT, CAN π 权 通 常 衰 减 得 很 快 . 因此 ， 尽管 从 理论 上 z 可 能 依 
束 于 久远 的 过 去 ， 但 是 ， 表 达 式 


ος) 
Z = y Nj + a 
j=1 


表明 , 2 往往 只 依赖 于 时 间 序 列 近 期 过 去 这 一 重要 范围 内 的 σι;. 
对 于 d >0 的 非 平稳 模型 也 是 如 此 。. 加权 “冲击 ”表示 式 


oo 
Zt = > αι. / 
1-50 
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表 4.3 ὁ---0.5,0-0.5 的 ARIMA(1,1,1) 过 程 对 应 π 权 中 的 前 7 个 值 

1 2 3 4 5 ' 6 7 

0.2 0.4 0.2 0.1 0.05 0.025 0.0125 
FE y LSE. 当然 也 存在 这 种 可 能 , 即 冲 击 a; 的 久远 过 
去 值 提供 给 z 的 全 部 信息 都 包含 在 序列 的 近期 值 z4_1, zt-2,… 
中 . 特别 ， 条 件 期 望 Ex[z4] 是 以 直到 时 刻 为 止 的 全 部 历史 信 
息 为 条 件 的 ， 从 理论 上 它 可 以 用 时 间 序 列 的 近期 值 计 算得 足够 精 
确 ， 这 一 事实 在 预报 应 用 中 特别 重要 . 


4 .3 ” 求 和 滑动 平均 过 程 


非 平 稳 过 程 (0,1,1) 在 表示 经 常 出 现 的 序列 时 是 有 用 AY, BA dé 
Va, = at ~ ~ ĝar- 1 


该 模型 只 含 两 个 参数 ，0 和 2 . 图 4.5 中 给 出 了 两 个 时 间 序列 

它们 是 由 同一 正 态 偏差 序列 αι 按 上 述 模型 生成 的 ， 第 一 个 序列 
的 9 = 0.6, 第 二 个 序列 9=0。 人 们 发 现 有 关 库 存 控制 问题 ， 生 
产 过 程 中 出 现 的 某 类 干扰 以 及 在 计量 经 济 等 方面 ,这 种 模型 都 是 
很 有 用 的 。 正如 节 4.1.3 所 述 ， 在 第 7 章 中 将 要 说 明 ， 选取 适当 


θ = 0.6(A = 0.4) 
~———— 6 = 0.0(λ = 1.0) 


4.5 MÆ IMA(0,1,1) 生成 的 两 个 时 间 序 列 
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(61,6. = (1.5, 一 0.8) 
(λο»λι = (0.2,0.3) 


zt 


Ν (61.6. = (0,0) 
( 


Ags Ay = (1,1) 


t —> 
图 4.6 IMA(0,2,2) WE ΞΕ μὲ AA T ia ES 


参数 ， 利 用 这 种 简单 的 模型 就 可 以 给 出 图 4.1 中 A,B ΠΟ 序列 的 
有 用 的 表示 . 另 一 种 重要 的 模型 是 


2 | 
Viz = at — latı — θ2αι 2 


其 中 包含 三 个 参数 ， 6,0. 和 σι. 图 4.6 给 出 了 两 个 时 间 序 
列 ， 它 们 也 是 由 前 文中 的 同一 正 态 偏差 序列 由 该 模型 生成 。 其 中 
第 一 个 模型 的 参数 (91, 62) = (0, 0), 第 二 个 模型 的 参数 是 (91, 9,) = 
(1.5,—0.8) 。 这 些 序列 比 由 过 程 (0,1,1) 生成 的 序列 要 平滑 一 些 . 
(0,2,2) 模型 用 于 表示 具有 惯性 较 大 系统 中 的 干扰 是 有 用 的 (如 序 
列 C) .模型 (0,1,1) 和 (0,2,2) 都 是 模型 


Viz = θ(Β)αι (4.3.1) 


的 特例 . 我 们 称 形 如 (4.3.1) 的 这 类 模型 为 求 和 滑动 平均 (IMA) 过 
Ἐκ. 


4.3.1 (0,1,1) 阶 求 积 滑动 平均 过 程 
差分 方程 形式 (0,1,1) 过 程 
Vzt (1 — θβ)2ι (--ἶ «6 « 1) 


"125: 


具有 很 好 的 表现 能 力 ， 现 在 我 们 来 更 具体 地 研究 其 特点 。 该 模型 
可 以 写成 用 z Ma 来 表示 


Zt = 2-1 + At — θαι 1 (4.3.2) 


模型 的 随机 冲击 形式 ， 另 一 方面 ,通过 对 (4.3.2) 两 边 求 和 ， 
我 们 可 以 得 到 2 只 用 a 表示 的 形式 . 为 此 ， 在 上 式 右 边 用 算 子 
ν 而 不 用 B 会 更 方便 一 些 ， 因 此 我 们 写 为 


1—-0B=(1-0)B+(1—B)=(1-0)B+V=AB+V 
这 里 ， λΞΙ-θ,Ηλ SX ME LAO<A<2, 于 是 


Vz = λαι. 1 + ναι 


相对 于 某 一 时 间 原 点 上 < t, 利用 有 限 和 算 子 Ser =1+B+---+ 
Bt-k- = (1 — Bt-9/(1- B), 我 们 得 到 


(1 — BY*)z, = λδ, και 1 十 (1 一 BY δα, (4.3.3) 


Ze = αι + λίαι ι-Γαι-ο +°- + ak+1) + (Zk — Oar) (4.3.4) 


对 比 αι = S ὕμαι.; + Celt — k), 权 数 为 加 = 1Wi = A, 对 


121. 另外 ， 余 函数 Ck(t k) = z — θαι = OP (对 任何 上 都 是 
常数 bo) 是 差分 方程 (1 一 B)Cx(t 一 k) = ο 的 解 。 进 而 ， 在 无 穷 表 
m4 = a+ AL ar; 中 ， 我 们 令 δ) 与 入 Σ αι; 等 同 。 因 此 对 


j=t—k 


于 该 模型 ， 余 函 数 简化 为 一 个 常数 (也 即 为 t 的 零 阶 多 项 式 ), 以 
此 来 表示 过 程 的 当前 水 平 及 具体 参考 原点 k 之 间 的 联系 . 如果 原 
点 从 上 一 1 变化 到 上 , 则 bo RR FREE 


bE = oF) + Na, 
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这 里 利用 (4.3.2) 式 ， 有 pt) = ZK 十 (入 一 1)ak 一 ZK_1 一 Oak _1 十 和 GaK ο 
BANVREX 最后， 我 们 还 可 以 考虑 模型 的 如 下 形式 : 
πίΒ)Ζι = Gt 
或 等 价 地 表示 为 
a= So 520-3 十 at = aalr) + % 
1Ξ1 


这 里 ， a(n) 是 过 程 既往 值 的 加 权 滑动 平均 . 
利用 (4.2.21), 过 程 IMA(0,1,1) 的 权 由 下 式 给 出 


(1 θΒ)π(Β) --1-- Β 


即 
_1-B _1-0B-(1-6)B 
™(B) το = 1— 6B 
= 1 — (1 — 0B)(B + 0B’ +@B*+---) 
因此 


πι Ξ(ι — θ)θ’-! = A(1 -- A)? 121 
于 是 过 程 可 以 写成 


Zt = 2-1 (A) + Qt (4.3.5) 
过 程 以 往 值 的 滑动 加 权 平 均 
Z-1(A) =A Σὰ - AYT lai (4.3.6) 
1Ξ1 


在 这 里 是 指数 形式 的 加 权 滑 动 平均 (EWMA) . 
(4.3.6) 的 滑动 平均 称 为 指数 (或 几何 ) 加 权 ， 这 是 由 于 权 数 


A, AQA, AQAP, AGAP ... 
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T3 0.2 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
j — 
图 4.7 48 λ-1-9--.4 的 (0,1,1) 阶 IMA 过 程 


IRR ( 即 作为 一 个 几何 级 数 ) 衰减 . 在 图 4.7 中 给 出 了 一 个 阶 数 
为 (0,1,1) 的 IMA 过 程 的 权 函 数 ， 其 中 入 = 0.40 = 0.6) 。 
尽管 可 逆 性 条 件 是 满足 0 < 入 < 2, 但 是 在 实际 中 我 们 经 常 考 
由 的 是 入 在 0 和 1 之 间 的 情形 。 我 们 注意 到 ， 如 果 入 的 值 为 1， 
” 则 权 函 数 由 单一 的 峰值 构成 (m = 1,77 = 0, F> 1). BAW 
值 接近 于 0 时 ， 指 数 权 收 敛 得 越 来 越 慢 ， EW MA 使 过 去 的 值 伸 
延 到 未 来 . 最 后 ， 当 入 = 0 时 ，6 = 1, RH (1 -- Β)ει(1-- Β)αι 
等 价 于 z = go + a, 其 中 bo 由 过 去 值 的 均值 给 出 . 
由 于 bi) = zk — Oak 一 zi 一 ak 或 zl = bF?) + akpa, 对 
比 (4.3.5) 可 得 ， 对 于 该 过 程 ， (4.3.5) 中 的 余 函 数 b = Clt- k) 
为 
bP = 天 (入 ) (4.3.7) 


这 是 直到 原点 k 的 所 有 值 的 指数 加 权 平均 . 事实 上 ， (4.3.4) 可 以 
BER 
t—k-—1 
we Ξ Σκ(λ) Ελ DO ae αι 
j=l 

我 们 曾经 说 过 , 若 立 足 于 时 刻 上 并 基于 过 去 信息 , 那么 , 余 函 数 
可 以 看 作 是 向 我 们 提供 过 程 在 t 时 刻 的 未 来 值 。 对 于 IMA(0,1,1) 
过 程 来 说 ， 所 采取 的 信息 形式 是 关于 过 程 的 水 平 或 位 置 oO) = 
ZA). 在 时 刻 大 我 们 具有 关于 过 程 未 来 特性 的 信息 , 但 这 将 会 导 
致 以 “随机 游 动 ” 方式 从 水 平 偏离 , 我 们 表示 为 入 αι ;--α., Ἐ 


， i 
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的 期 望 为 零 且 其 有 关 特 性 是 不 可 预报 的 . 一 旦 得 到 新 的 观测 值 , 我 
们 立刻 把 原点 移 到 时 刻 上 十 1, 同时 水 平 修正 为 OF? = 2,0). 


IMA(0,1,1) 过 程 的 重要 性 质 ”由 于 非 平稳 性 ， 因 此 过 程 并 不 
是 以 -- 种 稳定 方式 围绕 固定 的 均值 变动 . 但 是 指数 加 权 滑 动 平均 
4(A) 可 以 看 作 是 过 程 在 时 刻 上 的 位 置 或 “水 平 ”的 度量 。 从 其 定 
X (4.5.6) 式 我 们 得 到 著名 的 EWMA 递 推 公式 


Σι(λ) = Az + (1 --λ)Σε α(λ) (4.3.8) 


BREW, UF EMAO,1,1) 过 程 来 说 ， 每 一 个 新 水 平 都 是 通过 
对 新 观测 和 先前 水 平 的 插值 得 到 。 如果 λ 等 于 1, 那么 lA) = δι, 
这 表明 可 以 忽略 与 过 去 观测 值 有 关 的 所 有 信息 。 另 一 方面 ， 如 果 
和 的 值 接近 于 0, 过 去 值 的 权 为 1 一, H(A) 将 主要 于 依赖 过 去 值 
到-_1i(A), 只 有 很 小 的 权 数 给 予 新 观测 值 . 

现在 考虑 下 面 的 两 个 方程 


Ze = Zt_1( 入 ) + αἱ... 


Ζι(λ) = %~1(A) + λαι (4.3.9) 


后 一 方程 是 通过 把 (4.3.5) 代入 (4.3.8) 得 到 的 ， 也 可 以 由 (4.3.7) 
直接 推出 . | | 

Muth[147] 曾 指出 ， (4.3.9) 的 两 个 方程 给 出 了 考虑 过 程 演化 
的 有 效 手 段 。 第 一 个 方程 表明 车 系统 的 水 平 为 δι τ(λ), 由 于 在 
时 刻 加 入 了 冲击 ai, 因而 生成 了 观测 值 a. 第 二 个 方程 表明 ， 只 
有 上 比例 为 和 的 冲击 真正 被 水 平 所 吸收 并 具有 持续 的 影响 ,冲击 的 
其 余部 份 0 = 1 一 和 消失 了 . 当 t+1 时 刻 新 的 冲击 输入 时 ， 系 统 
已 经 通过 吸收 αι 确立 了 新 的 水 平 。 将 方程 (4.3.9) 的 下 标 增加 1, 
它 便 用 来 描述 冲击 是 如 何 产生 zy, 及 冲击 的 一 部 分 (A) 是 如 何 
被 系统 吸收 并 产生 新 的 水 平 Zl), 如 此 等 等 。 O 

利用 方程 (4.3.4) 可 以 直接 得 到 IMA(0,1,1) 的 方差 和 相关 特 
性 . 例如 ， 在 以 k 为 原点 时 ， 初 始 函 数 可 以 看 作 是 常数 ， 我 
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们 求 得 
var[z] = o2(1 + (t — k — 1)λ7] (4.3.10) 
当 t 增 大 时 上 式 不 收敛 .事实 上 ， 我们 可 以 把 这 一 方差 看 作 是 差 
分 21 — 2% 的 方差 ， (在 (4.3.4) PR ak = 0) 。 特别 ， 当 过 程 为 随 
机 游 动 z = z- 十 at 的 情形 ， 这 时 有 入 = 1 上 且 方 差 函 数 按 比例 
t 一 大 增长. 反之 ,对 于 0 < 入 < 1 的 一 般 情形 ， 特 别 是 和 接近 于 
04, z-z 的 方差 函数 随 上 + 一 大 增长 得 很 慢 . Sb, Ἡ «5073 
cov|zt， Zt+a] = σΖ[λ + (t 一 天 一 1)λ:], 这 意 昧 着 当 t—k 相对 于 8 很 
KH 入 不 接近 于 零 时 ， corr|zt, Ζε-ε] 将 接近 于 1. 因此 ， 过 程 的 相 
邻 值 之 间 表 现 出 很 强 的 正 相 关 ， 且 过 程 呈 现 较为 平滑 的 明显 特性 
(除非 A 接近 于 零 ) . 
具有 确定 性 偏差 的 IMA(0,1,1) 过 程 为 
- V ze = Oo + (1 一 θι Β)αι 
其 性 质 将 在 附录 A4.2 中 讨论 . 
4.3.2 (0,2,2) 阶 求 和 滑动 平均 模型 
ΣΕ 过程 
V?z,=(1—0,B — 62.B")a, (4.3.11) 
使 得 我 们 能 够 对 具有 随机 趋势 的 序列 加 以 描述 (例如 ， 见 图 4.6), 
现在 我 们 在 可 逆 域 
-1<@,<1 62+0, «1 62-0, <1 
中 研究 该 过 程 的 一 般 性 质 ， 如 前 所 述 ， 用 z 和 a 可 以 将 σι BH 
如 下 显 式 : 
Zt = 2zt-1 — 42 + a: — iat --θχαι 2 


另 一 方面 ， 在 我 们 得 到 a 关于 a 的 表示 之 前 ， 先 将 上 式 右边 
的 运算 改写 成 差分 形式 : 


1 — 91B — 02B? = (V+AB+V? 
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令 系数 相等 ， 我 们 得 到 9 关于 入 的 表达 式 ， 同 样 也 有 相反 的 表达 
x, 如 下 


θι = 2-- ào --λι , λρς 1-6 
, ΗΝ os το (4.3.12) 
02 一 和 Xo 一 1 3 à = 1-6, — 42 
模型 (4.3.11) 可 改写 为 
V2z = (λον + λι)αι. li 十 V2a: (4.3.13) 


与 (4.3.11) 相 比 ， 采 用 模型 的 (4.3.13) 形式 具有 很 大 的 优越 
性 , 这 是 基于 下 面 的 事实 : ARAN (4.3.13) 中 令 Xi = 0, 则 可 得 


Viz = [1 一 (1 一 Ao) Bla 


这 对 应 于 6 = 1 一 ào 的 (0,1,1) DH. Rit, A (43.11) PS 
92 = 0, 我 们 得 到 | 
V?z, = (1 — θι Β)αι 
稍 后 在 第 5 章 中 我 们 将 说 明 , 对 一 个 由 (0,2,2) 过 程 生成 的 序列 而 
言 ， 其 最 优 预报 总 是 沿 着 一 条 直线 ， 随 着 新 数据 的 获取 ， 直 线 的 
水 平和 斜率 不 断 修正 . 与 此 对 比 ， 由 (0,1,1) 过 程 生成 的 序列 不 能 
提供 关于 斜率 的 任何 信息 ， 仅 能 提供 不 断 修 正 的 水 平 值 ， 不论 对 
线性 趋势 还 是 水 平 都 能 作 预 报 和 修正 ， 这 是 一 个 很 重要 的 问题 . 
如 果 要 在 这 两 个 模型 中 挑选 的 话 ， 前 述 问题 取决 于 (4.3.13) P à 
是 否 为 零 . | | 

IMA(0,2,2) 过 程 的 可 逆 域 和 在 第 3 章 中 给 出 的 MA(2) 的 可 
逆 域 是 一 样 的 。 用 6 或 入 可 将 其 写 为 如 下 形式 


62.+0,<1, 0 «2λρ--λι < 4 
62-8, <1, λι >0 (4.3.14) 
-1<@,<1, ào > 0 


9 的 三 角形 的 可 逆 域 在 图 3.8 中 给 出 ， 而 入 的 相应 区 域 如 图 4.5 
所 示 . 
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图 4.8 IMA(0,2,2) 过 程 关 于 参数 Ao 和 αι HDB 
模型 的 截断 及 随机 冲击 形式 ”相对 于 时 间 原 点 k, 对 (4.3.14) 
运用 有 限 双重 和 算 子 St24 我 们 得 出 - 
[1 — Bi-*— (t —&)B**(1 — Β)]σι | 
Ξ-[λοίδε-κ — (t — ΒΙΑ) + λι δε κ]αι--ι 
+(1— Bt-* —(t—k) Bt *(1 — Β)]αι 
因此 ， 我 们 得 到 随机 冲击 模型 的 截断 形式 


Zt = λοδι κ. ιαι- ι + MSP ati 十 at 十 of) + ον (t — k) 
| ---- t—k-1 | 


= Xo > αι--/ 十 λι ` jat-; + αἱ + C(t — k) 
j=l {τι 


(4.3.15) 
故 对 于 该 过 程 ， 4 权 为 


Po = 1, ψι 一 (Ao + Ai); mr h; = (Ào + 7 入 1),- -. 
余 函 数 是 下 面 方程 / / 
(1 — B)?C,(t — k) =0 


的 解 ， 即 

σι — κ) = δ) +b (t — k) (4.3.16) 
这 是 一 个 (t-k) 的 一 阶 多 项 式 , 其 系数 依赖 于 原点 的 位 置 . 由 
(4.3.15) 我 们 求 出 这 些 系数 为 


B® = zp — (1 -- Ao)ax 
b = Zk — Zk-1 一 (1 一 λι)ακ + (1 一 Ao )@k-1 
另外 ， 通 过 考虑 差分 OM) — ok) 和 ο) - oF) 得 知 ， 若 原点 从 
k—1 改变 到 k, 那么 bo Mb 按照 下 式 
bC) = ῥῥ-1 4 BOY 十 Xoak 
b=) = bET! + ra, 
予以 修正 . 我 们 看 到 , 如 果 该 模型 是 合适 的 , 那么 从 原点 出 发 ， 
对 序列 未 来 特性 的 预期 可 以 用 直线 (4.3.16) 来 表示 ， 相 应 的 位 置 
go”) ,斜率 是 ol”) 。 特别 ， 到 时 刻 t 时， 过 程 将 从 该 直线 偏离 ,- 
这 是 由 于 随机 分 量 


t—k—1 t—k-1 


Xo > ai- 十 和 Ss; Ίαι- { +a 
1 j=l 


(4.3.17) 


A, PS ERT AI κ 是 无 法 预报 的 。 此外， 当时 间 原 点 从 
k 一 1 移 到 时， 相应 的 截 距 和 斜率 也 按照 (4.3.17) ΕΤ. 
从 形式 上 ， 我 们 也 可 以 得 到 过 程 的 无 穷 随机 冲击 表示 : 


zt = Ao ὃ aj + 和 1 >》 jaj + Qt = NSa ; 十 λιστα, 1 + a, 
一 | i=l 
| ᾿ (4.3.18) 
5 (4.3.15) 式 对 比 ， 余 函数 可 以 形式 上 地 表 为 


Celt—k)=M 》 αι Έλι Ὁ ἦαι.; = bf? + of) (t k) 


j=t-—k j=t—k 
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通过 把 上 面 第 二 和 式 表示 成 x Jaj = (t— Σ mjt È [j— 
(tka, 我 们 看 到 ， OY 和 KO 由 下 式 给 出 
5) = XoSak + XiS2ak_1 = (Ao — Ar) Sax + A1S7a% 
oi) — A Sak 
模型 的 逆转 形式 最后， 我 们 考虑 模型 的 逆转 形式 表示 
“a= ὃ 1520-3 + ay 2ι ι(π) 十 at 
j=l 
利用 (4.2.22) 式 ， 并 在 下 式 中 令 两 边 系数 相等 
 1—2B + B? = (1 — θιΒ — θ2Β)(1 — mB — m2B? — ---) 
得 到 IMA(0,2,2) 过 程 的 r πὲ 


πι 2--θι = Ào 十 和 l 
Tna = θι(2-- 01) — (11-02) = ào + 2λι — (ào + à2)? (4.3.19) 
(1 -- θιΒ — θγΒ΄}π; = 0 (7 > 3) 


这 里 B 作用 在 了 上 . 


一 0.4 
图 4.9 λο-ο.5,λι--0.6 的 (0,2,2) Br IMA 过 程 的 不 权 
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如 果 特 征 方程 1 一 91B 一 92B? 的 根 是 实 根 ， 那 么 ，” 权 对 过 
去 值 z 的 使 用 是 采取 两 个 衰减 指数 的 混合 形式 ， 如 果 为 复 根 ， 则 
t 权 遵 从 衰减 的 正弦 波 . 图 4.9 给 出 了 一 个 IMA(0,2,2) 的 权 ， 参 
数 为 91 = 0.9,0 = 一 0.5( 即 Ap = 0.5,A1 = 0.6), 我 们 从 图 5.9 和 图 
4.8 看 到 ， 相 应 的 特征 方程 有 实 根 (判别 式 Of + 462 = 一 1.19 小 于 
0). Aut, r 权 应 该 避 从 衰减 的 正弦 波动 ， 在 图 3.9 中 也 确 是 如 
此 , 


4.3.3 一 般 的 (0,d,q) 院 求 和 滑动 平均 过 程 
差分 方程 形式 ”一般 的 (0,d,q) 阶 求 和 滑动 平均 过 程 是 
Via = (1 — 01B — 02B? —---—0,B")a,=6(B)a, (4.3.20) 


为 使 过 程 为 可 道 ， (已 ) 的 零点 都 必须 在 单位 圆 外 。 模 型 (4.3.20) 
可 以 用 过 去 的 z 和 a 表示 为 如 下 形式 


Zt = dzt_1 一 mC 一 1)zt-2 +-+ (1)! a_a 
十 at 一 θιαι ι 一 … 一 Ooat_v 
模型 的 随机 冲击 形式 为 了 得 出 z 用 a 表示 , 我 们 把 (4.3.20) 
ΠΑ {155 μὲν =1-B 的 形式 ， 由 此 得 到 
(1-0, B—---6,.B%) = (Ag_g V4 +--+ AVI +: Ελα 1) B+V4 
| (4.3.21) 


与 前 文 相 同 , 使 上 式 中 B 的 系数 相等 , 我 们 可 以 将 入 用 6 表示. 
把 (4.3.21) 代入 (4.3.20) 并 进行 4 重 求 和 ， 我 们 形式 上 得 出 


zt (λα ον He + AS He + λα S*)ay_1 +a: (4.3.22) 


当 gq > d 时 从 (4.3.22) 中 我 们 看 到 ， 除 了 a 个 和 式 以 外 ， 还 写 出 
THR αἱ. 1 1αι- ο)” , At4d—q 的 d 一 d 个 加 项 πα ἆ αι ι, tt o 
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”如 果 将 解 表示 成 在 某 个 原点 时 刻 k 之 后 输入 到 系统 中 的 a 的 
有 穷 和 形式 ， 我 们 得 到 同样 的 方程 ， 只 是 多 了 一 个 余 函 数 ， 它 满 
足 ! | 
νάσκ(ι -- κ) =0 


即 为 多 项 式 
C(t- κ) = b) + ο ({—k) + bP (t -- k} +--+ bF (t _ δα. 


如 前 所 述 ， 余 函数 描述 了 依赖 于 时 刻 的 过 程 的 有 限 特性 . 
完全 类 似 ， 系 数 οἱ) 也 可 以 形式 上 地 表示 为 直到 k HAWES 
和 ， 即 用 Sak, S ak,- , Sta, 表示 .相应 地 ， 当 原点 从 上 一 1 变 
为 k 时 ， 我 们 也 可 以 看 出 系数 οἱ) 是 怎样 改变 的 . 


AI WEES 最 后 ， 模 型 可 以 用 逆转 形式 表示 : 


n(B)zt = αἱ 
或 | 
“a= Σι ι(π) + αι. 
(4.2.22) 式 成 为 | 
(1— B) = (1 — 01B — 02B? —--. — 9, B%)(1 — mB — mB? —---) 


(4.3.23) 
令 系数 相等 即 可 得 到 7 权 . 对 于 一 个 给 定 的 模型 , 得 出 π 权 的 最 
好 的 方法 是 将 具体 数值 代入 (4.3.23), 而 不 是 去 推导 一 般 的 公式 . 
我 们 注意 到 ， 当 7 大 于 d Ma 中 较 大 者 时 ， (4.3.23) 385 π 权 满 
足 由 滑动 平均 算 子 所 定义 的 差分 方程 


6(B)x; --0 


因此 ， 对 于 足够 大 的 jir 权 苯 从 混合 的 指数 衰减 和 正弦 波 . 
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(0,2,3) 阶 IMA JE ”最 后 一 种 令 人 感 兴趣 且 有 价值 的 特殊 
情形 是 (0,2,3) Br IMA 过 程 


V? z = (1 一 6,B 一 ĝa B? — 63B*)a, 


如 前 所 述 ， 运 用 有 限 重 求 和 运算 ， 我 们 可 将 模型 写 为 截断 的 
随机 冲击 形式 


t—k-1 t—k-1 


Zt = ÀA—1đt—1 + A9 ` at—j + λι >》 了 at 一 j +a, +d") +b") (ἑ-- Κ) 


j=1 2Ξ1 
入 和 09 之 间 的 对 应 关系 如 下 : 
θι--2-λ.1-λο-λι, A_1 = -θᾳ 
6g = An — 1 + 24-1, Ao = 14+ 6) + 203 
bs = 一 和 -1 , Ai = 1 — 6; — 62 — 43 


另外 ， 也 可 以 形式 上 些 写 成 下 面 的 无 限 求 和 形式 : 
Zt = λ. 1αι ι-Γλοδαι ι + λιδ-αι ι + αἱ 


Bia, TERENA 


6,+6.+6, <1, A, >0 
~9,4+ 02-4, <1, 2 ào + Ar < 4(1 -- λ. ι) 
θη(θη 一 θι) -h <1, Ao(1 + λ..1) > -λιλ-ι 
| Ι6.| <1, |λ..ι|«1 


在 第 5 章 中 我 们 将 要 说 明 ， 若 模型 为 ARMA WH, MAH 
用 一 种 最 优 的 方法 对 时 间 序 列 的 未 来 值 进行 预报 。 
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图 4.10 参数 为 和 _1,Xo 及 和 Xi 的 IMA(0,2,3) WE T IR 


A4 .1 线性 差分 方程 


在 本 书 中 、 我 们 经 常 涉及 线性 差分 方程 。 特别 ， ARIMA 模 
型 是 用 如 下 形式 的 差分 方程 


Zt — P1%—1 οι ο Pp' tp 
= 4 θιαι ι 一 02at_> 一 ' "一 θᾳαι. ο 
ZE p Ξργά. 
另 一 方面 ， 我 们 可 将 (44.1.1) BA 
φί(ΏΒ)2ι = 6(Β)αι 


(A4.1.1) 


这 里 
p(B) --1--φιΒ-- 92 B? —--- — φῳ BP 
θ(Β) = 1 — 6, B — 02B? — ---— 6, B4 


我 们 来 推导 差分 方程 (A4.1.1) 关于 时 间 原 点 上 < t 的 通 解 表达 
A. | 
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1. 我 们 证 明 通 解 可 以 写 为 
ze Οκ(ὶ -- Κ) + I,(t -- k) 
这 里 ， z= Ck(t 一 k) 是 余 函 数 ， I(t 一 k) 是 特 解 . 


2. 然后 我 们 推导 余 函 数 C(t- κ) 的 一 般 表 达 式 。 
3. 最 后 ， 我 们 推出 特 解 L(t -- κ) 的 一 般 表达 式 . 


通 解 ”对 于 线性 差分 方程 或 线性 代数 方程 的 解 进行 讨论 都 是 
同样 的 。 假 设 z 是 


p(B)zt = θ(Β)αι (A4.1.2) 
的 特 解 ， 即 它 满足 
p(B)z = 0(B)ar (A4.1.3) 
因而 z = ze — zi 满足 


| p(B)z; -0 (A4.1.4) 
于 是 有 | 


i“ i 


因此 (Α4.1.2) 的 通 解 是 余 函 数 zy (FF KBD AE (A4.1.4) 的 通 解 ) 
加 上 特 解 zz( (Α4.1.2) 的 任 一 特 解 ) 。 相 对 于 任 一 时 间 原 点 及 < 也 
BNR MRM z 记 为 Cx(t — k), HG 2! WA hlt- k). 


余 函数 的 计算 
EER 考虑 齐 次 差分 方程 
φ(Β)σι-- 0 (A4.1.5) 
其 中 
p(B) = (1 — G,B)(1 — G2B)---(1— Gy B) (A4.1.6) 


首先 我 们 假定 σι, G2, ++ ,Gp 是 互 不 相同 的 . 下 文 将 要 证 
明 ， 若 序列 以 时 刻 上 为 原点 ， 则 (A4.1.5) 在 时 刻 t 的 通 解 是 


zt = AiG" + ΑαΟς * +--+ Αρ) (A4.1.7) 
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其 中 Αι 为 常数 . Alt, φ(Β) = 0 的 一 个 实 根 就 为 余 函 数 提供 一 个 
衰减 指数 项 G-A, 一 对 复 根 就 提供 一 个 衰减 正弦 项 ΓΙ sin(27 fot 
+F). 

为 了 验证 (A4.1.7) 满足 (A4.1.5), 我 们 将 (A4.1.7) 代入 (A4.1.5) 
得 出 


p(B)(AiG{ + 42GS + --- + Ap G$") 一 0 (A4.1.8) 
现在 考虑 
p(B) 一 (1 一 yiB 一 pB? --..-- Ppp ΒΡ )Gt-* 
-G (GY ~ pf! op) 


我 们 要 证 明 对 每 个 i 有 y(B)GE* 为 零 。 只 须 证 明 
G? — pG? -pp =0 
即 B= 1/G; Æ p(B) =0 的 根 . 现在 我 们 来 证 明 . (A4.16) 蕴含 
φ(Β) = 0 的 根 是 B = 1/Gi, 由 此 得 到 对 每 个 ip(B)G!* 为 零 ， 
因此 (Α4.1.8) 成 立 ， 从 而 证 明了 (A4.1.7) 是 (A4.1.5) 的 通 解 . 
为 了 直接 推出 (A4.1.7), 我 们 考虑 二 阶 方程 的 特殊 情形 


(1 一 G,B)(1 一 (σοβ)σι = 0 


我 们 可 将 该 式 写 为 
(1—GiB)ye = 0 (A4.1.9) 
其 中 
yt = (1 — G2B)z (A4.1.10) 
那么 ， (A4.1.9) 343 
Yt = Cl1Y -1 = ΟἼνι-2 =e GI yn 
于 是 有 


yt = D,Gi* 
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RE, D1 = yr 是 由 初始 值 νι. 确定 的 常数 . 因此 (Α4.1.10) 可 以 
写成 


zt = Gou_1+ D,Gi* 
= G2(G2zt .2+ Ώιαι 1) + DiGi * 


= Gt*z, + Dy(Gt-* + GaGt-*-1 ++...+ GEIG) 
Dı 

1 -- G2/G, 

= A1G “+ A2GS * (A4.1.11) 


= αξ zy + (Gi 一 Οἱ) 


这 里 Αι, Ao 是 由 序列 初始 值 确定 的 常数 . 将 前 述 论 证 加 以 推广 ， 
可 以 证 明 当 p(B) = 0 具有 非 重 根 时 ，(A4.1.5) 的 通 解 由 (A4.1.7) 
给 出 . 


ΒΕ 设 p(B) =0 有 4d 个 相等 的 根 ασ’, ΑΗ, p(B) 包含 因 
F (1 一 GoB)*. 特别 ,考虑 二 阶 差分 方程 的 解 (A4.1.11), 这 时 σι 
和 Go 都 等 于 Go 。 那 么 ， (A4.1.11) 退化 为 


ze = Gh “zk + DIG F(t — k) 


Zt = [Αρ + A(t — k\Gt-* 
一般 ， 如 果 存 在 4 BR Go, 将 其 直接 代入 (Α4.1.5) 即 可 验证 
通 解 为 


zt = [Ao + Ai(t — k) + Ao(t — kY +--+ + Aai (t _ κ) σα 
(A4.1.12) 
特别 ， 重 根 Go 都 等 于 1( 例 如 IMA(0,d,¢q) DH) 的 情形 ， 通 
解 为 


z = Ao + A(t — Κ)--''}-Αα-ι(ἑ-- k)? (A4.1.13) 
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Me t-k A d-1 阶 多 项 式 . 
对 一 般 情形 ， 当 p(B) 的 因 式 分 解 为 
(1 — G1B)(1 — G2B) -- - (1 — G,B)(1 -- GoB)* 
余 函 数 便 是 


ᾱ-- 1 Ῥ 
Ci(t-k) = G*$ A;(t -kY +X DG (A4.1.14) 


因此 , 一 般 情况 , 余 函 数 是 由 衰减 指数 项 G, SIRI (t—k) 、 
衰减 正弦 项 刀 sin(27 fot + F), 以 及 这 些 函 数 的 组 合 混合 生成 
的 . 


“ 特 解 ”的 计算 ”现在 我 们 来 证 明 ， 满 足 方程 
p( B)i,.(t — k) = θ(Β)αι (t-—k>q) (Α4.1.15) 
的 特 解 I(s 一 k), 其 定义 如 下 : 
I,.(s —k) =0 (s < k) 
Ik(1) = ak+ı 
1κ(2) = ak+2 + piak+1 


I(t — k) = αι + Piatt Paar2 +--+ + Pi-k-1āk+1 (t > k) 
(A4.1.16) 
这 里 ， y 权 就 是 在 模型 的 (4.2.3) 表示 式 中 出 现 的 。 因 此 ， 风 权 
满足 
φ(Β)φ(Β)αι = θ(Β)αι (Α4.1.17) 


现在 可 将 (44.1.17) 的 左边 写成 如 下 形式 ， 


at 十 φιαι ι + φ2αι. 2 +--+ Yt-k—-1đk+1 {Φε κακ +--- 


-φιί Gt—1 + piatz + ” 十 Pt—k-20k+1 + 410k p.. 
(A4.1.18) 
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由 于 (A4.1.17) 的 右边 是 


αι — θιαι..1---- -ὄᾳαι- ᾳ 


TEBA MSRP HB α 151 23139 Τ αι, -θιαι..ι,-:-, 
-θᾳαι-ᾳ. (Α4.1.15) 式 的 左边 等 于 矩阵 中 前 t- k 列 之 和 ， 即 垂 
直线 左边 的 那些 项 ， 这 里 ， Ικ(6- Κ) 由 (Α4.1.16) 给 出 。 因 此 ， 
如 果 t 一 k < g, 那么 ， 垂 直线 划 在 g+1 列 之 后 ， 这 时 牌 直 线 之 
前 所 有 项 之 和 等 于 0(B)at 。 这 表明 (A4.1.16) 是 差分 方程 的 一 个 
“ 特 解 ”. 

fl : 考虑 IMA(0,1,1) 过 程 


Zt -- 2-1] = Gt 一 θαε..ι (A4.1.19) 


I,(0) -- 0 
Ti(1) = ak+l 
ΝΕ (Α4.1.20) 
t-k—i 
I(t- k)=a+ (1-0) ὃ αι (t—k>1) 
j=l 


如 果 ze = I(t — k) 是 (A4.1.19) 的 解 ， 那 么 
T(t 一 k) 一 T(t —k- 1) = a: — θαι. 


容易 验证 , M t—k = 1 Bf (A4.1.20) 不 满足 上 式 , 只 有 当 t-k > 118 
就 是 t 一 k > 4 时 ， (A4.1.20) 才 满足 上 式 . 
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A4.2 具有 确定 性 偏差 的 IMA(0,1,1) 过 程 
一 般 模型 4y(B)Vadze = θο + θ(Β)ει 可 以 写成 
φ(Β) ΥάΣ, = 6(B)e; 


其 中 冲击 具有 非 零 均 值 上 = θο/(1-θι-----θῃ). 比如 ，IMA(0,1,1) 


模型 可 表示 成 
Vz 一 (1 一 θβ)ει 


这 里 Elfe) --ξ--θο/ί1--θ) . 例如 ， 用 加 热 器 按照 固定 的 速率 供 


Et = E + at (A4.2.1) 


其 中 αι 是 零 均值 白 噪 声 ， 于 是 相对 于 时 间 原 点 k 模型 的 求 和 形 
式 为 


t—k-1 
a=b) Ελ 》 ει-/ ει (A4.2.2) 
j=l 


式 中 入 二 1 一 9 .把 (A4.2.1) RA (A4.2.2), 模型 可 用 a 表示 为 
t—k-1 | 
ει +AE(t-k-1)+E+A ὸ ajta (Α4.2.3) 


j=l 


由 此 我 们 可 以 看 出 ，z 含有 由 E(t — ke — 1) 给 出 的 确定 性 的 斜率 
或 变化 态势 ， 确 定 的 线性 趋势 的 斜率 等 于 和 = 00 。 此外， 如 果 
我 们 把 过 程 在 时 刻 t 一 1 的 “水 平 ” 记 为 -1, 这 里 


zt = lt-1 + at 
我 们 看 到 ， 从 时 刻 上 -1 到 上 水 平 的 改变 是 依照 如 下 方式 ; 
l = by + λξ + λαι 
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因此 ， 水 平分 量 的 变化 包含 一 一 个 确定 性 分 量 AE = Oo, 同时 还 有 一 
个 随机 分 量 Àa 。 


A4.3 PAR MRAA ARIMA ΠΕ 


在 本 附录 中 ,我们 考虑 附加 噪声 (例如 ， 量 测 误差 ) 对 一 般 
ARIMA 过 程 的 影响 . 


A4.3.1 两 个 独立 滑动 平均 过 程 之 和 
为 了 对 下 文 讨论 作 必要 的 准备 ， 我 们 来 考虑 随机 过 程 wi, 它 
是 阶 数 分 别 为 qr 和 qz 的 两 个 独立 滑动 平均 过 程 之 和 。 即 是 
tt = θι (Β)α; + 62(B)b; (A4.3.1) 
其 中 θι(Β) 和 92(B) 分 别 是 B 的 qi 阶 和 gz 阶 多 项 式 ， 白 曲 声 过 
程 αι 和 b 都 具有 零 均 值 且 相互 独立 。 设 g = max(qi,g2), 则 显然 


w 的 自 相关 函数 η, 当 了 > gq 时 必 为 零 . 由 此 可 知 ， 可 以 把 ωι 表 
RÈ q 阶 的 单一 滑动 平均 过 程 : 


τοι = 03(B)u (A4.3.2) 


RH, u 是 均值 为 零 的 白 噪声 过 程 . 因此 ， 两 个 独立 滑动 平均 过 
程 之 和 是 另 一 个 滑动 平均 过 程 ， 相应 阶 数 与 分 量 过 程 中 阶 数 较 高 
者 一 样 。 | | 


A4.3.2 附加 躁 声 对 一 般 模 型 的 影响 
HARE $È (pda) 阶 的 一 般 非 平稳 模型 
4(B)V"z = θ(Β)α, (A4.3.3) 


假设 我 们 不 能 观测 到 et 本 身 ， 只 能 观测 到 Zi = z +b XB, be 
表示 有 关 的 某 种 附加 噪声 (如 测量 误差 ) . 我 们 希望 确定 观测 过 程 
Ζι 的 性 质 . 一 般 ， 我 们 有 


$(B)V°Z, --θ(Β)α, + 6(B)V4b, 
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车 躁 声 遵从 平稳 的 (ρι,0,ᾳι) Br ARMA 过 程 ， 即 
φι (8)8, Ξθι(βΒ)αι | (Α4.9.4) 


Khoa 是 与 at 独立 的 白 噪声 过 程 ， 那 么 


¢1(B)¢(B)V°Z, = ρι(Β)θ(Β)αι + $(B)O(B)V a (Α4.3.5) 
A———— e 
Pitptd Pitg Ptg td 


花 括 号 下 方 的 值 标明 了 B 的 各 个 多 项 式 的 阶 数 . 现在 (A4.3.5) 的 
右边 和 (A4.3.1) 的 形式 是 一 样 的 . $Q = p +p, m Q Æ (p +a) 
和 (p 十 qi 十 d) 中 较 大 者 . 于 是 我 们 可 以 写成 


$o(B)V4z, = θ1(Β)ωι 
其 中 u 是 白 噪 声 过 程 ， 而 Ζι 可 看 作 是 (Pd, Q) Br ARIMA 过 
程 . Ἐς | 


附加 自 噪 声 “ 在 一些 应 用 中 确实 可 能 出 现 附 加 噪声 为 白 噪 声 
的 情形 ， 即 在 (A4.3.4) 中 φι(Β) = θι(Β) = 1, 我们 得 到 


φίΒ)ν΄Ζι = ba( 有 )u (A4.3.6) 


其 中 。 

62(B)w, = θ(Β)α, + $(B)V%b, 
这 里 ， 模 型 为 (p,d, 8) Bt, MO A (p+d) 中 的 较 大 者 。 如 
R ptd. q, 则 带 有 误差 的 过 程 与 原 过 程 的 阶 数 一 样 。 附 加 噪声 
的 影响 只 是 改变 8 的 值 (而 不 改变 Φ) . 


附加 扯 襄 声 对 求 和 滑动 平均 过 程 的 影响 特别 , 一 个 (0, d, ᾳ) 
阶 附 加 白 噪 声 的 IMA 过 程 ， 当 d < g 时 ， 仍 然 是 一 个 (0,d,q) βῆ 


IMA 过 程 ， 否 则 将 会 成 为 (0,d,d) 阶 的 IMA 过 程 . 在 以 上 两 种 
情形 ， 由 于 噪声 的 添加 ， 过 程 的 参数 都 将 改变 。 通 过 对 附加 躁 声 
过 程 和 单纯 MA 过 程 二 者 的 a 阶 差分 求 的 自 协 方差 ， 并 令 其 相 
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等 ， 我 们 能 够 确定 参数 改变 的 特性 .以 上 处 理 过程 将 用 一 个 例子 
来 说 明 . 


A4.3.3 PRIN ARR IMA(0,1,1) 过 程 的 例子 


车 = u tbo 考虑 该 过 程 的 性 质 ， 这 里 
Zt 一 2 一 1 一 (1 — 入 jat_1 十 Qt (A4.3.7) 
其 中 ，b Ma 是 互相 独立 的 白 品 声 过 程 。 过程 Zi 的 一 阶 差分 为 
Wi = Zt = Ζει 并 有 
W: = [1 — (1 — A) Bla. + (1 — Β)δι (A4.3.8) 
一 阶 差 分 Wi 的 自 协 方差 为 
Yo = o2[14 (1 -- λ)2] + 207 | 
γι = —07(1 -- λ) -- ož (A4.3.9) 
yj = (j > 2) | 
滞后 超过 1 的 .7i AS, RUERITRMAWHME: HMMA 
过 程 就 是 一 个 (01,1) 阶 的 IMA 过 程 .为 了 表示 出 附加 噪声 IMA 
过 程 的 参数 ， 我 们 假定 该 过 程 可 写 为 : 
Ze = δι ι — (1 - A)ue_1 + u (A4.3.10) 
HP u 是 品 声 过 程 . 过 程 (A4.3.10) 的 一 阶 差 分 为 Wi = Z Zi, 
其 协 方 差 是 
yo = sll + (1— A)?] 
γι = --σα(1 — A) (A4.3.11) 
Y=0 (j > 2) 
(A4.3.9) 和 (A4.3.11) 是 相等 的 ， 于 是 我 们 可 将 A Alo? H, Bp 
是 . 


A? λ2 
ΙΓ -Δ 1-λ-σῤσ2 (A4.3.12) 
u a A2 
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譬如 ， 原 序列 入 = 0.5 及 σὲ = 02, RA A = 0.38, σὲ = 2.2502 , 
A4.3.4 IMA(0,1,1) 过 程 和 随机 游 动 之 间 的 关系 


过 程 
Zt = 2, 1--αι (A4.3.13) 
是 一 个 入 =1 的 IMA(0,1,1) 过 程 ， 有 时 称 之 为 随机 游 动 ， 如果 αι 
RATE t 时 刻 向 前 或 向 后 的 步 数 ， 那 么 z 就 表示 在 t 时 刻 游 动 
”的 位 置 . 任何 一 个 IMA(0,1,1) HAT UA eS FAR b 
中 的 随机 游 动 ， 这 里 ， 它 和 与 随机 游 动 联系 的 冲击 αι 不 相关 . A 
带 品 声 的 过 程 是 Z = Σι - δι, 其 中 za H (A4.3.13) EM, FRA 

用 (A4.3.12) 有 | 

Ze = Zt-1 一 (1 — A)uz_1 + ut 
这 里 

A2 σ 


2 
------- = -4 2 一 一 和 A4.3.14 
1-Λ of? Tu ( ) 


Α4.3.5 附加 相关 噪声 一 般 过 程 的 协 方差 函数 
假定 基本 过 程 为 (p,d,q) Br AIRMA 过 程 
¢(B)V%z, = θ(Β)α, 


而 Zi = zt 十 be 是 观测 到 的 过 程 ， be 是 协 方差 沙 数 为 yb) 的 平 
AIE, b 与 过 程 at 独立 ， 从 而 也 与 χι 独立 . 假设 w = Viz = 
$9 (B)O(B)a: 及 W: = VIZ... 我们 需要 求 出 Wi ΠΒ ΡΝΥΖΕΡΑ 
数 。 现在 有 


νά(Ζ, — bt) = 671(B)O(B)az 
W: = we + Ue 


其 中 
Vg = Vib = (1 — B)*b, 
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因此 


VW) = ylw) + 7l) 
yl) = (1 ~ B)*(1 — F)“; (b) 
= (--1)1(1 — B)?*4;4a(0) 


R 
yi(W) = γι(ω) + (-1)9(1 — Β)7Ύκα(ϐ) (Α4.3.15) 


例如 ， 假 设 IMA(0,1,1) 过 程 定义 为 ωι = Vee = (1 -- θΒ)αι, 
相关 噪声 bs 被 加 到 过 程 w 上 ， 那 么 ， 带 噪声 过 程 一 阶 差 分 的 协 
方差 是 


γοίΡ) = ol(l + 0°) + 2/γο(ϐ) — γι(δ)] 
yı(W) = --σζθ + [2γι(ϐ) — γο(ϐ) — γα(δ)] 
YW) = [2y (b) — Ύ1--1{6) — y741()] (j > 2) 


1, Β δι 是 一 阶 自 回归 过 程 ， 则 


ὃν = ġbt-1 + ot 
yo(W) = σ;(1 + θ7) + 202 (1 — φ) 
(W) = -030 — of (1-4) 
yi(W) = -o5 1 -) (j > 2) 


事实 上 ,在 这 种 情形 下 ， (A4.3.5) 产生 的 带 曝 声 过 程 Z = a+b 
可 定义 如 下 


(1 -$B)VZ = (1 — ¢B)(1 -- θ8)αι + (1 -- Βλαι 


模型 的 阶 为 (1,1,2). 
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5 
πι 报 


第 4 章 中 我 们 考虑 了 ARIMA 模型 的 一 些 性 质 ， 在 本 章 中 将 
要 说 明 如 何 利用 有 关 性 质 去 对 观测 值 的 未 来 进行 预报 . 在 本 书 的 
第 二 部 分 我 们 将 考虑 对 实际 数据 的 模型 拟 合 问题 ， 因 此 ， 目 前 我 
们 是 把 模型 当 作 完 全 已 知 而 着 手 研究 .须知 ， 如 果 用 以 拟 合 模型 
的 数据 点 不 是 很 少 ， 那 么 参数 估计 误差 对 预报 的 影响 不 会 很 大 . 

在 本 章 中 我 们 考虑 非 季节 时 间 序 列 ， 季 节 时 间 序 列 的 预报 在 
第 9 章 中 讨论 . 我 们 将 要 说 明 ， 如 何 从 模型 的 差分 形式 直接 得 出 
最 小 均 方 误差 预报 ， 而 进一步 的 递 推 计 算 可 得 到 预报 概率 限 。 应 
该 指出 ， 对 于 具体 计算 预报 而 言 ， 通 过 差分 方程 的 处 理 办 法 是 最 
简便 最 好 的 ， 但 是 为 了 深入 理解 预报 的 性 质 ， 我 们 还 要 从 其 它 角 
度 加 以 考虑 . 


5.1 最 小 均 方 误差 预报 及 其 性 质 


在 4.2 节 中 我 们 所 讨论 的 一 般 ARIMA 模型 的 显 式 为 
p(B)z = θ(Β)αι (5.1.1) 
其 中 p(B) = φ(Β)ν΄. EW 4.2 中 我 们 考虑 了 ARIMA 模型 的 三 
种 显 式 表示 ， 我 们 仍 从 这 三 种 表示 入 手 ， 因 为 每 一 种 表示 都 可 从 
不 同 的 侧面 对 预报 问题 加 以 说 明 . 


车 当前 时 刻 为 t, 我 们 将 要 涉及 的 是 对 值 z+1,1 > 0 的 预报 . 
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这 种 预报 称 为 以 t 为 原点 ， 提 前 期 (或 步 长 ) 为 1 的 预报 . RIIK 
归纳 一 下 节 4.2 的 结果 ,只 是 这 里 用 t 十 i 来 代替 t, At RE. 
模型 的 三 种 显 式 表示 由 过 程 (5.11) 产生 的 观测 zep 可 以 表 
ἈΠῈ | 
1. 直接 用 差分 方程 表示 为 | 
Zt = Φιζεγ]-ι1Γ'' Γφριαξει- ρ- ἁ-- O14:41-1 το. — Ot+i—-q 十 Qt 二 
(5.1.2) 
2. 表示 为 当前 和 过 去 冲击 a; 的 无 穷 加权 和 : 


OO 
ze = Ὁ ψγαιμ-; (5.1.3) 
一 


这 里 wo = 1 . 在 下 式 中 : 
y(B)(1+ ψι B+ YB? +---) = θ(Β) (5.1.4) 
令 系 数 相 等 ， 与 (4.2.5) 式 一 样 ， 可 以 得 到 权 。! 为 正 时 等 价 于 - 
参考 原点 K < 的 情形 ， 模 型 可 以 写成 余 函 数 形式 
Ztl = Qty + Yitip- t+ Piata 
十 ψιαι ἠ-:---- ψεμι- κ- ιακγι + C(t +l 一 k) (5.1.5) 
= Get + Pitit- H'et + Yit + Cll) 
APC, (t+l—-k) 是 相对 于 过 程 有 穷 原 点 上 的 余 函 数 . 5 (4.2.19) 对 
Re, 我 们 可 以 把 相对 于 预报 原点 上 的 余 函 数 表 示 成 Οἱ) = Ck(t 十 


l— k) + piar + Yititti +e Ἔψωι- κ. ιακγι. Ci(l) 可 形式 上 表 
示 为 截断 的 无 穷 和 : 


σι) = 》 pyar (5.1.6) 
j=l 
3. 表示 为 过 去 观测 的 无 穷 加 权 和 再 加 上 一 个 随机 冲击 
Zt 二 +i = > U5 Qt 十 [一 7 十 Qt+1 (5.1.7) 


了 一 1 
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即 若 d > 1, 有 


oo 
Ze41-1(7) = Dz (5.1.8) 
j=1 


由 于 Son; =1, 上 式 是 加 权 平 均 . 


j=l 


与 (4.2.22) 一 样 ，7 权 可 由 下 式 得 到 


φ(Β) = (1 — πιΒ -- πρβ’ — ---)6(B) (5.1.9) 


5.1.1 最 小 均 方 误差 预报 的 推导 


现 假定 当前 时 刻 为 t, 我 们 要 做 出 zt+ HBR 2ι(ϐ), CES 
前 和 历史 观测 值 2:, z1, 2-2, 的 线性 函数 , 因而 也 是 现在 和 过 
去 冲击 at, at-lyat-2，… 的 线性 函数 。 

假设 最 佳 预 报 是 


2,(1) 一 ψ] αι + ψ]γιᾶι-1 + φιγραι-ο 4... 


RAR U vi 是 待定 的 . 那么 利用 (5.1.3) 预报 的 均 方 误差 
是 | 


Elzest — DP = (1+ vp }---:1-ψῇ)σ] + Σ (diay -- Vi)? oe 
oe (5.1.10) 
令 vi; = φη 可 使 上 式 极 小 化 , 该 结论 是 预报 理论 中 更 一 般 结果 
的 特殊 情形 , 可 参见 Woldf207], 攻 olmogoroffl130],1131], 人 32],Wiener 


[200] #1 Whittle[198] 。 于 是 我 们 有 


Zeyl = (arpi + Yrtti- + +++ + Yitip) 
+ (Viat + piriae—1 ++) (5.1.11) 
= e(l) + 2(1) | (5.1.12) 


其 中 e(l) 是 提前 | WAR 21) 的 误差 ， 
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我 们 应 注意 一 些 重要 事实 .。 如 前 所 述 , 用 Elzer | zz] 
表示 直到 t 时 刻 之 前 全 部 z 作为 已 知 时 24. 的 条 件 期 望 ， 简 记 为 
Eize], 我 们 将 假定 αι 是 独立 随机 变量 序列 。 以 下 结论 成 立 : 

1. Elars; | Zt, 22-1,°::] =0, 3 > 0, HA (5.1.3) 得 

24(1) = ψιαι + Ψιγιαι- ι + °° = Eefje) . (5.1.13) 


因此 ， 在 原点 t 的 提前 ! 期 的 最 小 均 方 误差 预报 就 是 24. 在 时 
Alt 的 条 件 期 望 。 如果 把 40) 看 作 是 当 t 固定 时 ! eR, R 
们 称 之 为 关于 原点 t 的 预报 函数 .我们 注意 到 ， 为 了 使 条 件 期 望 
Eilzt+ij( 它 恒 等 于 最 小 均 方 误差 预报 ) 与 最 小 均 方 线性 预报 一 致 ， 
在 模型 (5.1.1) 中 对 于 随机 冲击 at 的 最 低 要 求 就 是 Ellar) = 
0,7 > 0 。 这 种 情形 对 某 些 本 质 为 非 线 形 的 过 程 可 能 会 不 成 立 ， 
有 关 问 题 的 研究 近来 受到 极 大 关注 (例如 ， 参 见 [160],[188]) 。 事 
实 上 ， 这 类 过 程 可 能 具有 形 如 (5.1.1) 的 线性 表示 ， 冲 击 a, 并 不 
是 独立 而 只 是 不 相关 的 ,那么 最 佳 预报 Elze] 可 以 与 由 (5.1.11) 
得 到 的 最 佳 线性 预报 2ι(1). KAR. 

对 于 a > 1 的 非 平稳 情形 ,前 文中 的 (5.1.13) 式 只 是 形式 上 基 
于 无 穷 神 击 表示 式 (5.1.3), 我 们 也 可 以 形式 上 由 模型 (5.1.5) 的 截 
断 形式 推出 (5.1.13) 。 为 些 ， 我 们 假设 相对 于 初始 固定 原点 有 < 
RRRA Ck(t 一 上)( 在 时 刻 上 已 确定 ) 与 整个 冲击 序列 ak+ii > 0 
是 独立 的 . 因此， 对 (5.1.5) 中 第 一 方程 的 右边 取 条 件 期 望 ， 我 们 
得 到 


Ει[2ε-µ] = ĉe (l) = daze + Piria +- 
+ Pep1-k-14k41 + Ce (t +i- k) 


这 就 是 在 原点 t 的 最 小 均 方 误差 预报 . 该 式 也 可 用 (5.1.11) 右边 
第 二 项 作 形 式 上 的 表示 ， 
2. 提前 | 期 的 预报 误差 是 


6ι({) = ati + Ψιαιμ--ι t+ + Piata (5.1.14) 
由 于 
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Εἠει(Ό] = 0 (5.1.15) 
故 预报 是 无 偏 的 。 且 预报 误差 的 方差 为 
V(I) = νατ[ει(ϐ)] = (1+ φὶ +43 +--+ piao (5.1.16) 
3. 容易 证 明 ， ΤΊ. (1) a 的 最 小 均 方 误差 预报 ， ARE 
{Β AY) ΠΊΕ 2 HE R δα wa 也 是 未 来 观测 值 相 应 函数 Luize 


的 最 小 均 方 误差 预报 。 例如 ， 假 设 由 月 度数 据 我 们 利用 6. 1.13) 
已 得 出 了 未 来 第 1,2,3 个 月 产品 销售 量 的 预报 值 Ζι(1), 2ι(2), 22(3), 
那么 ,下 一 季度 销售 量 tit zt+2 十 z+3 的 最 小 均 方 误差 预报 就 
是 2ε(1) + ξε(2) + &(3) . 

4. 提前 1 期 的 预报 误差 就 是 冲击 。 利 用 (5.1.14), 提前 1 期 的 
预报 误差 是 : 

ει(1) = ze41 — 2(1) = at+l (5.1.17) 
因此 , 在 此 之 前 ， 对 于 生成 过 程 的 冲 量 a 我 们 还 只 是 作为 一 组 独 
立 的 随机 变量 或 冲击 而 引入 ， 现 在 证 明了 它 就 是 提前 1 期 预报 的 
RE. 由 此 得 知 ， 对 于 最 小 均 方 误差 预报 而 言 ， 提 前 1 期 的 预报 
误差 必然 是 不 相关 的 。 这 一 点 是 很 明显 的 ， 因 为 如 果 提 前 1 期 预 
报 误差 是 相关 的 ， 那 么 在 一 定 程度 上 预报 误差 a 就 可 以 用 已 
有 的 预报 误差 αι, Qt 一 1 Ct 一 2…- 去 预报 ， 车 由 此 得 到 的 预报 为 Ĝt+1; 

A 2&(1) + â 就 是 比 2&1) 更 好 的 2141. 的 最 佳 预 报 . 

5. 预报 误差 之 间 的 相关 . 尽管 提前 一 期 最 优 预 报 误 差 是 不 相 
关 的 ， 但 是 对 于 较 长 的 预报 期 ， 预 报 误差 一 般 就 是 相关 的 了 . 在 
节 A5.1.1 中 我 们 推导 了 从 不 同 原点 上 和 + 上 一 了 了 出发， 都 是 ! 期 预 
报 的 误差 e(l) 和 et-i 之 间 相 关 的 一 般 表 达 式 。 同 样 ， 从 同一 
原点 出 发 ,做 不 同期 数 预报 的 预报 误差 ec(1) A e(l +i) 之 间 也 是 
相关 的 。 其 后 果 是 预报 函数 常常 会 存在 趋势 性 ， 即 相对 于 最 终 得 
到 的 观测 序列 来 说 ， 预 报 值 全 都 位 于 其 上 方 或 下 方 . 在 节 A5.1.2 
中 我 们 给 出 从 相同 原点 出 发 所 作 预 报 误 差 e(l) M elt 1) 之 间 
相关 的 一 般 表 达 式 . 
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5.1.2 预报 的 三 种 基本 形式 


我 们 已 经 看 到 ， 提 前 ! 期 最 小 均 方 误差 预报 2,(L) 是 2241 在 
原点 上 的 条 件 期 望 Elzan] 利用 这 一 事实 ， 我 们 可 以 写 出 三 种 不 
同形 式 的 预报 表达 式 ， 这 对 应 于 在 本 节 开 始 所 归纳 的 表示 模型 的 
三 种 方式 . 为 了 记号 方便 ， 我 们 暂时 约定 用 方 插 号 表示 在 上 的 条 
件 期 望 ， 即 


αμ] = Ειίαι] [δεμ]-- Eele] 


对 于 上 > 0, 表示 预报 的 三 种 不 同形 式 为 : 


ΒΞ EBS MMR 对 (5.1.2) ENA RA, 我 
们 得 到 


[ze = 2ι(ἰ) = ρι[ζενι-ι] 十 … 十 Pprdlzt+ 一 pa 


5.1.18 
-bllas 一 elaett 二 [ad OOO? 

求 和 形式 表示 的 预报 ”利用 (5.1.3) 我 们 有 
[γι] = &(1) = [agi] + Vilari] + -e + ψι--τ]αι γι] (5.1.19) 


+ pilar] + φι-ιἷαι- ι] +--- 


这 是 前 文中 已 见 到 的 (5.1.13) 形式 。 另 外 ， 利 用 模型 (5.1.5) HR 
断 形 式 ， 我 们 有 


[ζει] = 2ι(1) = [atti] + φιίαεγι-ι] + --- 
+ We41—e-1[Ak41] + Ck(t+1-— k) (5.1.20) 
一 [αι νι] + ψι[αιμι 1] +--+ vi—i[ae41] + σι() 


这 里 Ci(l) ZEBRA t HRAM. 


预报 作为 过 去 观测 值 的 加 权 平 均 ,以 及 利用 从 同一 原点 的 过 
去 几 期 预报 值 所 做 的 预报 ”最 后 , 在 (5.1.7) 中 取 条 件 期 望 可 得 到 
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[z+] = 2ι(1) = 2 nlzi] + [asm] (5.1.21) 


应 该 注意 到 ， 最 小 均 方 误差 预报 是 用 如 下 的 条 件 方 差 所 定义 的 : 
[Ze41] = Ει[ε-με] = Elz+! | Zt; %t-1,°° | 


在 理论 上 , .这 需要 追溯 到 无 穷 过 去 的 所 有 2 的 信息 ， 但 是 ， 我 们 
赋予 一 般 ARIMA 模型 的 可 逆 性 条 件 保 证 了 (5.1.21) 中 的 π 权 构 
成 收敛 级 数 . 因此 ， 为 了 在 给 定 精 度 下 计算 预报 值 ， 可 取 某 个 k, 
当 了 > 类 时 上 述 和 式 对 δι; 的 依赖 性 可 以 忽略 。 在 实际 中 ， r 
权 通 常 收敛 得 较 快 ,因此 在 计算 时 无 论 采用 哪 一 种 形式 的 模型 ， 
只 需要 适当 长 的 序列 zt, zt1, z-e 就 能 使 预报 达到 足够 的 精 
度 . 我 们 所 讨论 的 方法 稍 加 改进 就 可 以 计算 精确 的 有 穷 样本 预报 
Elze+t | zt, zt- e 21], 这 是 基于 有 限 长 度数 据 zt, -1,0 ,zl 的 
预报 . 

为 了 计算 在 表达 式 (5.1.18) 到 (5.1.21) 中 出 现 的 条 件 期 望 
REBRA, Fj 是非 负 整数 则 有 


[21-.1] = Εε[ζε-.}} = zt- (j= 0,1, 2,---) 

[2245] = Et [ze+j] = Σι) (7 = 1,2, n -) 

αι. |] = Ει[αι..;] = αι ; (5.1.22) 
= 4t—j — %-~j;-1(1) (7 = 0,1,2,--- 

[αι κ] 一 Ει[ανι ο) Ξ0 (3 = 1,2, °° -) 


因此 ， 为 了 得 出 预报 值 2&0, 我 们 可 用 前 文 所 述 三 种 显 式 表示 的 
任何 一 种 写 出 关于 ep 的 模型 ,并 按照 下 面 规则 处 理 右边 各 项 : 
1. z-;(j = 0,1,2,…) 是 在 原点 时 刻 t 已 经 发 生 的 ， 故 保持 
不 变 . 
2. z+j(j =1,2,---) 是 尚未 发 生 的 , 用 在 原点 t 的 预报 值 5ι(}) 
来 代替 . | | 
3. αι 14 = 0,1,2,-- -) 是 已 发 生 的 ， 用 a—j —%-3-1(1) 得 出 . 
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4. atlj =1,2,---) 是 尚未 发 生 的 ， 用 0 代替。 
对 和 常规 计算 来 说 ， 直 接 使 用 差分 方程 形式 (5.1.18) 最 简单 ， 
因此 预报 值 可 按 下 面 的 显 式 递 推算 出 : 


p+d 


q 
(1) = Ὁ p38 (1-5) — Ὁ Ojai 
j=l j=1 


这 里 2ι(-7) = [σι], 当 了 > 0 时 表示 观测 值 ， 当 预报 提前 期 1> gq 
时 ， 上 式 中 的 滑动 平均 项 不 存在 . 


fl: 用 差分 方程 形式 进行 预报 ”在 第 七 章 中 将 说 明 ,， 序列 C 
可 用 下 面 模型 近似 表示 : 


(1 一 0.8B)(1 一 ΕΒ)2ι γι = Qt41 


Bp 
(1 —18B+ 0.8B7) 241 = αι γι 
或 
211 = 1.82¢41-1 一 0.824412 + Gry 
原点 上 的 预报 是 


Ζε(1) = 1.82, 一 0.852 ι 


可 以 看 出 , 预报 值 可 依次 用 22(1), 2:(2),--- 递 推 产生 . 在 前 例 中 ， 
恰好 没有 滑动 平均 项 ， 如 果 存 在 滑动 平均 项 也 不 会 造成 额外 的 困 
难 。 在 本 章 稍 后 ， 我 们 要 考虑 在 控制 问题 中 出 现 的 一 个 序列 ， 在 
t 十 ! 时 刻 相应 的 模型 是 

V? zepi = (1 —0.9B + 0.5B)ar41 
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于 是 


Zep = 2241-1 — Ze41~-2 + Ge41 — O.9a¢41~-1 + 0.5a4¢41_2 
δι(1) = 22; — 2ι ι-- 0.9αι 十 0.5at 1 
2ι(9) = 28,(1) — ze +0.5a, 

a = 23,(l -- 1) -- βε({ — 2) (1 =3,4,---) 


在 以 上 表达 式 中 我 们 应 当 记 住 : a: 2ι-- £¢-1(1), @e-1 = 21-1 一 
4:-2(1), 且 在 预报 过 程 刚 开始 时 ， 可 令 未 知 的 a 等 于 它们 的 无 条 
件 期 望 值 ( 即 为 0) . 

按照 约定 ， 通 常 假设 数据 从 时 刻 s = 1 开始 可 以 使 用 ， 利 用 
模型 的 差分 方程 形式 (5.1.2) 进行 递 推 计算 所 需要 的 as 是 


as = Zs 一 Z,~1(1) 


= Zs — Eviz- — θα.) (s=p+d+1,--- ,t) 
对 于 s < p+d+l, RM a, HS. 利用 另 一 种 方法 我 可 以 得 
到 更 精确 的 预报 形式 ， 即 对 刚 开始 预报 时 必须 用 到 的 c。 和 2. 初 
值 ， 采 用 反 向 预报 的 技术 加 以 确定 . 这 一 技术 的 实质 就 是 确定 初 
fia, 和 zs 关于 有 效 数 据 段 的 条 件 期 望 ， 以 此 作为 从 时 刻 s*=1 
Ἐ ΠΒ RR. 这 种 技巧 在 第 7 BAK ARIMA 模型 参数 估计 
内 容 中 还 要 讨论 . 运用 反 向 预报 技术 获得 a 和 z 必需 的 初 值 ， 在 
利用 样本 数据 z, zt-1，,"… ;Zl 的 有 限 过 去 信息 基础 上 ， 我 们 最 终 
得 出 了 的 最 小 均 方 误差 预报 五 [zt | Zt, zz 1 , 21] . MRE 
提供 充分 长 的 数据 序列 ze, ει," ,zi, 那么 ， 两 种 不 同 的 初 值 处 
理 方法 对 预报 值 2(1) 的 影响 是 可 以 忽略 的 . 

对 于 ARI(p, d) 的 特殊 情形 ( 即 g = 0 的 ARIMA 过 程 ), 预报 
值 不 依赖 于 a 或 z 的 初 值 ， 事 实 上 ， 从 (5.1.18) 看 出 ， 预 报 值 为 

Ze (1) = 91 24(L-1) +9222 (l—2)+---+ppa%(l-p—d) (1--1,2,:::) 
起 始 值 是 2ι(1) = ize 十 azt -1 十 … 十 Yp+d2t+i—-p—-ad 。 由 此 我 们 
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看 到 ， 这 一 模型 的 任意 ! 期 预报 20) 只 依赖 于 该 过 程 最 邻近 的 
pt+d 个 观测 值 zt, xz-1……，zt+l-p-d 但 当 预 报 期 较 长 就 并 非 如 
ET. 当然， 并 不 能 认为 这 时 a 的 影响 就 不 包含 在 预报 值 中 。 例 
如 ， 在 前 文 的 例子 中 ， 23) 依赖 于 2ι(2) P 2ι(1), 它 同 样 也 依赖 
Ἔαι M at. | 
最 后 , 我们 注意 到 对 于 d > 1 的 ARIMA 过 程 ， 另 一 种 考察 预 
报 的 方法 可 能 是 有 用 的 . 例如 ， 对 于 d= 1 我 们 有 w= (1 -- Β)2ι 
或 z = w + z-i 这 里 ， wi 是 平稳 ARMA(p,q) 过 程 。 因 此 过 程 
Ζ 的 预报 可 表示 为 
(DD) = & (1) + ξε({ -- 1) = He (1) + -- 1) + --- +m (1) + & 
其 中 , 预报 值 (0) BH w 的 ARMA(p,9) 过 程 基于 数据 w, wi, 
… 得 到 . 类 似 地 , 对 于 d= 2, Aw, = (1-- BY z = Zzt—2zt—1 + 24-2 
我 们 得 到 2ι(1) = ὤι(() 十 220 — 1) -- Ξε({ -- 2) =F 4m tt 


1 三 0 
ἰ(Ζε--Ζε-.1), 等 等 . 


5.2 预报 的 计算 和 修正 


5.2.1 进行 预报 的 方便 格式 


经 常会 遇 到 这 样 的 情形 ; 我们 需要 作 提 前 多 期 的 向 前 预报 ， 
如 提前 1 期 ，2 期 ，…, 工 期 。 我 们 按照 表 5.1 所 示 计 算 格式 
很 容易 由 其 它 一 些 值 把 每 期 预报 值 算出 ， 在 表 中 给 出 的 预报 是 以 
t = 20 为 原点 对 序列 C 做 出 的 ， 预 报 期 为 [= 1,2,3,---,14. 
对 角 线 的 排列 形式 使 得 每 个 预报 值 在 对 着 被 预报 值 的 位 置 出 现 . 
如 220(6) = 22.51 是 在 原点 20 对 226 做 的 预报 ， 因 此 它 的 值 对 着 
z26 。 在 t = 21,22 等 等 的 σι 的 实际 值 用 较 大 字体 表示 ， 为 的 是 
提醒 大 家 注意 ， 在 进行 预报 时 ， 这 些 值 实际 上 是 不 能 使 用 的 . 
利用 (5.1.23) 很 容易 进行 计算 。 例 如 
ĉ20(1) = (1.8 x 23.4) — (0.8 x 23.7) = 23.16 
$20(2) = (1.8 x 23.16) — (0.8 x 23.4) = 22.97 
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一 旦 新 数据 σοι 成 为 可 以 使 用 的 ， 我 们 立刻 就 产生 一 组 新 的 预报 
值 并 将 其 填 在 表 中 所 示 预 报 值 的 下 方 。 利 用 at = % — 3: ι(1) 这 
一 事实 ， 每 当 得 到 新 数据 a 时 ， 对 应 的 αι 就 可 计算 出 一 用 与 
at 紧邻 的 左右 两 个 表 值 相 减 。 也 就 是 一 旦 zzl = 32.1 是 可 以 使 用 
的 ， 我 们 就 可 以 插入 az 对 应 的 表 值 -0.06=23.1-23.16. 


5.2.2 ψ 权 的 计算 


假设 我 们 需要 做 提前 期 为 1,2,… L 的 预报 .为 了 得 到 预报 
值 的 概率 限 ， 并 使 新 的 预报 值 能 通过 修正 旧 预 报 而 算出 ， 这 样 就 
必须 计算 权 数 加 ,V2,… ,wrL-1 。 这 可 以 通过 利用 (5.1.4) XA, 
形式 上 有 


φ(Β)π(Β) = θ(Β) (5.2.1) 
在 下 式 中 令 B 的 同 突 次 系数 相等 : 
(1—-p1B-—.— Gp aBPV\(1 + WB + 2B? +--+) 
2 (5.2.2) 
= (1 — 0, B — 02B? —... — 0, B°) 
己 知 和 8 的 值 ， 通 过 令 B 的 系数 相等 得 到 为 
Yı = 91 - 


2 = φιψι + 2 — b2 
(5.2.3) 
Pj = 91j-1 +--+ + Gptadj—p-a — 9; 


这 里 ， Yo=1%7;=-0457<0RO=04%5j>q. HK BK 
Pp 十 d 一 gq 和 9 PRAA, BA, 4I>KNY REPRESS 
程 ， i 

Pj = 915-1 + povj-_2+-+ PptidYj—p—d (5.2.4) 
Alt y RA SHEARS. 例如 ,对 适合 于 序列 C 的 模型 a 
1.88 + 0.8Β2)2ι = αι 我 们 有 


(1 --188 + 0.8ΔΒ2)(1 + YyıB +.B? 4---)=1 πμ 
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直接 令 B 的 系数 相等 , 或 是 利用 (5.2.3) 和 (5.2.4), 其 中 φι 1.8 
各 pa = 一 0.8, 我 们 得 到 


ψο =1 
pi = 1.8 
pi = 1.8y;_1 — 0.8%;_2 (7 = 2,3,4,---) 


因此 


eo = (1.8 x 1.8) — (0.8 x 1.0) = 2.44 
ths = (1.8 x 2.44) — (0.8 x 1.8) = 2.95 


等 等 。 本 例 中 的 ψ 值 在 表 5.1 中 的 第 二 行 给 出 . 
5.2.3 4% 权 在 修正 预报 值 中 的 应 用 


我 们 有 兴趣 考虑 产生 预报 的 另 一 种 方法 。 利 用 (5.1.13) πῶ, 
可 以 把 Ζει 在 时 间 原 点 上 二 1 和 上 的 预报 值 24O 和 2ι(ἱ -- 1) 
分 别 表 示 为 


Žt+1 (l) = Piati + Pipile + Pitat + °° 
Ζε({ +1) -- 十 WA+iat + φῃᾳλαι.1-:-- 


两 式 相 减 得 到 
+1(0) = e(l + 1) + Piaty (5.2.5) 

显然 ， 只 需要 加 上 提前 1 期 预报 误差 at+l 的 某 常 数 倍数 ， 我 们 就 
可 以 把 在 原点 上 对 nyy ASR BERRA PERO tt a4 
的 预报 值 ， 而 这 个 常数 乘 子 就 是 V. | 

这 样 就 得 出 一 个 十 分 重要 的 结论 . 假设 我 们 现在 已 经 有 了 在 
原点 上 提前 期 为 1,2,… , 工 的 预报 值 . 一 旦 有 了 za, 我 们 就 可 以 
计算 at+l = ay- al, ARARA, 得 到 在 原点 t 十 1 经 修正 
的 预报 值 即 为 21450!) = 2(1+1)4+ dies, 这 里 = 1,2,:… ,了 -1. 
提前 期 为 工 的 新 预报 值 名 +H1( 了 ) 不 能 用 这 种 方法 计算 但 是 由 提 
前 期 较 少 的 预报 值 并 利用 差分 方程 可 以 很 容易 地 得 到 该 预报 值 . 
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我 们 再 来 讨论 一 下 序列 C 的 预报 .在 表 5.2 中 ， 时 间 原 点 
t = 21 的 预报 值 是 在 前 文 表 5.1 中 的 诸 预 报 值 加 上 修正 项 而 得 
到 . 为 了 得 出 这 些 预 报 值 ， 或 者 可 以 用 直接 的 方法 ， 这 同 在 原点 
t = 20 为 得 到 预报 值 而 进行 的 计算 一 样 ， 或 者 可 以 利用 修正 方程 
(5.2.5) 。 乡 权 的 值 列 在 表 5.2 中 的 第 二 行 ， 可 以 很 方便 地 计算 . 

特别 ， 当 我 们 一 旦 知道 了 zl = 23.1, 就 可 以 算出 az = 23.1 一 
23.16 = 一 0.06, 于 是 有 

221(1) = 22.86 = 22.97 + (1.8)(—0.06) 


291(2) = 22.67 = 22.81 + (2.44)(—0.06) 
2o1(3) = 22.51 = 22.69 + (2.95)(—0.06) 


等 等 。 
5.2.4 任意 提前 期 预报 概率 置信 限 的 计算 


(5.1.16) 式 表 朋 ， 在 一 般 情况 下 ， 在 任何 时 间 原 点 t 的 提前 ἱ 
期 预报 误差 方差 是 


et(l) = [z+1 — βι(Ό]7 
的 期 望 ， 即 
Vi) = (1+ Σ ψλ)σ 


例如 ， 利 用 在 表 5.1 PAS ψ δι, 序列 C 的 函数 ν(1}/σ2 值 在 表 5.3 
中 给 出 ， | 

假设 a EES, AEX t 时 刻 之 前 的 信息 已 知 时 ， 过 程 未 来 
值 2141 的 条 件 概率 分 布 p(z+i | zz,zi-_1,… ) 将 是 正 态 ， 其 均值 为 


(0), 方差 为 (1+ 于 好 )Y20。， 图 5.1 表示 当时 间 原 点 上 = 20 之 
前 的 信息 给 出 时 ， 序 列 C 未 来 值 z21, 222, 224 的 条 件 概 率 分 布 。 
表 5.3 序列 C 的 方差 函数 | 


V(Q)/o2 | 1.00 4.24 10.19 18.96 30.24 43.86 59.46 76.79 95.52 115.41 
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16 17 18 19 20 21 22 23 24 
tm 
图 5.1 当 原 点 t=20 之 前 的 信息 给 出 时 ， 序 列 C 未 来 值 221,222 
和 zzs 的 条 件 概率 分 布 


在 第 7 章 我 们 将 要 说 明 怎 样 由 时 间 序 列 数据 得 到 方差 oa 的 
估计 sa. 当 观 测 值 的 数目 不 少 于 50, 就 可 以 用 这 种 方法 求 得 的 sa 
RE σι, H zep 的 接近 于 1 一 e 的 概率 置信 限 2ενι(--) 和 zeelt 
由 下 式 给 出 | 


i-1 
zegi(t) = 2¢(l) + uejo(1+ >> 43) sa - (5.2.6) 


j=1 


其 中 ua: 是 偏差 值 ， 标 准 正 态 分 布 以 概率 e/2 超过 该 值 . 
EE 7.13 中 给 出 了 : 对 于 序列 Csa = 0.134, 因此 ， 例 如 对 
2ι(2) 其 50% 和 95% 的 置信 和 限 可 以 给 出 如 下 : 


50% BR: 2,(2) + (0.674)(1 + 1.82γ1/2(0 134) = 2ι(2) + 0.19 


95% 置信 和 限 : 总 (2) 土 1.96(1 + 1.82)1/2(0.194) = 2ι(2) + 0.55 


在 表 5.1 和 表 5.2 中 ,将 预报 值 加 上 或 减 去 表 头 的 第 四 、 第 五 
行 ， 就 得 到 分 别 相应 于 50% 和 95% 的 概率 限 . 概率 限 将 预报 值 
EFRA. 
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95% 置信 限 ον 
--. 
Peace we P89 omnes 


50% ἘΠΕ δ᾽ 
名 预报 函数 


20 40 60 80 


图 5.2 FAC 的 预报 和 概率 限 


在 图 5.2 中 给 出 序列 Ο 的 一 段 数据 ， 同 时 给 出 以 t= 20 和 
t 二 67 为 原点 的 提前 若干 期 预报 值 (用 ”十 学 ”标明 ), 还 给 出 了 
zao(l) 的 50% 和 90% 的 概率 限 ， 这 里 /= 1,2,.… ,14 。 当然 我 们 
应 该 注意 到 ael) Marit) 的 解释 . 概率 限 的 含义 是 ， 在 给 出 
了 直到 原点 t 之 前 所 有 信息 的 条 件 下 ， 真 实 值 将 以 1 一 e 的 概率 
出 现在 上 、 下 置信 限 之 间 ， 即 
Ῥτίσινι(-) < zti < Ζερι(!-)} =1-€ 
上 述 解 释 中 的 概率 只 能 运用 于 单个 预报 值 ， 而 不 是 针对 不 同 提前 
期 的 预报 值 。 例 如 ， 对 于 预报 提前 期 为 10 的 概率 限 ， 值 2410 将 
以 95% 的 概率 出 现 于 其 间 , 但 是 如 果 希 望 所 有 未 来 值 以 同样 的 概 
率 水 平 出 现在 同一 概率 限 之 间 ， 便 是 不 可 能 的 了 . 


5 ,3 预报 函数 和 预报 权 


直接 利用 差分 方程 形式 是 计算 预报 值 最 简便 的 方法 。 单纯 从 
计算 的 角度 来 看 ， 其 它 模 式 都 不 太 方便 。 然而， 从 研究 预报 性 质 
的 角度 出 发 ， 更 详细 地 考虑 在 节 5.1.2 中 所 讨论 的 其 它 的 预报 形 
式 ， 特 别 是 考虑 预报 函数 的 显 式 ， 将 是 非常 有 益 的 . 
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5.3.1 自 回归 算 子 所 确定 的 最 终 预报 函数 
在 上 十 ! 时 刻 ARIMA 模型 可 以 写成 


Zt+1— 1241-1 — - Pp+d2t4l—p—d = αι --θιαι!-{ι-1----- qGt+l—q 
| (5.3.1) 
在 时 刻 t 对 (5.3.1) RGB, Bl > 9 时 我 们 有 


ĉ (1) — pêl —1)—-++ = Pp+aĉt(l — p — d) =0 (l> 9) (5.3.2) 
其 中 , 对 于 了 > 0, 理解 为 (i) = τι. 差分 方程 (5.3.2) 的 解 为 
all) = bP fo(l) +O AL) +--+ δρια 1 fosaill) (5.3.3) 


这 里 1! > gp 一 d ,我 们 注意 到 预报 2ι() 就 是 在 第 4 章 中 引入 
的 余 函 数 . 在 (5.3.3) RP, foll), fi,- ,fp+a-1(1) 是 预报 提前 
期 ! 的 函数 ， 通 常 它们 可 能 包含 多 项 式 、 指 数 、 正 弦 和 余弦 ， 以 
及 这 些 函数 的 乘积 . 函数 foll) Al,- frail) PAS p TH 
如 Gi 和 Di sin(2rfl+ F) 的 衰减 指数 和 衰减 正弦 项 ， 它 们 分 别 对 
应 着 与 平稳 自 回归 算 子 有 关 的 φ(Β) = 0 的 根 ;这 些 函 数 中 还 包 
含 d 个 多 项 式 项 i = 0,1,… ,d -1, 多 项 式 为 4 一 1 次， 这 是 
与 非 平 稳 差分 算 子 Vi = (1 一 B) 相 联 系 的 。 当 时 间 原 点 给 定 
时 ， 系 数 5 对 于 所 有 的 预报 提前 期 ! 都 是 常数 ， 但 是 它们 将 随 
着 原点 的 改变 而 变化 ， 使 之 适应 于 序列 已 观测 部 分 的 特性 。 从 现 
在 起 RANK (5.3.3) 式 所 定义 的 函数 为 最 终 预 报 函数 ， 所 谓 
“最 终 ”是 因为 假如 恰好 是 > p+d, 那么 这 个 函数 只 能 对 提前 
l>q—p—d FMR. . 

我 们 从 (5.3.2) 式 可 以 看 出 ， 广 义 自 回归 算 子 8(B) 决定 了 预 
报 函数 的 数学 形式 ， 也 就 是 决定 了 (5.3.3) 中 } ΕΤΕΙ, 具体 说 
来 ， 即 是 决定 了 预报 函数 是 否 为 多 项 式 、 正 弦 余 弦 混 合 形式 、 指 
数 混合 形式 ， 或 者 为 这 些 函数 的 组 合 。 
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5.3.2 ”滑动 平均 算 子 在 确定 初 值 中 的 作用 


自 回归 算 子 决定 了 最 终 预报 函数 的 性 质 ， 而 滑动 平均 算 子 的 
作用 是 确定 预报 函数 ， 使 之 ”适应 ”于 数据 ， 也 就 是 决定 了 如 何 
对 bof... ,bt 进行 计算 和 修正 . 

例如 考虑 IMA(0,2,3) 过 程 


Zett 一 2241-1 + 241-2 = Atti — iati — Ooarti2 — O3at4i-3 
利用 节 5.1.2 中 关于 条 件 期 望 的 讨论 ， 预 报 函 数 定义 为 


Zi(1) = 2z: — 22-1 — θιαι — θοαι..ι — θᾳαι..2 
δι(2) = 22ι(1) — z: — θχαι — θ4αι ι 

54(3) = 22(2) -- 2(1) — bsa 

2, (l) = 22, (1 — 1) -- % (1 — 2) (I > 3) 


由 于 ¢(B) = (1 一 BY, 因此 最 终 预报 函数 是 直线 
2(1) =P +b (>1) 


如 图 5.3 中 所 示 ， 该 直线 通过 2ι(2) 和 23). Rit, WREKE θε 
项 ， 则 有 gq 一 p 一 d = 0, 于 是 任意 步 长 的 预报 值 都 在 过 2ι(1) 和 
2ι(2) 的 直线 上 . 


ΕΙ 5.3 一 个 IMA(0,2,3) 过 程 的 最 终 预 报 函 数 
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对 于 一 般 情形 ， 由 于 只 有 一 个 形 如 (5.3.3) 的 函数 通过 2 十 d 
个 点 ， 而 最 终 预报 函数 就 是 满足 O(B) 所 要 求 形 式 的 唯一 曲线 ， 
且 通 过 p + ἆ 个 “关键 值 ”24:(¢),2(¢ -- 1),--- ,4(a-p-—d+ 1), 
其 中 2ι(-- 1) = a-l = 0,1,2,…) 。 对 于 gq = 0 的 极端 情形 ， 
模型 为 纯 自 回归 形式 p(B)zit = 0, 这 时 最 终 预报 函数 曲线 通过 后 
Σε Zt-17"… ,因此 , 这 些 关键 值 可 能 包含 预报 值 或 序列 的 真实 值 ， 
在 图 中 关键 值 用 殴 圈 标 出 .。 

模型 中 出 现 的 滑动 平均 ”回溯 ”到 观测 序列 ， 帮 助 我 们 决定 
预报 函数 (由 自 回归 算 子 p(B) 所 确定 ) 通过 的 路 径 。 图 5.4 表示 
示 (1,1,3) 阶 模型 (1 - $B)Vzt = (1 一 0.B 一 92B? 一 903B*)ai 的 一 
些 情 况 。 权 函数 表明 了 Ze(1), 2ε(2), 2(3) 对 于 Zt, ειν 的 线性 
依赖 关系 。 由 于 预报 函数 包含 p+td=2 个 系数 ， 因 而 它 被 预报 
[8 2ι(3) 和 2ι(2)(ΒΠ Ζι(α) 和 Σι(ᾳ-- 1) 唯一 地 确定 . 下 面 我 们 将 讨 
论 如 何 确定 前 文中 提 到 的 预报 权 函 数 。 


(3) 
#1(3) -一 -一 -3 通过 p+d=2 个 Ἢ 
| 1 关键 值 2ι(ᾳ) 和 (q -- 1), 


le = 3) 的 预报 函数 
预报 的 | 


Ῥ | z,(2) 


5.4 (1,1,3) 1138 (1 - ΦΒ)Υ2ις(1--θιΒ--θ28Β”--.θ9 Βα. 
的 预报 函数 对 观测 值 的 依赖 
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5.3.3 提前 ! 期 预报 的 权 函 数 
事实 上 ， 一 般 模型 也 可 以 写成 逆转 形式 
dy Ξπ(ΏΒ)αι = (1 --πιΒ — 12B? — maB? 一 …)z (5.3.4) 
由 此 我 们 可 以 把 预报 写 为 (5.1.21) 的 形式 . 在 (5.1.21) 中 代 之 以 
条 件 期 望 ， 我 们 得 到 
2,(l) = Σ ιδ -- 1) (5.3.5) 
Z 


如 前 所 述 ， 对 h = 0, 1, 2,°° . δε{--Β 一 Zt—h ο 因此 ， 一 般 有 
(D = πιδε(ἰ-- 1) +--+ + mill) + ize + 4124-1 +e (5.3.6) 


特别 地 ， 


2ι(1) = mize 十 T2zt-1 十 Ts2t-2 十 …: 


提前 多 期 预报 值 也 可 以 直接 表示 成 观测 值 x, zx_i,z_2,… 的 
线性 函数 . 例如 ， 在 原点 t 的 提前 2 期 预报 是 


2,(2) = πι2ι(1) + moze + T3zt-1 ++ 


oo oo 
πι 5 1524541 + ` 5414541 
j=1 j=1 


其 中 


n) = mnj 十 Ti (}-1,2,.:-) (5.3.7) 


依 此 类 推 ， 很 容易 得 出 
Z(t) = > aP σι γι (5.3.8) 
j=1 
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50% WER 


95% 概率 限 
Zt 64 
m seaee” ee wee . 
ee ο e 
62 esseeeo®” 
i> 


t = 30 
5.5 用 Ὅ2ει-(ι-0.98Β8-0.5Η2)αι 拟 合 革 段 序 列 以 及 在 原点 
t = 30 的 预报 函数 ， 预 报 权 和 概率 限 
这 里 
i-1 th 
tO = mii t Some”) 7 =1,2,--- | (5.3.9) 
' ᾱ--1 


而 πὶ) -π,. 。 计 算 这 些 权 数 的 另 一 种 方法 在 附录 A5.2 中 给 出 . 
在 (4.2.22) 和 (5.1.9) 中 我 们 已 经 看 到 ， BL PR Ἐϊ πι, τοι που" "| 
本 身 可 以 通过 比较 方程 


8(B)(1 -mB — 2B? 一 … -) = p(B) 


两 边 的 系数 得 出 ， 有 了 x; 的 值 ， 利 用 (5.3.9) 或 附录 A5.2 的 结果 
就 可 以 很 容易 地 得 到 πὶ) 的 值 . 
例如 再 次 考虑 模型 


V2z = (1 — 0.9B +0.5B")a, 


用 该 模型 拟 合 一 个 序列 ， 在 图 5.5 中 给 出 了 其 中 的 一 段 。 在 下 式 
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5.4 MB v?z.(1-0.9840.5B7)a, BR π $ 


7 


πο 


(2) 


FA- 


1 1.100 1.700 
2 0.490 0.043 
3 —0.109 -0.463 
4 0.343 0.632 
5 -0.254 -0.336 
6 -0.057 0.013 
7 0.076 0.181 
8 0.097 0.156 
9 0.049 0.050 
{0 -0.004 -0.032 
11 -0.028 -0.054 
12 -0.023 -0.026 


中 令 系数 相等 : 
| (1 —0.9B + 0.5B?)(1 — mB — mB? ---) = 1 — 2B + B? 
得 出 权 π; = 0), 由 此 并 利用 (5.3.7) RETO 也 可 计算 出 .在 表 
在 这 个 例子 中 , 用 znz- 表示 提前 1 期 和 2 期 的 预报 值 
分 别 为 


%,(1) = 1.102, 430.402, ι 一 0.112ι.2 -- 0.34z4_3 一 0.252, 4 — st. ` 
Ζι (2) = 1.702 + 0.4324_4 一 0.462ι. 2 一 0.63243 一 0.34z4_4 +.. 


事实 上 如 图 5.5 所 示 ， 这 些 权 数 遵从 衰减 的 正弦 波 . 


5 .4 ”预报 函数 及 其 修正 的 例子 


本 节 将 考虑 一 般 ARMA 模型 某 些 特殊 情形 的 预报 函数 .我 
们 将 用 在 节 5.1.2 中 讨论 的 三 种 不 同形 式 来 表示 预报 函数 。 如 上 
所 述 ， 由 差分 方程 本 身 来 计算 预报 是 最 简单 的 ， 其 它 两 种 形式 对 
于 我 们 在 一 些 特 殊 场 合 了 解 预报 函数 的 性 质 是 非常 有 用 的 . 
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5.4.1 IMA(0,1,1) 过 程 的 预报 
模型 为 Vz = (1 一 θΒ)αι . 
”差分 方程 方法 “在 上 + 1! 时 刻 模 型 可 以 写 为 
| Zt4l = Zt4t—-1 + O24 — OGe41-1 
在 原点 上 取 条 件 期 望 ， 得 到 | 


(1) = Zt — Oz: 


aD =al- >) 541) 


因此 ， 在 原点 t 的 任意 提前 期 预报 都 在 平行 于 时 间 轴 的 直线 上 ， 
利用 τι = δι. 1(1) +a, 这 一 事实 ， 我 们 可 以 将 (5.4.1) 写成 另外 两 
种 有 用 的 形式 . 

第 一 种 形式 是 


3,(l) = S41 (1) + λαι | (5.4.2) 


RE, A=1-0. 该 式 表 明 ， 先 前 的 预报 值 410 没有 体现 出 
αι 值 的 作用 , 我 们 加 上 λαι 对 它 进行 修正 . 在 节 4.3.1 p AEA, 
对 于 任意 给 定 冲 击 at, 入 用 来 度量 被 过 程 的 “水 平 ”永远 吸收 的 那 
部 分 冲击 的 比例 . 因此 ,把 αι 的 一 部 分 Xat( 我 们 预期 会 被 吸收 的 
部 分 ) 增添 到 预报 中 是 合理 的 . 

第 二 种 改写 (5.4.1) 的 方式 为 


al) = Az + (1 — M41 (l) (5.4.3) 


该 式 表明 ,新 的 预报 值 是 上 昌 预 报 值 和 新 观测 值 依 变量 和 的 线性 内 
H. 由 (5.4.3) 显然 可 知 ， 若 入 很 小 ,我们 将 主要 依赖 于 过 去 数据 
的 加 权 平 均 ， 而 对 新 观测 值 z; 大 打 拆 扣 。 反 之， 如 果 入 = 1, 则 过 
ERRELE, 2(1) = z, 即 任何 未 来 时 刻 的 预报 就 是 当前 
Η. 当 入 > 工时 , £41029 A za 之 间 引 入 的 不 是 内 反而 是 外 推 ， 
这 时 ， 在 (5.4.2) 中 必须 增 大 预报 误差 以 说 明 预 报 值 的 变化 . 
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预报 函数 的 求 和 形式 BARR BRE OWE (1-B)4(I) = 
0 的 解 ， 因 此 和 (0 = oS), 且 由 于 g 一 p 一 4 = 0, 可 得 对 于 任意 步 
长 的 预报 有 

2,(1) = ος) (I >0) (5.4.4) 


对 于 任意 固定 的 原点 ， δν) 为 一 常数 ， 因 此 任意 提前 期 的 预报 都 
在 平行 于 时 间 轴 的 一 直线 上 。 然而， 系数 οἱ) 将 随 着 新 观测 值 的 
获得 和 原点 的 推进 而 加 以 修正 。 因 此， 预报 函数 可 以 看 作 是 预报 
提前 期 ! 的 零 阶 多 项 式 ， 其 系数 适应 于 时 间 原 点 t. 

通过 比较 (5.4.4) 和 (5.4.1), 我 们 看 到 


pf) = = Μι (1) = 2 一 θαι 


FH, SHR (43.4) 式 ， 由 于 模型 相对 于 时 间 原 点 的 截断 形式 
为 


Zt = At_k 10t 1+ at + (Zk — θακ) 
一 和 (at 十 … 十 ak+1) 十 at 十 (zk 一 Oak) 


由 此 得 出 
all) = bf” = ASt_nae + (ze — θακ) = Afat +--+ akp) + (zk — Oar) 


Η Pi = AG 一 1,2,---), 因此 ， 当时 间 原 点 从 t 到 t+1 时 ， 自 适 
应 系数 可 按照 下 式 进 行 修正 ; 


Bet) ~ ol) + rare, (5.4.5) 
该 式 类 似 于 (5.4.2) . 


预报 值 作为 既往 观测 的 加 权 平 均 对 该 过 程 而 言 ，(5.3.8) 中 
的 πὶ) 权 就 是 提前 1 期 预报 的 权 数 ， 因 此 ， 利 用 (4.3.6) 我 们 可 写 
成 


Ζε({) = δῷ = 入 2 十 A(1 一 λ}Ζε--ι + 和 (1 一 AP 242 +- (5.4.6) 
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故 对 于 IMA(0,1,1) CH, 任意 提前 期 的 预报 值 是 当前 和 过 去 z 的 
指数 加 权 滑 动 平 均 . 


A: 序列 A 的 预报 在 第 七 章 中 将 说 明 ， 模 型 
(1 一 B)zt = (1 一 0.7B)az 


可 对 序列 A 做 精确 的 拟 合 .在 图 5.6 中 给 出 了 在 原点 t=39,40,41 42 
和 45 以 及 原点 t=79 提前 期 为 1,2,… ,20 的 预报 .该 模型 的 7; 权 
就 是 任意 提前 期 预报 的 权 数 ， 在 表 5.5 中 给 出 . 在 图 5.6 H, Xj 
于 预报 值 2391) 的 这 些 权 数 用 图 示 的 方法 给 出 . 


方差 函数 ”对 于 该 模型 rm = XG = 1,2,…), 因此 ， 提 前 1 期 
预报 方差 的 表示 式 (5.1.16) 成 为 


ν (1) = o2[1 + ({-- 1)λ2] (5.4.7) 


对 于 序列 A 来 说 ， 在 (5.4.7) 中 使 用 估计 s2 = 0.101 是 适宜 的 ， 
我 们 算出 50% 和 95% 的 概率 限 并 在 图 5.6 中 对 原点 t=79 给 出 . 


16 
20 


图 5.6 序列 A 的 一 段 在 原点 t=39,40,41,42,43 和 t=79 处 的 预报 值 


-175- 


M55 对 序列 A 采用 模型 σ:.-(1-0.ΤΒ)α, 作 任意 提前 期 ， 
预报 时 ， 对 既往 ; 使 用 的 权 数 


5.4.2 IMA(0,2,2) 过 程 的 预报 
， 模 型 为 w2z = (1— θιΒ --θ21Β2)αι. 
差分 方程 方法 ”在 t+! 时 刻 模 型 可 以 写成 
Zest = zty 一 ZHI-2 十 QtHi — Oraii 一 02at+Hi 一 2 


EN At AA, RIAS 


2,(1) = 22: — 24-1 — Oat — θ2αι..ι 
,(2) = 2ἑι(1) 一 Zt 一 θοαι 
2,(l) = 2%(1 -- 1) -- ΔΙ — 2) (l> 3) 


由 此 便 可 以 计算 出 预报 值 ， 图 5.5 中 的 序列 就 是 用 这 种 方式 所 做 
的 预报 , 在 节 5.1.2 中 我 们 已 加 以 说 明 , 产生 世 个 预报 值 中 前 艺 -1 
个 的 另 一 种 方法 是 通过 公式 (5.2.5) 加 以 修正 : 


ĉt+1 (0) = 2(l + 1) + Wiat+1 (5.4.8) 


如 (4.3.15) 式 一 样 ， 截 断 求 和 模型 是 


2, 一 Ap St—-k—-144~1 + AS), at ι ται + bl*) + b (t 一 k) 


Ao --1 十 02,A1 = 1] — θι 一 Be (5.4.9) 
| Sei (l) = &(E+ 1) + (Ao + ἐλι)αε-ι (5.4.10) 
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求 和 形式 的 预报 ”最 终 预报 函数 是 (1 -- B) = 0 的 解 ， 
因此 (l) = 08 +001, HF q-p-d=0, 最 终 预报 函数 给 出 的 
任意 提前 期 预报 为 


aD =b +01 (>0) (5.4.11) 
因此 ， 预 报 函 数 是 预报 提前 期 ! 的 线性 函数 ， 相 应 系数 是 依赖 于 
时 间 原 点 t 的 。 随 机 模型 的 截断 求 和 形式 为 
Zt+i = AoSt4i—-k—-1t41—1 + MSP ι + atti 十 oft) + 从 人) (t 十 1 一 k) 
在 原点 t 取 条 件 期 望 ， 我 们 得 到 
2ι(1) = λρδε. και + Az (la; + (l + 1)at—ı 
$e +(L+t—k—L)ags1) +B +0 (εἰ -- k) 
= [λοϑι. και + ASP, ar + OW +P K) 

+ (AS και + ὃς) 

修正 系数 可 和 定义 为 


of = λοϑι. και + λι 50) + oh) + BM”) (t k) 


(5.4.12) 
δ΄) = λι δε και + ὃν) 


或 形式 上 将 无 限 求 和 形式 记 为 的 = λοδαι + λιδθα, 和 δ΄) = 
λιδαι, 由 此 得 到 其 修正 公式 是 


BM = BEY + OY + Aoa 


(5.4.13) 
ο) =o) 十 day 


该 式 与 关系 式 (4.3.17) RW. 在 δ) 的 修正 公式 中 增添 了 一 项 
,通过 斜率 的 调整 以 改变 位 置 参 数 bo 的 值 , 使 之 适合 于 新 的 
时 间 原 点 。 还 应 该 注意 到 ， Xo MAL 分 别 是 冲击 αι 被 传递 进入 
位 置 和 斜率 参数 的 系数 . | 
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预报 值 作为 既往 观测 的 加 权 平 均 对 于 该 模型 而 言 ， 预 报 函 
数 是 通过 预报 值 2ι(1) 和 2ι(2) 的 直线 。 在 图 5.5 中 对 这 类 序列 
的 预报 加 以 说 明 ， 预 报 值 是 在 原点 t+ = 30 作出 ， 并 具有 适当 的 
权 函 数 。 可 以 看 出 ， 整 个 预报 函数 对 预报 值 各 (1) 和 22) 的 依赖 
关系 ， 恰 反映 了 预报 值 对 于 序列 既往 值 z 的 依赖 关系 。 名 (1) 和 
(2) 的 权 咀 数 在 图 中 表示 出 ， 并 在 表 5.4 中 给 出 了 相应 的 值 。 

这 个 例子 再 次 说 明了 AR 算 子 p(B) 决定 了 预报 所 采用 函数 
的 形式 (如 在 本 例 中 是 一 直线 ), 而 MA 算 子 对 于 决定 拟 合 既往 数 
据 的 函数 形式 起 着 重要 作用 . 


预报 函数 的 目 适 应 系数 对 既往 z 的 依赖 关系 ”对 于 一 般 模 型 
来 说 , 由 于 预报 晒 数 自 适应 系数 的 值 是 由 部 (q), 纪 (g 一 1),:… , Ζε(α-- 
p—d+1) 所 决定 的 ， 而 这 些 值 又 能 表示 为 观测 值 的 西数 ， 因此 ， 
自 适应 系数 本 身 也 可 以 表示 为 观测 的 函数 . 

”例如 对 图 5.5 中 的 模型 Vz = (1-0.9B + 0.5B?)as, 有 


all) = Bh) + δὲ) = So ze st 
j=1 


2ι(2) = ΟΝ + οὐ) = 》 πι jr 
j=l 


因此 


pi) = 22,(1) 一 2ι(2) = S (Οπί 一 we?) 26541 


3 一 1 


ol) = 2,(2) — 21) = LoP — a) 24 541 


图 5.7 中 给 出 了 权 函 数 的 图 形 . 
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位 置 参数 6 的 权 | 


斜率 参数 5(9 的 权 


5.7 MÆ V2 2,=(1-0.9B+0.5B" ar, 为 确定 位 置 和 和 斜率 对 既往 值 使 用 的 权 数 


预报 误差 的 方差 利用 (5.1.16) 及 多; = ào + Ίλι, 提前 7 期 
预报 误差 的 方差 是 


V(l) =o%[14 (ἱ-- ι)λὲ -- Z —1)(21—1)A? + AoA1l(1—1)) (5.4.14) 


利用 估计 值 s2 = 0.032, ào = 0.5, 及 和 1 = 0.6, 在 图 5.5 中 给 出 了 
在 原点 上 = 30 各 期 预报 的 50% 和 95% 的 概率 限 。 


5.4.3 一 般 IMA(0,d,9) 过 程 的 预报 


(1 一 B)zi41 = (1 一 6,B 一 6, B? 一 63B* )aty1 
在 时 刻 t 取 条 件 期 望 ， 我 们 得 到 
Ze(1) — 2 = --θιαι — 2011 — θ1αι ο 
%,(2) 一 2,(1) = --θοαι 一 6304_1 
3,(3) ~ 3ι(2) = --θηαι 
Ζε(ἰ) - 2ι(ἰ--1)--0 (1 = 4, 5,6, ---) 
HF q-p-d=2, RAS, M—-Wl>2F 21) = &(3) = 
by .如 图 5.8 中 所 示 ， 在 达到 最 终 预 报 函 数 的 水 平 之 前 ， 预 报 函 
数 有 两 次 初始 的 “跳跃 ”, 跳跃 值 依赖 于 既往 的 a. 
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图 5.8 一 个 IMA(0,1,3) 过 程 的 预报 函数 


对 于 IMA(0, d,q) 过 程 ， 最 终 预 报 函 数 满足 (1- B)22,(1) = 0， 
其 解 为 ! 的 d 一 1 阶 多 项 式 : 


' βε(Ώ) = δ) 4 014 211 + .+ 00 10-1 


该 式 给 出 了 ! > g 一 d 时 的 预报 值 2(0) 。 随 着 原点 改变 ， 系 数 
oo... 00 必须 不 断 地 加 以 修正 。 原 点 t 的 预报 值 将 会 做 
q 一 d 次 “跳跃 ”, 跳跃 值 依赖 于 at, ae_1,- “* Qt—gt+l1; 此 后 ， 预 报 值 
将 遵从 前 述 多 项 式 . 


5.4.4 自 回 归 过 程 的 预报 
考虑 (p,d,0) 阶 过 程 
| p(B)z = αι 


最 终 预报 函数 是 p(B) -- 0 HR. 它 适 用 于 任意 提前 期 的 预报 
且 通 过 序列 的 最 后 p 十 d 个 有 效 值 ， 例 如 ， ΙΒΜ 股票 的 模型 ( 序 
列 B) 十 分 接近 于 | 
| l (1 一 Β)2ι = a: 
因此 | 
2ι(1) ~ Zr 

这 表明 ， 对 于 任何 未 来 时 刻 的 最 好 的 预报 值 非常 接近 于 该 股票 的 
当前 值 。 2ι() MAREE A) t 的 尖峰 ， 而 不 是 历史 值 的 平 
均 . | | 
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平稳 自 回归 模型 ”考虑 (p,0,0) Br A O(B)z: = αι, 这 里 ， 
p(B) FRAT, ú= zau, m Ela) =u. 一 般 说 来 ,该 过 程 所 
产生 的 预报 函数 是 指数 和 衰减 正弦 的 混合 形式 。 特 别 对 于 p = 1 
即 (1,0,0) 阶 模型 


(1 ~ ¢B)% =a; (-1<¢<1) 
对 于 所 有 ! > 0, 其 预报 函数 是 (1 - 4B)z(1) = 0 的 解 ， 即 
2) =o ¢' (人 >0) (5.4.15) 
也 就 是 ll) = o%, ΒΗ, ὃν =% B 
wD = Ζιφ' 


故 对 于 原 过 程 2, 的 预报 值 是 2ι(0 = u+ p(z -- μ). 

因此 最 小 均 方 误差 预报 表明 预报 预示 着 当前 离 差 将 从 均值 按 
指数 衰减 到 零 。 图 5.9(a) 给 出 了 由 过 程 (1 -0.5B)% = αι 产生 
的 时 间 序 列 及 在 原点 t+ = 14 的 预报 函数 .该 函数 的 走势 看 来 是 
由 离 差 为 4 完全 确定 。 类 似 地 ， 对 于 二 阶 自 回归 过 程 的 最 小 均 方 
误差 预报 也 是 如 此 ， 当 前 离 差 从 均值 衰减 到 零 ， 或 是 按照 衰减 正 
弦 波 或 是 按照 两 个 指数 衰减 的 混合 形式 .图 5.9(b) 给 出 了 过 程 
(1 一 0.75B +0.5B7)% = 0 产生 的 时 间 序 列 及 在 原点 t = 14 的 预 
报 值 。 因 此, 预报 函数 在 原点 t 的 走势 由 最 后 两 个 离 差 名 4 ἯΙ zs 
完全 确定 。 


100) 过 程 预报 的 方差 画 数 ”为 了 进一步 说 明 (5.1.16) 的 应 
用 ,我们 来 推导 一 阶 自 回归 过 程 的 方差 函数 . 由 于 在 上 十 ! 时 刻 模 
型 可 以 写成 


Zitl = Geer t+ atp- He plara t φίΖι 
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仅 由 当前 离 差 所 决定 的 预报 走势 


(a) 一 阶 自 回归 过 程 (1 -0.5B)z = at 的 
. 样本 和 在 原点 t= 14 {||} PR 


由 当前 及 倒数 第 二 个 离 差 的 决定 的 


(Ὁ) 二 阶 自 回归 过 程 (1 -- 0.758 + 0.5Β72; = at 
的 样本 和 在 原点 t 二 14 的 预报 函数 


59 一 阶 和 二 阶 自 回 归 过 程 的 预报 函数 


由 (5.4.15) 得 到 


6ι(1) = Ζει — ZD = Qi+L + Qati -1 +--+ plat 
因此 


Y(D Ξ-νατ[ει(!)] = o2(1 + 6? +--+ p?) 
o2(1 — 4) (5.4.16) 
= 


我 们 看 到 ， 对 于 该 平稳 过 程 而 言 ， 当 ! 趋 于 无 穷 时 ， 方 差 增加 到 
常数 yo = o2/(1 -- φ2), 这 与 过 程 的 方差 在 最 终 预 报 值 附近 变化 相 
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(a) (1,1,0) 过 程 (1 — 0.8B)Vz =a, 的 预报 


Φ 
σι 一 δει "ος 


(ο) (1,1,0) 过 程 (1 一 0 了 .8B)(Vzt -- 0.2) = αι 的 预报 
| 图 5.10 (1,10) 过 程 的 预报 函数 


符 。 非 平稳 模型 预报 方差 函数 的 特性 与 此 相反 ， 当 预报 提前 期 较 
多 时 预报 方差 范 数 会 突然 “PEF a 
(2.40) 阶 非 平稳 自 回归 模型 ”考虑 模型 
Φ(Β)Υ 12, = ai 

对 于 该 过 程 作 d 次 差分 , 前 几 步 预报 星 上 升 , 随后 便 回 落 到 均值 。 
若 不 加 声明 , 通常 假定 Viz HAAS, 正 象 我 们 在 第 4 章 中 所 
讨论 的 ， 如 果 需 要 的话 可 以 在 模型 中 引入 非 零 均值 ， 用 Vin {5 
Ven 一 Ho 。' 作 为 例子 ， 考 虑 模型 

(1 —B)(V zi ~ fw) = αι (5.4.17) 
Hti RR t 并 在 原点 t 取 条 件 期 望 ， 很 容易 得 到 (与 (5.4.15) 
st xt Hs) | 

21) -- 21 ~ 1) — pw = H (zi — 2-1 — hw) 
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或 Ὅ,(7) - bw = H (w 一 bw), 其 中 we = Var, 该 式 表 明 被 预报 的 
郑 分 如 何 从 初 值 ωι = zt — 22-1 依 指数 衰减 到 其 均值 Hw 。 对 于 该 
AM j= 131151 ORAM, BRAH 21) = Oe (l) + --- + ÂC) + 2ι, 
我 们 得 到 预报 函数 为 


$- ϕ') 
1—¢ 


2,(L) = 24 + μοὶ + (zt 一 2-1 一 Hw) (l ? 1) 


EA arr thet Be 


FL) = zt + μωΐ + (zt — 2-1 — Hw) 


其 中 决定 性 的 斜率 为 jw . 图 5.10 给 出 了 4 = 0.5,pw = 0 和 
$ = 0.8,µο = 0.2 两 种 情形 的 预报 值 . 我们 在 第 7 章 中 将 说 明 ， 
$ = 0.8, pw = 0 的 模型 (5.4.17) 可 以 近似 地 表示 序列 C, 而 在 图 
5.1 和 图 5.2 中 我 们 已 经 说 明了 有 关 模 型 的 预报 . 现在 我 们 来 考虑 
一 些 重要 混合 模型 的 预报 . 


5.4.5 (1,0,1) 过 程 的 预报 
差分 方程 方法 ”考虑 平稳 模型 
(1 — $B)% = (1 — θΒ)αι 
其 预报 很 容易 由 下 式 得 出 | 


2ι(1) = φΖι -- θαι 


(5.4.18) 
Ζε--ϕφ2εί-1)  (l>2) 


上 面 预 报 值 按 照 几 何 级 数 训 减 到 均值 ， 这 与 一 阶 自 回 归 过 程 相 
同 ， 但 是 它 的 提前 1 期 预报 用 一 个 依赖 于 αι = 2ι-- Ζι.ι(1) 的 
因子 来 改进 。 WMA 


ψ;--(ϕ--θ)ϕ’-' (j =1,2,---) 
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因此 ， 利 用 (5.2.5) 式 ， 提 前 期 为 1,2,.… , 工 一 1 的 修正 预报 可 以 
由 提前 期 为 2,3,… L 的 先前 预报 值得 到 ， 即 按照 下 式 


Zea (ϐ) = ell + 1) + (ὁ -- θγϕί-Ίαιμ 


求 和 形式 ”对 于 一 切 ! > ο, 最 终 预 报 函数 是 (1 ΦΒ)Σι() =0 
的 解 ， 即 


δια (>0) 


从 而 
< (t) > 0 > | θα 
Ζι(1) = bò $ = $% — θαι = |(1— 9) + gu) h 
因此 | | 
a0 = ja- e+ 23.0) ὁ (5.4.19) 
$ ϕ 


由 此 可 知 ， 提 前 ! 期 预报 离 差 从 初始 值 起 按 指数 衰减 ， 而 预报 离 
差 是 先前 的 1 期 预报 离 差 与 当前 离 差 之 间 的 线性 插值 。 当 φ 等 
于 工时 ， 任 意 提 前 期 的 预报 都 成 为 熟知 的 指数 加 权 滑 动 平 均 ， 而 
(5.4.19) 式 就 等 于 (5.4.3) τὸ, 


”用 于 既往 观测 值 的 权 7 权 一 一 即 是 为 获得 提前 1 期 预报 
时 对 经 往 观 测 值 赋予 的 权 一 一 是 


π)Ξ(ϕ- 6) (7 =1,2,---) 


注意 ， 对 于 该 平稳 过 程 来 说 权 数 之 和 等 于 (8 一 9)(1 一 9) 而 不 等 
ΤΙ. WR OST 1, 该 过 程 成 为 非 平稳 的 IMA(0,1,1) 过 程 ， 则 权 
数 之 和 等 于 1, 且 由 该 过 程 产生 的 序列 的 性 状 与 2 的 水 平 是 独立 
的 。 

例如 ， 稍 后 我 们 将 用 $= 0.9 和 9 = 0.6 的 (1,0,1) 模型 拟 合 
l 序列 A, 所 得 权 数 为 πι = 0.30, πο = 0.18, 73 = 0.11, 74 = 0.07, s., 
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权 数 之 和 为 0.75. 预报 值 (5.4.19) 缓慢 地 衰减 到 均值 ， 当 预报 步 
长 较 短 时 ， 其 预报 值 与 由 另 一 IMA(0,1,1) 模型 Vz = αι — 0.7041 
得 到 的 预报 值 难 以 区 分 ， 后 者 的 权 数 是 πι = 0.30, 72 = 0.21, 73 = 
0.15,74 = 0.10 等 等 ， 其 和 等 于 1. 后 一 模型 的 优点 在 于 它 不 是 把 
模型 束缚 于 固定 的 均值 . 


方差 函数 ”由 于 权 由 下 式 给 出 
pj = (9— 00 (j =1,2,---) 
可 得 到 方差 函数 为 


Vil) = 07 114 (¢- eee (5.4.20) 


该 值 渐 近 增加 到 02 (1-260+67)/(1— 9"), 这 正 是 过 程 的 方差 w. 
5.4.6 (1,1,1) 过 程 的 预报 
另 一 种 重要 的 混合 模型 就 是 非 平 稳 的 (1,1,1) 过 程 
(1 — ¢B)Vz = (1 ~ 6B)a, 
差分 方程 方法 ”在 t+1 时刻 模型 可 以 写成 
zttl = (1+ ġ)zt4-1 — $Zt+i—2 + aty — actri-1 
取 条 件 期 望 ， 我 们 得 到 


%(1) = (1 + φ)σι 一 24-1 一 θα, 


δι(1) = (1+ $)ae(1 -- 1) — $&(1 — 2) (ἱ 5 1) (5.4.21) 


求 和 形式 ”由 于 g < p+d, 对 一 切 ! > 0 最 终 预 报 函 数 是 
(1- $B)(1 — B)&(1) =0 的 解 ， 即 | 
ll) = δ) + of ¢! 
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将 2ι(1) ΠΠ 2ι(2) FRA (5.4.21), 显然 可 得 


| 9 

yi!) = Zt 十 1 6 gt 一 2ι..1) -- 1-3“ 

μυ - θαι — φίΖι 一 24-1) 

1 1 一 ϕ 
因此 最 终 得 到 

- a! ο al 
δι(1) = z +$- 2 (zz 一 24-1) 一 o -So 

对 于 较 大 的 4, 显然 预报 值 趋 于 的 ”， 


(5.4.22) 


对 既往 观测 值 加 权 ”在 (5.4.22) 中 消去 a, 我 们 得 到 用 既往 


观测 值 表 示 的 另 一 种 预报 形式 : 


24(0) = [ — ori 一 3) zt 十 [$a — 49] Σι. ι(θ) (5.4.23) 


这 里 ， 环 -1(9) 是 关于 参数 9 的 指数 加 权 滑 动 平均 ， 即 Ξε ι(θ) = 
(1 ~ 9) 芝 0i-1z._; 。 因 此 ， 该 过 程 的 权 只 在 t 时 刻 有 一 单 峰 ， 


从 t 一 1 时刻 开 始 就 是 指数 加 权 滑 动 平均 (EWMA) . 如 果 我 们 称 
(l-a)zrtay 为 z 和 yy 之 间 以 a 为 变量 的 线性 插值 , 那么 ，(5.4.23) 
就 是 οι M Ξι.ι(θ) 之 间 的 线性 插值 。 当 提前 期 为 1 时 ， 插 值 变 量 
是 6 一 ,而 当 预 报 提前 期 增 大 时 ， 该 变量 趋 于 (θΘ-Φφ)/1-Φ). 


例如 ， 当 8=0.9 和 $=0.5 时， 提前 1 期 预报 是 
Z(1) = 0.6z; + 0.42ι..ι(θ) 
预报 提前 期 加 大 时 ， 预 报 值 接近 于 


(00) = 0.22; + 0.8Ζ.. ι(θ) 
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5.5 状态 空间 模型 公式 用 于 精确 预报 
5.5.1 ARIMA 过 程 的 状态 空间 模型 表示 


为 了 预报 ， 同 时 也 为 了 模型 的 设 定 和 参数 的 极 大 似 然 估计 ， 
用 状态 空间 形式 来 表示 ARIMA 模型 近来 引起 了 极 大 定 兴 趣 。 如 
在 节 5.1 中 一 样 ， 对 于 ARIMA(p,9) WE ϕ(Β)2ι = θ(8Β)αι, RAN 
定义 预报 值 为 ἐι(1) = Er [ze+j], 7 二 0,1,… ,7, $P r = max(p + 

d,q+1), K %(0) = z. | 

由 修正 方程 (5.2.5) 我 们 有 2ε(! -- 1) = ĉi (i) + j-r, j = 
1,2,… ,7 一 1 。 此 外 ,对 于 7 了 = "7 > g，, 联系 到 (5.3.2) 我 们 有 
δε(} — 1) = &~1(9) + pi-1at = pea 1 一 让 十 由 -14t 。 因 此 ， 


我 们 将 t 时 刻 的 “状态 ”向量 ,定义 为 具有 PNY, = 
(24,2:(1),--- ,ar 一 1))' 。 由 以 上 关系 我 们 看 出 Y 满足 方程 


ο 1 ο 0 1 

ο 0 1 - ο Yı 
Y,= |- έν. vee ee λε Yı + : αι 

0 0 1 : 

Pr φτ-ι ος; τς” Pi hr 


这 里 ， 当 i>p 十 d 时， y; =0. RNA 
Y=$Y, +a | (5.5.1) 
同时 还 有 量 测 方程 
Zi = z + Ni = [1,0,.:: OW: + Ne = ΗΥΙ +N, (5.5.3) 


假定 过 程 z 是 在 附加 白 噪 声 的 条 件 下 而 被 观测 到 , 则 上 式 中 的 附 
加 噪声 N: 存在 ， 否 则 便 认 为 2 三 瓦 Yt 。 上述 两 个 方程 就 构成 了 
所 谓 的 模型 状态 空间 表示 ， 它 由 状态 方程 (或 称 传递 方程 )5.5.1) 
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和 量 测 方程 (5.5.2) AR, WY: 就 是 所 谓 的 状态 癌 量 。 我 们 注意 
到 ， 存 在 许多 不 同 结构 的 状态 向 量 ， 由 此 也 能 得 出 具有 一 般 形 式 
(5.5.1) 一 (5.5.2) 的 状态 空间 模型 ， 也 就 是 说 ARIMA 模型 的 状态 
空间 形式 不 是 唯一 的 。 上 述 形式 的 两 个 方程 一 般 描 述 所 谓 的 状态 
空间 模型 ， 其 中 含有 非 观 测 的 状态 向 量 Y: 和 观测 值 z: 。 这 两 个 
方程 也 会 在 比 ARIMA 模型 范围 更 广 的 时 间 序 列 背景 中 出 现 . 
我 们 考虑 状态 空间 模型 稍 许 一 般 的 形式 ， 其 状态 方程 为 


Υ, = ΦΥ, | + a: (5.5.3) 


量 测 方程 为 

Z= HY: + Ne (5.5.4) 
其 中 a 和 Νι BASHAM, αι 是 协 方差 阵 为 Σα 的 
向 量 白 品 声 过 程 ， 而 Nt 是 方差 为 cg% HARA. 在 此 模型 中 状 
态 向 量 ( 非 观 测 的 )Y: 概括 了 动态 系统 在 时 刻 t 的 状态 ， 状 态 方 
程 刻 画 了 动态 系统 随时 间 的 演变 ， 而 量 测 方程 (5.5.4) 表明 ， 观 测 
值 Ζι 是 由 受 附 加 白 品 声 干 扰 的 状态 变量 的 线性 组 合 所 生成 。 在 
(5.5.3) 中 的 矩阵 Φ, 是 > xr 的 状态 转移 矩阵 ， (5.5.4) 中 的 A, 是 
1χτ 的 向 量 , 它们 都 可 随时 间 而 变化 . 通常 在 应 用 中 都 是 作为 常 
BJE, δι -δΗι-- Β, 即 对 于 所 有 t > 0, 这 些 矩 阵 都 不 依 
HT t,ARIMA 模型 的 状态 空间 形式 (5.5.1) 一 (5.5.2) 便 是 如 此 . 
在 这 种 情形 ， 系 统 或 模型 称 为 非 时 变 的 .在 状态 空间 模型 中 状态 
HEY, 的 最 小 维 数 必须 足够 大 ， 以 使 系统 的 动态 特征 能 用 形 如 
(5.5.3) 的 简单 的 一 阶 Markov 结构 描述 . 


5.5.2 用 于 预报 的 Kalman 滤波 关系 式 


对 于 状态 空间 模型 (5.5.3) 一 (5.5.4) 来 说 ， 就 是 在 有 限 过 去 时 
段 观测 值 Ζι,---,Ζι 的 基础 上 , 确定 状态 向 量 Y, 的 有 限 样本 最 优 
( 均 方 误差 阵 为 最 小 ) 估计 , IPE Vise = EY tyi | Z,---, Zi, 
,并 以 Vipi = Elles 一 了 er)(Yi +l — Yess) 为 其 误差 协 方 
358. 所 谓 Kalman 滤波 方程 是 一 种 方便 的 计算 方法 ， 特 别 对 于 
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ΚΒ“ RTA ει 也 是 有 效 的 。 如 所 周知 ， 从 某 些 适当 的 初 值 
Yo = ojo 及 Vo = Vojo, 最 优 滤波 估计 Vie 可 由 下 面 的 递 推 关系 
式 给 出 | 

γη, = Ý it-1 -ΚιείΖι- HÝ u1) (5.5.5) 
其 中 

K:=Vi 1HilHiVi ιΗι + oN] (5.5.6) 


且 有 | 
Yea = δι Τι Γι, Wye = BVe apr +Ea (5.5.7) 
及 


Vere 一 [I 一 KiHiV si 


5.5.8 
= Vit- VeilH, [HV 21 Ay + on) HiV ijti ) 


以 上 各 式 中 ， t= 1,2,…. 

在 (5.5.5) 中 令 Qtlt—1 = Zt 一 杂交 tt 1 三 Zt — ζην ι, 该 量 被 
称 为 时 刻 t( 有 限 样本 ) 的 新 息 ， 因 为 它 是 由 观测 值 Ze 提供 的 新 的 
信息 ， 而 不 是 从 系统 既往 观测 (有 限 ) 历史 值 中 所 能 得 到 的 . 因子 
K: 称 为 “Kalman 增益 ” 阵 。 (5.5.5) 中 的 滤波 方法 是 一 种 通过 递 
推 的 “预报 改进 ”或 “修正 ”方式 ， 这 些 方程 用 来 描述 最 小 均 方 
预报 ， 其 有 效 性 可 以 很 容易 地 通过 “修正 ”原理 来 验证 例如， 
对 于 线性 预报 ， 可 按照 修正 原理 验证 如 下 : 


ΕΙΥΙ | Ζεν »'' , Ζι] 一 EY: | Zt 一 ὄι ι, ζει," τ᾽ ,Zı] 
| = EY, | Z1-1,°--Ai]+ ΕΥ | Z- Ζιν ι] 


HPS aye = Ze δει. 与 Zt-1,… p Ze 独立 . 由 (5.5.8) 可 以 
看 出 ,基于 直到 上 时 刻 的 观测 对 Y 估计 等 于 直到 t-11 时 刻 对 了 
的 预报 , 再 用 因子 Κι 与 新 息 aqi 的 乘积 加 以 修正 (5.5.6) 中 的 
方程 表明 Κι 可 以 解释 为 了 : 对 新 息 are 作 回归 时 的 回归 系数 ， 

其 中 var[ay2—1| = HV ir, + oN 及 οον/Γε, Qtlt—1| = η Ες, 
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由 于 ὙΠ = Ηι(2ι-- Zejt-1) Δι, 以 上 各 式 可 直接 由 (5.5.4) 得 
到 。 因 此 一 般 的 修正 关系 为 


Yur = σι + cov[Y τε. 1, deja] {var[aeje—1]} 1αιμ. 


这 里 a-i = Zi 一 Zils-1, 关系 式 (5.5.8) 用 来 作为 对 误差 协 方差 
阵 的 修正 ， 它 可 解释 为 在 新 息 中 可 利用 新 信息 的 协 差 阵 ， 而 预报 
关系 式 (5.5.7) 可 由 (5.5.3) 直接 得 到 . 

一 般 而 言 ， 未 来 状态 值 的 预报 可 由 Yee = δι iiie 对 
1 = 1,2,…… 得 到 ， 其 中 预报 误差 协 方差 阵 是 由 (5.5.7) 式 递 推 得 
到 ， 即 Vitit = Φ,..ιΝεῃι-.ι[εῶ}ιι 十 Za ἔκ, KAMM Z 
的 预报 由 Zest = HyY or 得 出 ， 由 于 Zt41 = HipiY ti t+ Neat, 
了 预报 误差 为 Vere 一 E\(Ze+i 一 Žir) = AV yeh + σλ, 5 

对 于 ARIMA 模型 来 说 具有 状态 空间 表示 (5.5.1) 一 (5.5.2), Β. 
有 Z= z = HY, , È H =([1,0,--- ,0], 这 时 相应 的 Kalman 滤波 
算法 构成 了 基于 数据 Bt, 2t 一 1 νᾶ 得 出 精确 有 限 样本 预报 的 另 
一 种 方法 , 而 ARIMA 过 程 未 来 值 的 估计 会 受到 在 (5.5.5) 一 (5.5.8) 
中 用 到 的 初始 条 件 设 定 的 影响 . 对 于 平稳 零 均值 过 程 zx 来 说 ， 适 
宜 的 初始 条 件 为 Το =0( 零 向 量 ), 和 Voo = cov[Yo] =V.. 而 
Yo 的 协 方 差 阵 ,在 平稳 性 条 件 下 该 阵 很 容易 由 Y; 的 定义 确定 。 
特别 , 状态 向 量 遵从 平稳 的 向 量 AR(1) AN: Y, = ΦΥ, | δα, 
其 协 方差 阵 V. = cov[Y 4] WE V. = OV. + σ;Φψ’ 很 容易 由 
此 解 出 V, .对 于 非 平稳 的 AIRMA 过 程 为 了 进行 说 明 还 需要 作 
另 一 些 假设 (例如 见 Ansley 和 Kohn[13],Bell 和 Hillmer[29]) 。 随 
看 t 的 增 大 ， Kalman 滤波 算法 提前 ! 期 预报 er 的 “稳定 ” 值 
及 预报 误差 方差 ve 很 快 地 趋 近 于 节 5.1 和 5.2 所 给 出 的 表达 
R, Ββ 21(1) 和 VD) = 02(1+ 全 好). 


特别 ， 对 于 ARIMA 过 程 的 状态 空间 形式 ， 我 们 可 以 方便 地 
通过 Kalman 滤波 方程 (5.5.5) 一 (5.5.8) 得 出 精确 (有 限 样 本 ) 的 
提前 一 期 预报 Zt—1(l) = Εἰδε]ζε-.ι»-. , 21 ] 及 其 误差 方差 Vi = 
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HV a- H” . 上 述 算 法 对 计算 ARIMA WE n AAM z1, , 2n 
的 似 然 函 数 非 常 有 用 ， 并 可 用 于 模型 参数 的 极 大 似 然 佑 计 (例如 
可 见 Jones|123] 及 Gardner,Harvey 和 Phillips[94]), 在 7.5 PP% 
简要 讨论 . 


5.6 总 结 


本 章 的 结果 可 概述 如 下 : 令 艺 为 观测 时 间 序列 与 任 一 已 知 确 
定性 时 间 函 数 f(t) 的 离 差 . 特别 地 ， 对 于 平稳 序列 ， f(t) 可 能 等 
于 序列 的 均值 /或 等 于 0, 这 时 2, 就 是 观测 序列 . 然后 ， 我 们 考 
虑 一 般 ARIMA 模型 

φ(Β)νάξ, = θ(Β)αι 
或 者 

p(B) = 6(B)a; 

”最 小 均 方 误差 预报 “如果 已 知 某 时 间 序 列 原点 t 之 前 的 信 

息 ， Ζεμι 的 最 小 均 方 误差 预报 20) 就 是 条 件 期 望 


z(1) = [σι νι] = Ε[ζε-ι]ζε, 2ι-.1} _ -] 


提前 1 期 预报 误差 必然 的 结论 是 ， 提 前 1 期 预报 误差 就 是 
由 模型 中 的 a 产生 ， 它 是 互 不 相关 的 ， 


预报 的 计算 通常 在 实际 应 用 中 ， 直 接 由 差分 方程 计算 预报 
值 是 最 简单 的 ， 由 下 式 给 出 ; 


Z(D) = φρι[Σενι- ι] +--+ + Gar plZ41—p—a] + [αε-μ] 
— 9 [αε-ει--ᾳ] τη θη[αι-ε1--ᾳ 


在 (5.6.1) 计算 过 程 中 ， 要 代入 已 有 z HAE, z 的 预报 值 ， 以 及 
已 有 a 的 实际 值 和 未 来 a 的 值 (等 ) .当然 首先 要 利用 第 6 7A 
第 8 章 中 给 出 的 方法 ， 得 出 恰当 的 模型 和 参数 估计 值 ， 然 后 表 进 
行 预报 . 


(5.6.1) 
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预报 的 概率 限 ”预报 的 概率 限 可 通过 以 下 步骤 获得 : 
1. 首先 由 下 式 计 算 光 权 


po =1 
pı 一 pi 一作 
p2 = ριψι + p2 - θα (5.6.2) 


Vj = p1Pj-1 t: + Pptaj—p—a — 9; 


这 里 ， 0; = 0,7 > g. 
2. 将 任何 给 定 的 概率 水 平 e, 以 及 每 一 预报 提前 期 ! 代入 下 式 


| 1/2 
ayil) = (l) + we/2 | 1+ Sv} σα (5.6.3) 


j=1 


在 应 用 中 , 握 品 声 的 标准 差 σα 用 它 的 估计 值 sa ΙΗ, περ EB 
差 ， 超出 标准 正 态 分 布 相应 范围 的 比例 是 ε/2. 


修正 预报 ”如果 我 们 得 到 了 一 个 新 的 离 差 Ζιιι, 通过 计算 新 

的 预报 误差 ani = h- Σι(1) 以 及 利用 差分 方程 (5.6.1) (用 t+1 

AE t), 这 时 可 把 预报 的 时 间 原 点 改 为 t 十 1 。 然 而 另 一 种 修正 

预报 的 方法 就 是 利用 在 时 间 t 的 预报 值 宛 (1), 各 (2),… , 2(L— 1), 
由 

Zal = Ζι({ + 1) + φιαι κι (5.6.4) 


得 出 原点 t+1 提前 工 -1 期 的 预报 值 2141(1),2041(2),--- , ep (LL 
1) 然后 利用 差分 方程 (5.6.1) 得 到 最 后 一 个 预报 值 +1(Z) . 

表示 预报 的 其 它 方法 以 上 讨论 的 就 是 具体 实现 预报 所 使 用 
的 方法 ， 然 而 ， 下 述 另 一 些 预报 形式 是 为 了 从 理论 角度 考察 预报 
的 性 质 ， 这 些 预报 形式 都 是 由 差分 方程 得 出 : 
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1. 求 和 形式 的 预报 。 对 于 ! >q-p-—d, MR AREE 
曲线 


2(1) = bf? fo(2) + ot fil) +--+ + o aa ρκα--ι(ἲ) (5.6.5) 


上 ， 该 曲线 是 由 “关键 值 "去 (9), Ζι(ᾳ -- 1),---, Ζε(α --»-- ἆ-- 1) 所 
决定 ， 其 中 2(-j) = hj (7 = 0,1,2,---). Hq>pt+d, WA. 
q 一 p 一 d 个 预报 值 不 在 曲线 上 . 一 般 , 平稳 自 回归 算 子 生成 (5.6.5) 
中 的 衰减 指数 和 衰减 正弦 项 , 而 非 平稳 算 子 Vi 生成 直到 d-1 次 
的 多 项 式 . 

在 (5.6.5) PA AR bP AtA t+ 时 刻 的 修正 ， 可 
归结 为 依赖 于 最 后 的 提前 1 期 预报 误差 a, 对 应 的 一 般 公 式 为 


bet) — Bb) + gars, (5.6.6). 


该 式 在 附录 A5.3 中 给 出 。 作 为 特例 ， (5.4.5) 和 (5.4.13) 分 别 给 
出 了 IMA(0,1,1) 和 IMA(0,2,2) 过 程 自 适 应 系数 的 修正 . 

2. 预报 作为 既往 观测 值 的 加 权 和 。 把 预报 作为 既往 观测 值 
的 加 权 和 ， 从 理论 的 角度 来 看 ， 是 很 具有 启发 性 的 。 因 此 ， 若 模 
型 写成 逆转 形式 


a, = π(Β)Σι = (1 --πιΒ — mB? —..-)%, 
提前 1 期 预报 便 是 
24(1) = πι; + παᾶμ. 1 十:… (5.6.7) 
多 步 预报 由 下 式 得 到 
Ze (1) = wy fep) + πο[εµι. ο] + °° (5.6.8) 


在 (5.6.8) 中 计算 条 件 期 望 ， 若 实际 值 为 已 知 ， 便 用 以 代 之 > 否 
则 用 预报 值 代替 . 
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另外 ， 任 意 提 前 期 的 预报 可 以 写 为 有 效 观 测 值 的 线性 函数 : 


oo 
2,(1) = ` nP Zeji 


j=l 
Hp r” Επ; 的 函数 . 


常数 项 在 预报 中 的 作用 我 们 还 注意 到 , 在 ARIMA(p,d,q) ΒΒ 
型 p(B)z = go+b(B)ai( 其 中 p(B) = ϕ(Β)ν) 中 非 零 常数 项 90 对 
预报 存在 影响 . 因此 , 在 (5.3.3) 附加 了 一 个 确定 性 的 d 次 多 项 式 项 
(Hw/d!)V7, XE, w = Viz: Καὶ μι = Elw] = θο/(1--ϕι--ϕ»---:--- 
Op). 由 此 得 出 , 预报 值 不 再 满足 (5.9.2) 中 的 关系 式 (B)al) = 0, 
而 是 满足 φίΒ)2ι(1) = 6,1 > q, 确定 性 的 ἆ 次 多 项 式 给 出 了 该 
非 齐 次 差分 方程 的 一 个 特 解 。 因 此 ， 在 常数 项 θο 非 零 的 情形 ， 
ARIMA 模型 也 可 以 表示 为 φ(Β)(ν42ι --μω) = θίΒ)αι, py 关 0, 而 
(5.6.5) 的 预报 形式 可 视 为 表示 +i = Za 一 了 (Lt 十 站 的 预报 ， 这 
E, f(t+l) = (uw/d!)(t+1)4 + g(t +2), g(t) Bt 的 不 超过 d 一 1 
次 确定 性 多 项 式 (存在 g(t) = 0 的 可 能 ) 。 辟 如， 在 ARMA 模型 
中 d= 1 的 情形 ， 节 5.4.6 的 例子 考虑 的 ARIMA(1,1,1) 就 是 这 类 
模型 。 然而， 当 bo # 0 时 ， 最 终 预报 误差 为 hll) = 0 +0 9 
其 中 应 包含 另外 的 确定 性 线性 趋势 项 yol, 这 里 kw = θο/(1 - $), 
这 类 似 于 对 AIRMA(1,1,0) 模型 的 例子 (5.4.17) 得 到 的 结果 . 应 该 
注意 到 ， 对 于 τι 是 平稳 过 程 的 特殊 情形 ， d=0, 这 时 (5.3.3) 中 
的 附加 确定 性 项 退化 为 过 程 z 的 均值 u = Elz. 


A 5 .1 预报 误差 之 间 的 相关 
A5.1.1 不 同时 间 原 点 预报 误差 的 自 相关 函数 


尽管 对 于 最 优 预报 而 言 ， 提 前 1 期 预报 误差 是 互 不 相关 的 ， 
但 是 对 于 提前 多 期 预报 一 般 并 不 成 立 。 考虑 分 别 在 时 间 原 点 t 和 
t 一 j 所 作 提 前 期 为 ! 的 预报 ， 这 里 7 是 正 整数 因此， 如 果 j= 
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Li+1,l+2,---, 则 相应 的 预报 误差 中 不 包含 共同 的 分 量 , 但 是 ， 
体 地 说 便 是 


ei(l)=%t+1 — Ζε(ἰ) = ati + Piati- +- ++ Yiia 
Ct—j (1) = 2141-5 — 2ι--1(1)Ξαι- νι Ἔφιαι- Η- 1." Ἔφι-ναι- γι 


SI<UN, EM l 预报 误差 的 滞后 为 了 的 自 协 方差 是 


i-1 
Eler(Ner-5())] = σᾶ ο viti- (A5.1.1) 
i=j 
这 里 vo = 1 。 相 应 的 自 相 关 是 
Shiti- 
i=j ><] 
oee τρ ᾿ <j < (A5.1.2) 
0 7 ， 7>1 


在 第 7 章 中 我 们 说 明了 用 (1,1,0) 模型 (1 - 0.8B)Vz =a, 可 对 图 
4.1 中 的 序列 ο 进行 很 好 的 拟 合 。 为 了 解释 (A5.1.2) 式 ， 我 们 对 κ 
上 述 模型 计算 提前 期 为 6 的 预报 误差 自 相关 函数 。 在 节 5.2.2 中 
给 出 了 该 模型 的 权 ψι,ψ»,--- ,Ws 为 1.80,2.44,2.95,3.36,3.69 , 
因此 ， 例 如 滞后 为 1 的 自 相关 是 


Elez(6)ez-1(6)] = o2[1.80 x 1.00) + (2.44 x 1.80) 
+ ---+ (3.69 x 3.36)] = 35.7002 


除 以 Ele?(6)] = 43.8502, 我 们 得 到 ρ[ει(θ), ει ι(6)] = 0.81 .在 表 
A5.1 中 给 出 了 前 6 个 自 协 方差 ， 并 在 图 A5.1(a) 中 绘 出 了 图 形 . 
不 出 所 料 ， 滞 后 超过 5 的 自 相 关 都 是 零 . 
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Æ% A51 序列 C 步 长 为 6 的 预报 误差 之 间 的 协 方差 


ple: (6),e+-;(6)] 1.00 0.81 0.61 0.41 0.23 0.08 


1.0 


ρ[ει(θ), ει..1{6}].5 


0 1 2 3 4 56 7 8 9 
j - 
(a) 序列 上 在 不 同 原点 、 提 前 期 1= 6 预报 误差 之 间 的 协 方差 


1.0 


ple:(3), er(7)] 5 


ο 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
i> 


(Ὁ) 序列 C 在 同一 原点 、 提 前 期 为 3 和 j 的 预报 误差 之 间 的 内 方差 
图 A5.1 序列 C 不 同 预 报 误差 之 间 的 协 方差 
A5.1.2 在 某 一 时 间 原 点 上 不 同 提前 期 预报 误差 之 间 的 相关 


假定 我 们 在 同一 固定 的 时 间 原 点 上 上 得 出 不 同 提 前 期 的 预报 
ΣΡΙ, BA, 这些 预 报 误差 之 间 是 相关 的 。 对 于 了 = 1,2,3,…, 我 
们 有 | 


eill) = zepi — Ζι({) = ati + Water ι Γι piliatt1 
e(l + 2) = zipi — 2ι(ἱ + 1) = artti; + Piattttil t+ jati 
十 Wi+1Gt+I1 Φιν ια νι | 
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表 A5.2 在 固定 原点 所 做 提前 3 期 和 7 期 预报 误差 之 间 的 相关 (序列 C) 


j ρ[ει (8) ει (1)] | j ples (3),e¢(3)] 
1 0.76 9 0.71 
2 0.94 10 0.67 
3 1.00 11 0.63 
4 0.96 12 0.60 
5 0.91 13 0.57 
6 | 0.85 14 0.54 
T 0.80 15 0.52 
8 0.75 | 16 0.50 


由 此 得 到 ， 在 原点 土 提 前 期 为 ! ΠΠ 1-1 的 预报 之 间 的 协 方差 是 
oA Luise 这 里 W = 1 。 因 此 在 原点 上 提前 期 为 M+ 的 巴 
报 误差 之 间 的 相关 系数 是 


σψιψ;ιι 
ple:(l), ει({ + })} = ae yan (A5.1.3) 
(Di 2 Σ φ2)1/2 


A= 


为 了 说 明 (A5.1.3), 我 们 对 序列 C 在 同一 原点 作 预 报 ， 并 计算 步 

长 为 3 和 步 长 为 了 = 1,2…… ,16 的 预报 误差 之 间 的 相关 。 例如 ， 

利用 (A5.1.3) 和 在 节 5.2.2 PHM YR, A 

Ele:(3)e:(5)] = σα[(1.00 x 2.44) + (1.80 x 2.95) + (2.44 x 3.36)] 
9407 


” 表 A5.2 中 给 出 了 相对 于 提前 期 ; = 1,2,… ,16 的 协 方差 ， 并 在 
图 A5.1(b) 中 绘 出 了 图 形 。 正 如 所 料 ， 从 同一 原点 所 做 不 同 提前 
期 的 预报 值 之 间 是 高 度 相关 的 ， 


Α5.1 任意 提前 期 的 预报 权 


在 本 附录 中 ， 对 于 任意 提前 期 的 预报 ， 我 们 考虑 应 用 于 2 的 
既往 值 预报 权 O 的 另 一 种 计算 方法 .为 了 推导 这 一 结果 ， 我 们 
利用 恒等式 (3.1.7), 即 
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(1 + pB + YB? +- )(1— mB — mB? ----)=1 
由 该 式 我 们 可 以 得 出 π LAD KER, KIR. 
令 系 数 相 等 ， 我 们 看 到 对 7 了 > 1 有 


了 
w= Y vim (ψο-1) (A5.2.1) 
ἐ-- 1 
由 此 有 
pı 一 πι , Tl ψι 
p2 ψιπι 十 Te ， T2 = P2 — YPT | 
Was = poni + Yin + na ， Tg = 3 — Yom — WiT2 
由 (5.3.6) 式 有 
2 人 (1) 一 πι2ι(ἰ 一 1) + ποξε(ΐ 一 2) +- 十 πι. ι2ι(1) 
+ πιζι + Tipit- 十"… (A5.2.2) 


由 于 在 (45.2.2) 中 的 每 一 个 预报 本 身 都 是 观测 值 ma,z-l1…… 的 
函数 ， 因 此 我 们 可 以 写成 


Z (1) = Wz, + nP za 十 πι zea +... 
式 中 提前 期 为 ! 的 预报 权 可 以 由 提前 期 为 1 的 预报 权 το) = τ, 
算出 。 现 在 我 们 来 说 明 ， 权 πὶ) 可 以 利用 下 面 等 式 得 到 


i 
a) = 》 ψι-ιπιι;-1 (A5.2.3) 
i=l 


例如 ， 提 前 3 期 预报 的 权 为 


πο = πα +4172 + pom 
πιο) = T4 + Yina + Pn 


πὸ = T5 +174 + pots 
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等 等 。 为 了 推出 (A5.2.3) 式 ， 我 们 写成 


ze(l) = Piat + Pitia +: 
tll Ξψιαιμι-ι +--+ HAE + Pipila + 


两 式 相 减 ， 我 们 得 到 
(1) = δει ι(1) 一 Piaty- — Patil —2 — + — Wi-14441 
ΒΗ... 


ξε(ἰ)--πιδε-ι-1--παζερι-24-:-ἠ-πι..12ἑἑι-ἠ-π[Ζι-|-πι-ρ2ι..1-1---- 
Ἔψιί-ζε-μ--1{-πιΖε-μ[-.21---ἠ-π|-2εἑ1-π[η2εἠ-πιζεη-----) 
+ Ho(—Zep1-2 + +++ + M3241 + W122 1-π|..12ε-1 +: ) 
i | 
+ Hi-1(—Zeg1 + Tizet + T2%-1 +--+) 


利用 关系 式 (A5.2.1)， 每 个 多 十 [一 1 Ζει 的 系数 都 为 等 ， 再 合并 
同类 项 ， 于 是 我 们 便 得 到 所 需要 的 结果 (A5.2.3) 式 。 另 一 方面 ， 
我 们 也 可 以 利用 如 下 递 推 公式 


πι = Ql) 十 ham; (A5.2.4) 


为 了 进一步 说 明 , 我 们 对 模型 Vz = (1-0.9B+0.5B?)a, it 
算 2 步 预报 的 权 系 数 。 方程 (A5.2.4) 给 出 


πι) = Ny+1 + Wit; 


再 利用 表 5.4 中 的 权 值 ψι = 1.1, 我 们 可 得 


πὶ) = πο + ψιπι = 0.490 + (1.1)(1.1) = 1.700 
πι”) = ma + pima = —0.109 + (1.1)(0.49) = 0.430 


等 等 。 前 12 个 权 数 已 在 表 5.4 中 给 出 . 
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A5.3 采用 一 般 求 和 形式 的 预报 
A5.3.1 得 出 求 和 形式 的 一 般 方法 


在 此 我 们 再 次 强调 ， 在 预报 的 实际 计算 中 差分 方程 算法 是 最 
简单 的 . 下文 给 出 的 对 求 和 形式 的 一 般 处 理 ， 只 是 为 了 对 已 得 到 
预报 做 进一步 讨论 . 在 具体 处 理 时 , 并 不 是 象 节 5.4 的 例子 中 那样 
Ἄς HH FR eR A Se st, 而 是 将 最 终 预报 函数 适当 地 写成 含有 p++d 
自 适应 系数 的 一 般 形式 . 随 之 我 们 将 说 明 ， 当 gq > p+d 时 ， 最 终 
预报 函数 应 如 何 修 改 才 能 适合 前 α 一 p 一 d 个 预报 值 . 最 后 我 们 要 
说 明 ， 当 时 间 原 点 从 t+ 到 t+ 1 时， 如 何 对 自 适应 系数 做 相应 修 
iE. { 

4 4 }-50,1,2,.:- 时 ， 我 们 作 如 下 理解 : 2(—j) = zej, ΙΙ 
利用 节 5.1.2 中 对 条 件 期 望 的 讨论 ， 预 报 值 应 满足 差分 方程 


2(1) 一 12(0) 一 .. —Pp+a2e(1 — p — d)= --θιαι--''. — θχαι.-ᾱ--ι 

2ι(2)--φι ξι(1}-- το 一 2p+dZt(2 — p — d)= —O2a,—--- — θᾳαι- 2 
: |: TE : III (A5.3.1) 

ze(q)—4124(q — 1)—--- —Pp+aĉtlq — p — d)= --θᾳαι 

Ζε(1) — 912, (I -1)-:.' —Pp+aêt(! —~p—d)=0 (I > α) 


最 终 预 报 误差 是 上 述 最 后 一 个 方程 的 解 ， 可 以 写成 


p+d—1 
2ι() - 90’ foll)+ of fH +00) feta i(I)= > bl) { (0) 
2 一 0 
(l >q—p-— d) (A5.3.2) 


当 gq 小 于 或 等 于 p 十 d 时 ， 最 终 预报 函数 将 对 任意 提前 期 ! > 1 给 
出 预报 值 Ζι(1), 2¢(2), 24(3), --- 
作为 q< pp 十 ad 模型 的 例子 ， 我 们 假设 


(1 — B)(1 — V3B + B?)?z, = (1 — 0.5Β)αι 


Apt+d=5Rq=1, 因此 
(1— B)(1— V3B + B?)?4(l)=0 (1 = 2,3,4,-+-) 


其 中 算 子 B 作用 于 ! 而 不 是 上 . 对 该 差分 方程 求解 便 得 到 预报 函 
数 | 


2πἱ 


2πἱ 2πἱ 2πὶ 
2 (站 一 中 的 -Pb (t) (t) (t) 
2:(l) =b) +b] cos( T )+b» l cos( T )+bs ‘sin( T ) 十 pa4 sin( TÈ 


(I =1,2,---) 


如 果 9 大 于 p+d, 提前 期 为 1< gp- 也 时 ， 预 报 函 数 将 有 含 a 
的 其 它 项 ， 即 


p+d-1 7 
AlN = Σ᾽ PAY duai (cq-p-d) (Α5.3.3) 
i=0 + 二 0 


这 里 7=g-p 一 d 一 4 将 (A5.3.3) 代入 (A5.3.1) BB d 。 例 如 考 
虑 如 下 随机 模型 


V? z = (1 — 0.8B + 0.5B? -- 0.483 + 0.1B*)a; 


在 该 模型 中 ， p+d=2,q = 4,q -p-d = 2, 以 及 p1 = 2, p2 = 
-1θι = 0.5,6. = —0.5,03 = 0.4,0, = 一 0.1 。 利 用 递 推 关 系 式 
(5.2.3), 我 们 得 到 yi = 1.2, 2 = 1.9,%a = 2.2, y4 = 2.6.。 那 么 ， 由 
(A5.3.3) 有 

Z:(1) = pf?) + δ!) + άιρ2ι 十 ἅιιαι ι 

2ι(2) = bP + 201) + ἆρραι (A5.3.4) 

2ι(1) = of + 61 (I > 2) 
利用 (Α5.5.1) 给 出 

Ži (4) — 222(3) + Ζε(2) -- 0.la; 
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再 由 (Α5.5.4) 有 


ἆοραι = 0.]αι 
因此 dao = 0.1, 类 似 地 ， 由 (A5.3.1), 
2,(3) 一 224 (2) + 2,(1) 一 —0.4a, + 0.1αι ι 

再 利用 (Α5.3.4), 

一 0.2a; + diot: + ἆιιαι ι = --Ό.4αι 十 0.1at_1 
得 、 
dip = —-0.2 dy, = 0.1 
所 以 预报 函数 为 


2,(1) = bP +o) --0.2αι + 0.1ae_1 
2,(2) = bf + 2647) + O.1a, 
al = bP + δ451 (1 > 2) 


A5.3.2 一 般 求 和 形式 的 修正 


利用 等 式 (5.2.5), 并 用 t 代替 t 十 1, 便 得 到 系数 的 修正 公式 : 
0D) = δε. .ι({ + 1) + deat 
ΤΕ, Wl >q-p-d® 


+d—1 


pt+d—1 p 
DO PAD = X OPT AUL) +a (A5.3.5) 
o=0 i=0 . 


通过 解 p+d 个 这 样 的 方程 (对 应 于 ! 的 不 同 的 值 ), 我 们 就 得 
到 所 需要 的 每 个 系数 的 修正 公式 ， 具 体形 式 如 下 : 
p+d-1 
= Ν᾽ Lb? + gia 


j=0 
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注意 ， 预 报 函 数 中 每 一 个 系数 的 修正 都 只 依赖 于 一 步 预 报 误差 


αι = 24 一 Z¢-1(1) 。 
A5.3.3 与 折扣 最 小 平方 方法 的 比较 


尽管 从 计算 预报 的 角度 来 看 ， 采 用 求 和 形式 是 复杂 而 又 不 必 
要 的 方法 , 但 是 这 样 做 使 我 们 能 把 目前 的 最 小 均 方 误差 预报 与 另 
一 些 类 型 的 预报 做 比较 ， 而 后 者 已 受到 广泛 的 关注 。 我们 记 


fo!) ζι (1) ++ fp+a-1 (1) 

F; = | fo(l+1) fi(t+1) ++ fp+a-1 (i+ 1) 
foll+p+d-1) fi(l+p+d-1)--- fp+a-1ı(l+p+d-—1) 
pf) ap 
0 l 
ο 1-1 Plrptd 


于 是 ， 对 于 LI4+1,---,l+pt+d 利用 (A5.3.5) 式 ， 我 们 得 到 对 
l>q-p-d 有 


Fb”) = Fib h + piar 


由 此 得 到 
0) = (FOF 14,)b°-) + (Fp) Wa, 
或 
b) = 0511) + ga, (A5.3.6) 


(A5.3.6) X45 Brown[64],[65] 的 最 小 平方 折扣 算法 所 给 出 的 修正 
函数 具有 相同 的 代数 形式 。 为 了 进行 对 比 ， 我 们 将 后 一 种 方法 给 
出 的 预报 误差 记 为 et, 因此 Brown 修正 公式 可 写成 


BO = 1/β{5-1) + he, (A5.3.7) 


这 里 ， pO 是 修正 系数 向 量 . 在 (A5.3.6) 和 (A5.3.7) 中 出 现 了 同 
一 矩阵 ， 这 是 必然 的 ， 因 为 该 因子 只 有 当时 间 原 点 转 黎 、 相 应 系 
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数 改 变 时 才 出 现 ， 并 且 会 出 现在 同样 的 任何 公式 中 。 例 如 考虑 直 
线 预 报 函 数 
3ι-α(1) = bP +67 


这 里 δ) 是 在 t 一 1 时 刻 的 纵 坐 标 ， 即 是 预报 的 原点 。 该 式 可 等 
价 地 写成 


ἓι (1) = (ο 4 BEY) +EP- 1) 


现在 (bY) εδ) 是 在 原点 t 的 纵 坐 标 。 显 然 ， 如 果 我 们 把 预 
RHE ERR AtH, 尽管 预报 函数 的 仍 不 变 , 但 系数 bo 必定 
要 做 适当 的 调整 . 

it, E L 并 不 改变 预报 函数 ， 只 不 过 是 将 预报 函数 重新 
排列 .实际 上 的 修正 是 对 系数 向 量 gMh 进行 的 。 我 们 将 会 看 
到 ， 由 最 小 均 方 误差 预报 得 出 的 系数 g 和 Brown 给 出 的 系数 h 
是 完全 不 同 的 ， 

预报 的 Brown 方法 

1. 预报 函数 是 从 多 项 式 、 指 数 、 正 弦 和 余弦 的 线性 组 和 及 乘 
积 的 通用 函数 类 中 加 以 选择 . 

2. 对 选 定 的 预报 函数 用 “折扣 最 小 二 乘 ”法 对 既往 值 进行 拟 
合 。 在 这 种 方法 中 ， 对 系数 进行 估计 和 修正 ， 以 使 加 权 离 差 平方 
和 


Su = Sls — 2.(-ῃ2 (A5.3.8) 
2-50 
达到 极 小 ， 上 述 离 差 即 是 序列 的 历史 值 与 利用 预报 函数 在 相应 历 
史 时 刻 得 出 的 值 。 权 函数 按 几 何 衰减 ,可 任意 选择 。 因此 有 wj = 
(1-a), 这 里 的 常数 a 通常 称 为 平滑 常数 ， 它 也 是 任意 选取 的 ， 
可 令 其 等 于 0.1 到 0.3 范围 的 某 个 值 . 


最 小 均 方 误差 预报 和 Brown 预报 之 间 的 区 别 ”为 了 说 明 这 
一 问题 ， 我 们 考虑 IBM 股票 价格 的 预报 ， Brown 曾 对 此 进行 
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讨论 ([64,p.141]) . 在 有 关 研 究 中 ，Brown 采用 了 一 个 二 次 模型 ， 
用 本 书 的 符号 表示 就 是 


、 1 
èe) = BEP + BL + ςβ) 


他 利用 该 模型 ， 并 运用 折扣 最 小 二 乘法 ， 提 前 3 天 对 股票 价格 进 
行 预报 。 图 Α5.2 给 出 了 ΙΒΜ 序列 中 的 一 段 ， 并 给 出 Brow 方法 
得 到 的 结果 及 与 最 小 均 方 误差 预报 的 对 比 . 

对 于 折扣 最 小 二 乘法 可 从 以 下 几 个 方面 加 以 评论 : 

1. 预报 函数 的 特性 应 由 随机 模型 中 的 和 目 回归 算 子 p(B) 所 决 
定 ， 而 不 应 是 任意 的 。 特别 是 ， 依 靠 对 时 间 序 列 的 直觉 来 确定 是 
不 可 靠 的 。 例如， 考虑 在 图 A5.2 中 绘 出 的 ΙΒΜ 股票 价格 ， 可 以 
看 到 ， 二 次 函数 可 以 用 来 拟 合 该 序列 较 短 的 数据 段 ， 所 做 的 估算 
是 有 效 的 . 如果 这 种 拟 合 对 于 预报 来 说 是 恰当 的 , 正如 Brown 所 
归纳 的 ， 得 到 结论 是 : 2 次 多 项 式 的 预报 孙 数 是 适宜 的 . 


Brown 的 二 次 预报 


”最 小 均 方 误 差 预报 Ἢ 


Τη 7.22 8.5 8.19 9.2 9.16 9.30 10.14 10.28 11.14 
图 Α5.2 IBM 股票 价格 序列 与 由 最 佳 IMA(0,1,1) PHAR Brown 二 次 预报 
得 到 的 提前 3 期 预报 值 之 间 的 比较 (数据 段 从 1960 年 7 月 11 日 开始 ) 
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对 于 最 一 般 的 线性 过 程 而 言 ， 用 一 个 二 次 函数 能 得 到 每 一 预报 步 
长 != 12,…… 的 最 小 均 方 预报 ， 该 过 程 可 以 定义 为 (0,3,3) 模型 


πό, = (1 一 01 一 6 B? 一 63.B°)a, 
正如 在 节 43.3 中 所 讨论 的 ， 上 式 可 以 写成 
Voz = Vat + XoV2at_ ll 二 和 AIVat li 十 Xzat-l 


然而 , 在 第 7 章 中 我 们 将 要 说 明 , 如 果 用 该 模型 去 拟 合 是 正确 的 ， 
那么 参数 的 最 小 二 乘 估计 就 是 Xi = àz = 0, 及 ào = 1.0 。 因 此 
Va = (1 一 9B)at (HP θ--1--λο 接近 于 零 ) 是 适合 的 模型 ， 适 
合 的 预报 多 项 式 是 和 (0) = pP, 这 是 1 的 0 次 多 项 式 ， 而 不 是 2 
次 多 项 式 . 

2. 在 (Α5.3.8) PALM wj 的 选择 必须 相应 地 由 随机 模型 来 
确定 ， 而 不 能 是 任意 的 。 当 加 上 许多 限制 条 件 时 ， 使 用 折扣 最 小 
二 乘 拟 合算 法 将 得 出 最 小 均 方 误差 预报 。 这些 限制 是 ;: 

(a) 过 程 为 (0,1,1) 阶 ， 即 Vall - θΒ)αι. 

(b) 用 0 次 多 项 式 拟 合 . 

(ο 平滑 常数 a 令 其 等 于 我 们 所 用 的 入 =1-9， 

在 本 例 中 ， 尽 管 选择 了 合适 的 零 阶 多 项 式 模型 ， Brown 实际 上 下 
是 这 样 做 的 ， 且 选 w+ 入 = 0.1 。 但 是 这 种 做 法 是 非常 不 怡 当 的 ， 
因为 对 于 该 序列 来 说 ， 正 确 的 A 值 应 接近 于 1. 

3. 指数 折扣 加 权 最 小 二 乘法 要 求 修正 向 量 关 中 的 所 有 Pd 
个 系数 都 是 平滑 参数 a 的 函数 .然而 事实 上 ， 它 们 应 是 p 椒 d 个 
独立 参数 (p,0) 的 函数 . 

因此 ， 这 两 种 方法 之 间 的 差别 不 是 无 关 紧 要 的 ， 比 较 它们 对 
于 IBM 数据 所 表现 的 特性 是 十 分 有 趣 的 。 最 小 均 方 误差 预报 值 
E 2,(1) = 0S, FAO = δ 1) + λαι 来 做 修正 ， 其 中 入 ~ 10 .如 
果 取 入 严格 等 于 1, 这 就 相当 于 


z,(l) = zt 


- 207 - 


表 A5.3 ”两 种 方法 的 预报 均 方 误差 的 对 比 一 ARE IMA(0,1,1) 
过 程 得 到 的 3 步 预 报 和 Brown 折扣 预报 


汪 后 时 ΒΒ 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
MSE(Brown) 102 158 218 256 363 452 554 669 799 944 
MSE(A=0.9) 42 91 136 180 282 266 317 371 427 483 


这 意味 着 对 于 所 有 未 来 时 刻 股 票 价格 的 最 佳 预 报 值 就 是 它 的 当前 
价格 ” 。 对 于 股票 特性 所 作 的 这 种 假定 当然 不 是 什么 新 东西 ， 只 
是 再 现 了 Bachelier[17] 的 设想 。 由 于 zi = Sa, 当 入 = 工时 列 含 > 
是 随机 游 动 . | 

为 了 将 最 小 均 方 误差 (MSE) 预报 与 Brown 的 折扣 预报 做 对 
比 ， 我 们 用 1960 年 了 月 11 日 至 1961 年 2 月 10 日 的 IJBM 股 
票 价格 序列 ( 共 150 个 观测 值 ) 进行 比较 . ARR, Ee) 
MSE 预报 是 用 模型 Vz = ai θαι. ι 得 到 的 ， 其 中 9 = 0.1( 或 
入 =1-0=0.9) .图 A5.2 给 出 了 最 小 MSE 方法 的 3 步 预报 值 ， 
同时 给 出 了 Brown 折扣 预报 的 相应 值 。 可 以 看 出 ， 最 小 MSE fi 
报 实际 上 相当 于 是 用 当天 的 股票 价格 去 预报 3 天 后 的 价格 ， 其 效 
果 比 用 较 复 杂 的 Brown 方法 得 到 的 结果 要 好 得 多 ， 

在 表 A5.3 中 给 出 了 两 种 预报 不 同 提前 期 的 均 方 误差 , 是 直接 
比较 序列 什 和 相应 的 提前 ! 期 预报 值 而 算出 的 . 可 以 看 到 ，Brown 
折扣 预报 的 均 方 误差 远 远 大 于 最 小 均 方 误差 预报 . 


ο 这 一 结果 接近 于 真实 的 假设 除了 序列 本 身 的 历史 值 以 外 ， 没 有 适当 的 信 
息 可 以 利用 ， 因 此 只 能 考虑 很 短 的 预报 期 对 于 较 长 的 预报 期 ， 增 长 和 转折 因素 
将 变 得 十 分 重要 . 
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第 二 部 分 
随机 模型 的 建立 


我 们 已 经 看 到 ， 阶 数 为 (p,d,q) 的 ARIMA 过 程 提供 了 这 样 
的 一 类 模型 ， 它 们 所 描述 的 时 间 序 列 虽 然 是 非 平稳 的 ， 但 在 统计 
均衡 方面 是 同 质 的 。 

AIRMA 过 程 定义 为 如 下 方程 


¢(B)(1 -- Β)άει = bo --θ(Β)αι 


这 里 OB) MOB) 分 别 是 如 的 p 次 和 9g 次 算 子 ,它们 的 零点 者 
在 单 维 圆 外 .我 们 已 经 指出 ， 该 模型 是 很 一 般 的 ， 它 包括 自 回归 
模型 ， 滑 动 平 均 模型 ， 自 回归 滑动 平均 混合 模型 ， 以 及 所 有 三 种 
模型 的 求 和 形式 。 

模型 建立 的 反复 方法 


通过 识别 、 估 计 和 诊断 检验 这 三 个 步骤 的 反复 过 程 ， 通 常 者 
能 把 这 类 模型 与 数据 很 好 地 联系 起 来 . 

1. 所 谓 识别 ， 我 们 所 指 的 是 ， 利 用 数据 及 由 序列 生成 的 一 切 
信息 给 出 有 价值 采用 的 、 参 数 简约 的 模型 子 类 . 

2. 所 谓 估 计 ， 我 们 是 指 : .在 采用 模型 是 恰当 的 条 件 下 ， 有 效 
地 利用 数据 对 模型 参数 进行 推断 . 

3. 所 谓 诊断 检验 ， 所 指 的 是 : 检验 拟 合 模型 与 数据 的 关系 ， 
以 此 来 揭示 模型 的 不 当 之 处 ， 并 实现 对 模型 的 改进 . 

在 下 面 的 第 6 章 中 , 我 们 讨论 模型 的 检验 , 第 7 章 讨论 估计 ， 
第 8 章 讨论 诊断 和 检验 .最 后 在 第 9 章 中 ， 通 过 应 用 于 季节 性 时 
间 序 列 建 模 来 对 所 有 这 些 技 巧 加 以 说 明 . 
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6 
模型 识别 


在 这 一 章 中 ， 我 们 将 讨论 非 季 节 时 间 序 列 模型 的 识别 方法 ， 
识别 方法 是 一 种 粗略 的 过 程 ， 将 此 方法 运用 于 一 组 数据 上 ， 以 期 
指明 值得 做 进一步 研究 的 那些 模型 的 类 型 。 在 这 里 的 具体 目的 就 
是 要 得 到 在 一 般 的 线性 ARIMA 模型 中 所 需 p, d 和 gq 值 的 一 些 信 
轧 ， 并 得 出 参数 的 初始 估计 .这样 便 得 到 试探 性 的 模型 ， 这 为 第 
7 草 中 所 述 更 正式 、 更 有 效 估计 方法 的 应 用 提供 了 起 后 ， 


6.1 识别 的 目的 


首先 应 该 说 明 , 识别 和 估计 过 程 二 者 必然 会 交叉 , 因此, RA 
可 以 先 去 估计 一 个 比 我 们 希望 找到 的 更 为 详尽 模型 的 参数 ， 然 后 
再 决定 哪些 方面 有 可 能 简化 。 这 里 我 们 用 估计 过 程 去 完成 一 部 分 
的 识别 工作 。 和 需要 说 明 的 是 : 识别 必然 是 不 精确 的 ， 这 是 由 于 在 
实际 中 发 生 了 哪 种 类 型 的 模型 ， 是 在 什么 样 的 情况 下 发 生 的 ， 这 
一 问题 是 物理 行为 的 特性 ， 不 可 能 通过 纯 数学 的 讨论 来 决定 .而 
且 、 在 识别 阶段 对 有 关 问 题 没有 精确 的 公式 可 利用 ， 所 以 必须 使 
用 统计 上 的 “无 效 性 ”方法 。 在 这 一 阶段 ， 图 示 方 法 特别 有 用 ， 
并 需 据 此 作出 判断 。 但 是 我 们 必须 记 住 ， 初 步 识 别 只 是 为 我 们 提 
供 有 关 模 型 类 型 的 试探 性 考虑 ， 随 之 ， 还 要 有 效 地 拟 合 与 检验 。 


6.1.1 识别 过 程 的 步骤 
模型 
$(B)V°z, = bo + θ(Β)αι (6.1.1) 


可 用 来 表示 给 定 的 时 间 序 列 , 这 是 一 般 的 ARIMA 模型 族 . 现在 ， 
我 们 的 任务 是 ， 从 中 识别 出 适合 的 子 类 。 我们 的 方法 如 下 : 

1. 对 2 进行 足够 多 次 的 差分 使 之 达到 平稳 ， 以 期 将 所 研究 过 
程 简 化 为 自 回归 滑动 平均 混合 过 程 


Φ(Β)ωι = 09 + θ(Β)αι 


其 中 
τοι = (1 一 B)* x, = Viz 


2. 识别 所 得 到 的 ARMA 过 程 ， 

为 了 实现 1 和 2, 我 们 的 主要 工具 就 是 样本 自 相 关 和 样本 偏 
相关 函数 .它们 不 仅 用 来 帮助 猜测 模型 的 形式 ， 而 且 可 以 得 出 参 
数 的 近似 估计 。 这 些 近 似 值 在 估计 阶段 常常 是 很 有 用 的 ， 它 们 为 
这 一 阶段 所 用 的 迭代 过 程 提供 了 初始 值 . 

6.2 RARD 
6.2.1 自 相关 和 偏 相关 函数 在 识别 中 的 应 用 


差分 阶 数 的 识别 ”我 们 在 节 3.4.2 中 已 经 看 到 ， 对 于 一 个 平 
稳 的 (2,0,9) 阶 自 回归 滑动 平均 混合 过 程 6(B)z = O(B)a, HA 
相关 函数 满足 老 分 方程 


φίΒρθο (29 
另外 ， 若 ϕ(Β) = TI(1 -- GiB), 假设 根 互 不 相同 ， 那 么 对 于 
第 个 自 相 关 函 数 而 言 ， 该 差分 方程 解 的 形式 为 
pk = A1GẸ + AoGE+---+ApGE (k>q-p) (6.2.1) 
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平稳 性 要 求 (B) 的 零点 在 单位 圆 外 ， 即 根 Gi,Go,---,Gp 在 单 
位 圆 外 . | 

通过 考察 (6.2.1) 表明 ， 在 平稳 模型 情形 ， 如 果 没 有 一 个 根 接 
近 单 位 圆 的 边界 ， 那 么 ， 当 上 充分 大 时 自 相关 函数 将 很 快 地 “ 豪 
减 ”。 现 在 假设 有 一 个 实 的 单 根 ， 比 如 αι, 接近 于 1, 有 


G,=1-6 
XE, 6 是 某 个 很 小 的 正 数 ， 于 是 ， 当 很 大 时 有 
Pk = A,(1 — kô) 


自 相 关 函 数 不 是 很 快 地 误 ， 而 是 缓慢 且 非 常 接近 于 线性 地 下 降 . 
如 果 不 止 一 个 根 接近 于 1, 则 会 得 到 相似 的 结论 . 

从 而 ， 若 自 相 关 函 数 不 是 很 快 地 衰减 ， 这 一 趋向 可 以 作为 可 
能 存在 接近 于 1 的 根 的 标志 。 被 估计 的 自 相 关 函 数 通 常 趋 于 服从 
理论 自 相关 函数 的 特性 ， 因 此 ， 如 果 估 计 出 的 自 相关 函数 不 是 很 
快 地 衰减 ， 则 能 够 从 逻辑 上 认为 我 们 可 以 将 基本 随机 过 程 ει 处 
理 为 非 平稳 的 ， 但 可 能 Vz, 或 更 高 阶 的 差分 是 平稳 的 ， 

以 上 表明 , 被 估计 的 自 相关 函数 不 是 很 快 衰减 , 则 认为 序列 是 
非 平稳 的 . 这 并 不 要 求 被 估计 的 相关 在 低 阶 洁 后 时 不 会 有 很 高 的 
相关 值 . 在 附录 A6.1 中 对 此 做 了 详细 说 明 , 并 对 非 平稳 的 (0,1,1) 
过 程 Vz = (1 θΒ)αι 考虑 了 被 估计 自 相关 函数 的 期 望 特征 .期 
望 值 之 比 Blck]/Elco] 只 是 缓慢 地 下 降 , 但 是 一 开始 将 会 依赖 于 ὁ 
和 序列 中 观测 值 的 数目 ， 且 当 θ 接近 于 1 时 ， 该 比值 也 不 一 定 趋 
ΤΙ. 我 们 将 在 6.3.4 节 中 对 图 4.1 中 的 序列 A 再 次 详细 地 说 明 这 
一 点 。 

鉴于 以 上 给 出 的 原因 ， 使 得 ws = νύ», 的 自 相关 函数 很 快 衰 
减 ， 相 应 的 d 就 设 定 为 达到 平稳 所 需 的 的 差分 阶 数 . 在 实际 中 ， 
d 通常 为 0,1 或 2, 并 且 通 常 考察 原 序 列 、 一 阶 或 二 阶 差 分 序列 自 
相关 函数 估计 值 的 前 20 TRE T. 


对 得 到 平稳 ARMA 过 程 的 识别 ”试探 性 地 确定 出 d 之 后 ， 
我 们 接 下 来 研究 经 适当 差分 后 的 序列 σι = (1 - Bin, 其 被 估计 
的 自 相 关 和 偏 相关 函数 的 一 般 性 状 ， 以 此 为 确定 自 回归 和 滑动 平 
均 算 子 的 阶 数 p 和 9 提供 线索 .在 操作 时 ， 我 们 要 回忆 一 下 在 第 
3 章 中 曾 讨论 过 的 内 容 ， 有 关 滑 动 平 均 、 自 回归 和 混合 过 程 它们 
的 理论 自 相关 和 偏 相 关 函 数 的 特征 行为 . 

简要 地 说 ，p 阶 自 回 归 过 程 的 自 相关 是 拖 尾 的 ， 而 它 的 偏 相 
BACH p 步 之 后 是 截 尾 的 。 与 此 相应 ， 9 阶 滑动 平均 过 程 
的 自 相关 函数 在 滞后 gq 步 之 后 是 截 尾 的 ， 而 它 的 偏 相 关 函 数 是 拖 
BW. 进一步 ， 对 于 一 个 包含 p 阶 自 回归 和 g 阶 滑动 平均 的 混合 
过 程 ， 其 自 相关 函数 在 g - p 步 滞后 之 后 是 混合 的 指数 和 衰减 正 
弦 波 。 与 此 相应 ， 混 合 过 程 的 偏 相关 函数 在 p 一 g 步 滞 后 之 后 被 
混合 的 指数 和 衰减 正弦 所 控制 ( 见 表 3.3) 

一 般 地 ,用 自 相关 函数 度量 的 自 回 归 (滑动 平均 ) 特性 趋同 于 
用 偏 相 关 沙 数 度量 的 滑动 平均 ( 自 回归 ) 特性 例如， 一 阶 自 回 
归 过 程 的 自 相关 函数 呈 指 数 衰减 ， 而 它 的 偏 相关 函数 在 一 步 滞后 
之 后 截 尾 。 与 此 对 应 ， 一 阶 滑动 平均 过 程 其 自 相关 函数 在 一 步 滞 
后 之 后 截 尾 。 虽然 偏 相 函数 不 是 精确 的 指数 形式 ， 但 被 指数 所 控 
制 ， 并 具有 一 般 的 指数 特性 。 

特别 重要 的 是 一 阶 、 二 阶 的 自 回归 和 滑动 平均 过 程 ， 以 及 简 
单 的 混合 (1,41) 过 程 。 在 表 6.1 中 总结 了 这 些 过 程 的 理论 自 相 
关 和 偏 相关 函数 的 性 质 ， 该 表 提 供 了 一 个 方便 的 参考 表 ， 需 要 仔 
细 加 以 研究 。 读 者 还 应 再 次 参照 图 3.2,3.9 和 3.11, 在 那些 图 中 给 
出 了 二 阶 自 回 归 过 程 、 二 阶 滑动 平均 过 程 及 简单 混合 ΑΒΜΑ(Ι 1) 
过 程 的 典型 特征 . 


自 相 关 的 估计 值 与 理论 值 之 间 的 关系 ” 自 相关 的 估计 值 可 能 
有 较 大 的 方差 , 且 彼 此 之 间 可 能 高 度 相 关 . 正 因 如 此 ， 如 Kendall 
[126] 所 强调 的 , 不 可 能 指望 自 相 关 函 数 的 估计 值 与 理论 值 十 分 贴 
近 . 特别 是 ， 当 理论 自 相 关 函 数 已 经 训 减 了 ， 而 估计 的 自 相 关 函 
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数 还 可 能 出 现 相当 大 ， 并 发 生 明 显 的 波动 和 趋势 ， 这 些 在 理论 也 
数 中 是 没有 依据 的 . 在 运用 估计 的 自 相 关 函 数 作 为 识别 工具 时 ， 
通常 能 对 大 致 特性 有 相当 的 把 握 , 更 精细 的 特征 则 可 能 未 必 代 表 
实际 结果 ， 因 此 ， 可 能 需要 将 两 个 或 更 多 的 模型 纳入 ， 以 便 在 建 
模 的 估计 和 检验 诊断 阶段 作 进一步 的 研究 。 


6.2.2 自 相 关 和 偏 相关 估计 的 标准 差 


由 于 我 们 不 知道 理论 的 相关 值 ， 而 且 我 们 计算 的 估计 值 总 会 
和 相应 的 理论 值 有 所 偏差 ， 因 此 指出 一 个 估计 值 偏离 相应 的 理论 
值 有 多 远 是 很 重要 的 。 具体 地 说 ， 我 们 需要 一 些 方法 来 判断 在 革 
些 特定 的 滞后 p 或 g 之 后 ， 自 相关 或 偏 相关 是 否 分 别 有 效 地 为 
= RAR. Eo 阶 滑 动 平均 的 假设 之 下 ， 我 们 用 样本 估 
计 值 代替 理论 自 相 关 ， 可 以 从 Bartlett 公式 (2.1.13) 的 简化 形式 
计算 出 估计 自 相关 的 标准 差 。 于 是 有 

OIrk] = salt + AUrftrgt---+r2)]/? (Σα) (6.2.2) 

对 于 偏 相 关 ， 我 们 利用 (3.2.36) 引用 的 结果 ， 在 过 程 为 p 阶 
自 回 归 的 假设 之 下 ，p 十 1 或 更 高 阶 偏 相关 估计 和 值 的 标准 差 是 

θ[ῥμὶ--- (859) (6.2.3) 

正如 Anderson|6] 所 指出 ， 对 于 适当 大 小 的 n, 自 相关 系数 的 估计 
E (AAAS) 的 分 布 近似 为 正 态 。 因 此 ， 在 理论 自 相关 系 
数 px ASHER, Hite rk 除 以 它 的 标准 差 将 近似 服从 单位 
正 态 偏差 的 分 布 。 对 于 偏 相关 系数 有 类 似 的 结果 。 这 些 事实 可 以 
提供 一 种 非 正 式 的 标准 ， 用 来 指示 当 滞 后 超出 某 特 定 值 后 理论 自 
相关 和 偏 相关 是 否 实质 上 为 零 。 对 于 正 态 分 布 来 说 ， 记 住 下面 的 
事实 就 足够 了 : 在 任意 方向 上 超出 一 个 标准 差 的 偏离 概率 大 约 是 
1/3, 在 任意 方向 上 超出 两 个 标准 差 的 偏离 概率 大 约 是 1/20 . 


-216- 


1770 1790 1810 1830 1850 1870 
6.1 序列 E: 年 度 Wo lfe 太阳 黑子 数 (1770-1869) 


6.2.3 一 些 实际 时 间 序 列 的 识别 


在 本 节 中 ， 前 面 涉及 的 技巧 被 应 用 于 6 个 时 间 序 列 ， 记 作 
A,B,…,F 。 序列 A 到 DD 在 图 4.1 中 给 出 ， 序 列 忆 如 图 6.1, 序列 
F 如 图 21. 所 有 这 些 序 列 的 数据 都 列 在 第 五 部 分 的 “时 间 序 列 汇 
集 ” 中 。 序列 A,B,C,D 已 经 在 第 4 章 作 了 描述 ， 序 列 下 见 第 2 
章 。 序列 E 是 年 度 Wolfer 太阳 黑子 数 的 序列 ， 用 来 度量 每 年 太 
阳 黑 子 的 平均 数 ， 正 如 我 们 在 第 4 章 中 所 指出 的 ， 可 以 料想 ， 序 
列 A,C 和 D 具有 非 平 稳 的 特点 ， 这 是 因为 它们 体现 了 某 些 过 程 
的 输出 为 “不 可 控 ”的 特征 。 与 此 类 似 ， 我 们 可 以 想象 ， 股 票 序 
列 B 将 是 没有 固定 的 水 平 . 另 一 方面 , 我 们 预料 序列 下 将 是 平稳 
的 ， 因 为 它 表现 的 是 在 同一 控制 条 件 下 ， 生 产 过 程 产 出 的 变化 ， 
类 似 地 ， 我 们 预料 太阳 黑子 序列 将 在 长 时 期 保持 均衡 状态 。 

有 关 序 列 A 到 下 的 z,Vz A V? 的 自 相 关 估计 值 在 表 6.2 中 
列 出 。 表 6.3 给 出 了 相应 的 偏 相关 估计 值 。 画 出 相关 函数 图 形 对 
于 理解 和 说 明 问 题 很 有 帮助 ， 在 图 6.2 和 6.3 中 绘 出 了 序列 A 的 
自 相 关 和 偏向 关 图 形 ， 在 图 6.4 和 6.5 中 是 序列 C 的 有 关 图 形 . 
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2 对 序列 A 作 不 同 差分 的 自 相 关 估 计 


---26 概率 限 {7?z, AR(2)} 
k—— 
6.3 ”对 序列 A 作 不 同 差分 的 偏 相 关 估 计 
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6.5 ”对 序列 C 作 不 同 差分 的 偏 相 关 估 计 
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对 于 序列 A,Vz 的 自 相 关 在 一 步 滞后 之 后 就 很 小 ， 这 表明 该 
时 间 序 列 可 以 用 IMA(0,1,1) 模型 来 描述 。 然 而 ， 从 z 的 自 相 关 
RAAB, 在 1 步 洁 后 之 后 相关 函数 非常 有 规律 地 衰减 。 因 
此 ， 另 一 种 可 能 是 该 序列 为 (1,0,1) 阶 的 混合 ARM ΠΈΣ, απ 
相关 函数 也 支持 这 种 可 能 性 以 后 我 们 将 会 看 到 ， 这 两 种 可 能 性 
实际 上 得 到 同一 模型 。 
6.4 所 示 序 列 C 的 自 相 关 表 明 ， 至 少 一 阶 差分 是 必要 的 ， 
一 阶 差 分 后 相关 函数 大 致 旦 指数 下 降 ， 这 使 我 们 联想 到 自问 归 参 
数 AA 0.8 的 (1,1,0) 阶 过 程 . 另外 ,我 们 注意 到 ， V?z 的 自 相 
关 很 小 ， 这 隐 舍 着 序列 适合 于 IMA(0,2,0) 过 程 . 考虑 偏 相 关 函 数 
也 能 得 到 相同 的 结论 . 对 于 z 的 考察 给 出 了 一 般 的 二 阶 自 回归 算 
子 ， 即 关于 Va 给 出 了 参数 $ 约 等 于 0.8 的 一 阶 自 回归 过 程 ， 有 
关 V?z 则 给 出 的 是 不 规则 噪声 。 因 此 可 能 的 模型 是 
(1— 0.8B)(1 ~ B)z = a 
(1 一 Βλ} z = Qt 


第 二 个 模型 与 第 一 个 非常 相似 ， 差别 仅 在 于 其 中 一 个 自 回 归 系 数 
不 是 0.8, 而 是 1. 在 评价 相关 函数 估计 值 时 ， 画 出 在 0 上 下 士 6 或 
士 25 的 “控制 ” 线 是 很 有 帮助 的 ， 随 之 而 来 存在 着 心目 中 设 定 的 
标记 . 图 6.5 边界 线 上 的 注释 “{z, ΑΒ(2)} 的 25 界限 ”是 指 所 使 
用 的 ὁ 在 过 程 为 二 阶 自 回归 这 一 假设 之 下 是 近似 正确 的 . 对 于 A 
到 下 中 每 个 序列 的 试探 性 识别 在 表 6.4 中 给 出 . 有 关 该 识别 过 程 
还 有 另外 三 点 需要 提 到 : 

1. 对 于 包含 季节 分 量 的 序列 ， 使 用 前 面 那 种 简单 差分 不 能 得 
出 平稳 性 . 在 第 9 章 中 我 们 讨论 对 这 类 季节 性 时 间 序 列 的 适当 修 
IE. 

2. 如 第 4 章 中 的 讨论 ， 在 (6.1.1) 中 非 零 的 go 意味 着 系统 存 
在 d 阶 多 项 式 趋 势 . 对 于 表 6.4 中 的 非 平稳 模型 ，bo 的 价值 在 于 
能 够 很 好 地 解释 序列 的 特征 。 然而， 有 时 在 某 些 实际 物理 现象 中 
需要 考虑 这 样 的 分 量 . 但 在 其 它 场 合 则 无 法 确定 是 否 应 做 这 种 考 
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6.4 对 序列 A 到 下 的 模型 作 试探 性 检验 


序列 ”差分 阶 数 ”差分 序列 的 明显 性 质 对 Zz 的 识别 
A 0 混合 的 1 阶 AR 和 1 阶 MA (1,0,1) 
或 1 1 阶 MA (0,1,1) 
B 1 1 阶 MA (0,1,1) 
ς 1 1 6 AR (1,10) 
BK 2 AK Μὲ ΕΞ (0,2,2)* 
D 0 1 阶 AR (1,0,0) 
或 1 不 相关 噪声 (0,1,1)” 
E 0 2 Br AR (2,0,0) 
或 0 3 阶 AR (3,0,0) 
F ο. 2 Ht AR (2,0,0) 


”滑动 平均 算 子 的 阶 数 显然 为 零 ， 更 一 般 的 形式 留待 后 文 讨论 . 


虑 。 对 于 在 模型 中 到 底 是 否 包 含 bo, 我们 可 以 在 识别 阶段 从 数据 
得 出 一 些 佐证 的 指标 ， 如 通过 将 w: = Vix 的 均值 五 与 它 的 近似 
WEE 0? (W) = nla? [t+ 2γι(ω) + 2γο(ω) 十-…] EEE. 

3. 在 9.4.2 中 我 们 注意 到 ， 对 于 p 一 g > 0 的 任何 ARMA(p, 9g) 
过 程 , 其 自 相 关 函 数 的 整个 正 半 侧 是 衰减 正弦 波 和 指数 的 混合 . 当 
然 , 这 并 不 妨碍 我 们 试探 性 地 识别 g, AW: (a) 偏 相关 函数 在 显示 
出 MA(q) 过 程 的 特性 之 前 ,会 出 现 p-g 个 “异常 值 ”;(b)g 必须 可 使 
目 相关 函数 按照 一 般 的 形式 取 初 值 , 即 从 pg 回溯 到 p_(p_o_1). 


6.2.4 其 它 模型 识别 的 工具 


虽然 样本 自 相 关 和 偏 相 关 函 数 在 模型 识别 中 是 非常 有 用 的 ， 
但 是 对 于 涉及 混合 模型 的 情形 却 不 能 给 出 明确 的 结果 。 这 不 能 认 
为 是 严重 的 问题 ， 因 为 正如 已 强调 的 那样 ， 模 型 识别 往往 是 试探 
性 的 ， 并 需 进 一 步 地 考察 、 诊 断 检 验 及 必要 的 修改 。 然 而 ， 在 模 
型 识别 阶段 发 展 其 它 的 应 用 工具 是 很 有 意义 的 。 这 些 方 法 包括 由 
Gray,Kelley 和 McIntire[97] $E H KJ R M S 数组 方法 ，Woodward 和 
Gray|208] 研究 的 广义 偏 相关 函数 ， Cleveland[71] 和 Chatfield[70] 
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考虑 的 逆 自 相 关 函 数 ， Tsay 和 Tiao[192] 的 广义 自 相关 函数 ， 以 
及 由 Akaike[4], Cooper 和 Wood(72], 及 Tsay,Tiao[193] 考察 的 典型 
相关 分 析 。 


典型 相关 方法 为 了 说 明 起 见 ， 我 们 讨论 典型 相关 分 析 应 用 
于 模型 识别 的 各 方面 问题 . 通常 , 对 于 维 数 为 k 和!( 假 设 k < 7 的 
两 组 随机 变量 ΥἹι--(νιι»υια.::;υικ)’ A Yo = (yar, yoo, -+ yar)’, 
典型 相关 分 析 涉 及 确定 出 线性 组 合 Ui = ayYi 和 Vi = bY2,i = 
1,2,---,k, 以 及 对 应 的 相关 系数 pli) = corr[Ui, Vi], 这 里 p(1) > 
p(2) >--- > plk) > 0, 使 得 U; FAV; 对 于 i 关 7 是 互 不 相关 的 ， 
REY, AY. 的 所 有 线性 组 合 中 UL AV 具有 最 大 可 能 的 相 
KR p(1), 在 所 有 与 UV, 不 相关 的 YY 和 Ys 的 线性 组 合 中 ， U2 
和 V2, 具有 最 大 可 能 的 相关 ρ(2), 依 此 类 推 . 由 此 得 出 的 相关 系 
数 pli) RAY 和 之 间 的 典型 相关 ， 而 变量 U: 和 Vi 称 为 相 
应 的 典型 变量 ， Ω = cov[Y] w Y = (1 Το) 的 协 方差 阵 ， 
这 里 Ως; = cov[Yi,Yj], 则 数值 p2(i) 是 矩阵 Q NNa N {ΗΒ 
序 特征 值 ， 而 满足 U: = aY 的 向 量 ai 是 相应 的 (标准 化 ) 特征 
向 量 ， 即 ρ”() 和 αι 满足 

[P (DI - ANN Nala =0 (=1 ,k) (6.2.4) 

其 中 p?(1) > o7(2) > --- > P(k) > 0( 例 如 ， 可 见 Anderson 
[7,p.490]) 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 定义 当 给 定 任 何 一 组 变量 Ys 时 ， 
Y, 和 Ys 之 间 典 型 偏 相关 的 概念 ， 即 是 Yl 和 Ys 通过 对 Ys 的 
线性 回归 ， 将 Ys 的 影响 “调整 ” 掉 了 ， 在 此 之 后 Y 和 YY 之 间 
的 典型 相关 ， 这 类 似 于 在 节 3.2.5 中 讨论 的 偏 相 关 的 定义 ， 应 该 
注意 到 一 个 有 用 的 事实 ;如果 存在 (至 少 )s < 上 个 与 Ys 完全 不 相 
K., Y, 的 线性 独立 的 线性 组 合 ， 记 作 U = AY), 有 εον[Υο, U], 
那么 ，Y1 MY: 之 间 至 少 有 s 个 零 值 典 型 相关 系数 。 这 很 容易 
由 (6.2.4) 得 出 ， 因 为 (至 少 ) 有 s 个 独立 的 特征 向 量 满足 (6.2.4)， 
且 相 应 有 p(i) = 0 。 事 实 上 ， 零 值 典型 相关 函数 的 数目 s = 一 7， 
这 里 r= ταπΚ(Ώοι) . 
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AR ARMA 时 间 序 列 模型 , 按照 Tsay 和 Τίαο[193] 的 方法 ， 
我 们 考虑 Y mt = (到 ,到 -1 s t-m), HRR Y me A Y mt-j-1 = 
(Ζε-.;-1»Ζε-.}-31--' »Ζε-.}-1---) ”之 间 的 典型 相关 结构 ， 后 者 是 对 
m=0,1,--- 和 7=0,1… 的 多 种 组 合 。 需 要 回忆 的 一 个 重要 特 
征 是 ARMA(p,9) WE 2 {1 Β Ἡ}71 EAM γι 满足 (9.4.2), 且 特 别 
有 


p 
Vk 一 > Piyk-i = 0 (k >q) 


i=1 


因此 ， 例 如 当 m > p 时 ， (至少 ) 有 一 个 Ym 的 线性 组 合 ， 使 得 


p . 
Zt 一 ΥΓ Pii = (1, --ϕι, ΠΠ. —p, 0, “es OY mt = OY mi (6.2.5) 


ἐ--1 


使 得 


aY int = at 一 Στα... 
i=1 

与 Ym,t-j-1 不 相关 , 对 所 有 7 > g . 于 是 , ΒΗ m=p,j=q 
THB, Ype MY pt- 之 间 存 在 一 个 典型 相关 ， 同 样 在 YY,， 
和 了 pt -17 > 9 之 间 ， 以 及 当 m > p 时， Ymt 和 Ymt-o-_1 之 
间 也 是 如 此 ， 而 一 般 不 难 证 明 ， 对 于 m>p 和 j>g, 在 Ynt 和 
Ym,t 一 7 一 1,7 >q HFE s= min(m 十 1 一 p,j 十 1 一 9q) 个 零 值 
典型 相关 。 由 此 可 以 看 到 ， 对 于 mA 7 ΕΗ, BEV me 和 
Ym,t 一 7 一 1 之 间 零 值 典 型 相关 的 结构 可 以 用 来 标识 ARMA 模 
型 的 阶 数 p 和 gq, 因此 ， 典 型 相关 在 模型 识别 中 是 有 用 的 . 我 们 注 
意 到 典型 相关 函数 的 如 下 特殊 情形 。 首先， 当 mm = 0 时 ,简化 为 
去 检验 ze 和 zji 之 间 的 自 相 关 pj+1, 对 于 一 个 MA(g) 过 程 ， 
7 之 9 时 这 些 值 缘 为 零 。 其 次 ， 当 了 = 0 的 情形 ， 我 们 就 是 去 检验 
在 给 定 2t—-1;°°° »2t—m 时 Zt 和 Zt—m 之 间 的 偏 相 关 m+1,m+1 ə 
πι ph, XF AR p) 过 程 ， 它 们 皆 为 零 。 因此， 典型 相关 分 析 
可 以 看 作 是 对 于 过 程 自 相关 和 偏 相 关 函 数 分 析 的 推广 . 
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在 实际 中 ， 从 (6.2.4) 出 发 ， 引 导 人 们 去 考虑 样本 典型 相关 函 
数 Pli), 它 是 由 下 面 矩 阵 的 特征 值 所 确定 的 : 


(》 Ym tY ma) os πιστα {ιν Y m,t-j1Y mtj) 
t | t t 


ο πο αι nt) (6.2.6) 
t 


这 里 ， 了 = 0,1,… 及 m = 0,1,- 对 应 于 各 种 滞后 。 Tsay 
和 Tiao[193] 根据 (6.2.6) 的 最 小 特征 值 和 (m,j)( 样 本 典型 相关 的 
平方 ), 采用 了 一 种 x? 检验 统计 量 的 方法 。 他们 提出 了 统计 量 
c(m,j) = —(n — m — j)ln[1 — A(m, j)/d(m, i), 其 中 d(m,j) = 
1 + 2377? (w’), j > 0,r;(w’) 表示 wi = zz 一 Bz, 1 ------- λα 


的 滞后 为 ;的 样本 自 相关 , 这 里 的 ) 是 从 对 应 于 Âm, j) 的 特征 向 
量 所 得 ϕι 的 估计 值 [见方 程 (6.2.5)] 。 他 们 证 明了 当 m = p,j >q, 
Rm>pj=qit, cem, j) 有 近似 的 x? 分 布 .该 统计 量 用 来 检 
验 在 理论 上 是 否 存在 零 值 典型 相关 ， 从 而 如 果 样 本 统计 量 对 于 某 
些 p,g 值 当 m>p 和 7>g 人 时 的 χ1 分布 都 呈现 不 显著 的 态势 ， 
那么 ， 有 理由 将 模型 识别 为 ARMA(p,9), 其 中 (p,q) 是 使 上 述 态 
势 成 立 的 最 小 值 。 这 种 方法 的 另 一 特点 是 : Tsay 和 Tiao 还 确定 
了 该 方法 对 非 平稳 ARIMA 模型 φ(Β)2ι = θ(Β)αι 也 是 有 效 的 ， 
因为 广义 AR 算 子 $(B) 的 总 阶 数 可 由 该 方法 来 确定 ， 而 无 须 在 
一 开始 就 要 决定 对 原 序列 za 的 差分 。 Ἢ 

Akaike(4],Cooper 和 Woodf72] 也 提出 了 用 典型 相关 方法 进行 
ARMA 建 模 . 他 们 的 方法 就 是 在 当前 和 过 去 值 向 量 Pt = Ym = 
(2¢,24-1,°°° 2m)! 与 未 来 值 癌 量 F = (241, 242,°'-)) 之 间 进 
行 典型 相关 分 析 。 为 构造 当前 过 去 值 向 量 Ρι 所 使 用 的 有 限 滞后 κ 
m, 我 们 可 以 通过 采用 例如 AIC 定 阶 准则 来 确定 ， 在 本 节 稍 后 将 
要 对 准则 孙 数 加 以 讨论 ， 它 用 于 拟 合 各 种 阶 数 的 AR 模型 . 典型 
相关 分 析 是 顺序 进行 的 ， 每 次 增加 元 素 到 Pi 中 (从 Fin = 
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(Gai) 开始 ), 直到 确定 出 Ρι 和 Fi, 之 间 的 第 一 个 零 值 典型 相 
关 。 Akaike[4] 用 一 种 称 为 DIC 的 AIC- 类 准则 来 判断 是 否 最 小 
样本 典型 相关 能 够 被 视 为 零 ， 而 Cooper 和 Wood[72] 用 一 种 传 
统 的 x? 统计 量 方法 来 评价 最 小 典型 相关 的 显著 性 。 当然， 正如 
Tsay[191] 所 指出 的 ,在 滑动 平均 分 量 存在 的 情况 下 , 该 统计 量 需 
要 进行 修正 才 是 有 效 的 . 

在 上 述 过 程 的 某 个 给 定 阶 段 ， 当 Ρι 和 Fi 之 间 的 典型 相关 
第 一 次 被 判断 为 零 ， 且 名;K+l EFL, 中 包含 的 最 新 近 变 量 ， 那 
么 可 以 识别 出 用 FL, 的 剩余 元 素 表 示 的 、 Fie 的 一 个 线性 组 
合 ， 它 与 过 去 值 是 不 相关 的 ， 特别 地 ， 未 来 值 向 量 Ft， PLE 


的 线性 组 合 合 ZetK+1 一 Tbj rK (在 理论 上 ) 被 确定 为 与 过 去 


E Ρι 是 不 相关 的 。 因此， 这 种 典型 相关 分 析 方 法 决定 了 过 程 的 
预报 值 2ι(Κ 十 1) 满足 


K 
2ι(Κ +1) - ὃ ΦΚ +1- 3) = % 

j=l 
通过 参考 节 5.3 的 (5.3.2) 式 ， 对 于 一 个 平稳 过 程 ， ΚΣ dial 
H Y K = max{p,q} 的 ARMA 模型 . 

TEM Tsay 和 Tiao 的 注 记 中 可 以 看 到 的 ， Akaike,Cooper 

和 Wood 的 方法 表示 的 是 对 n= 1 2… 各 个 值 所 做 的 Ym 和 
Yr-itin 之 间 的 典型 相关 .而 Tsay 和 Tiao 的 方法 是 对 πι = 
0,1,--- 和 了 = 0,1,:… 各 种 组 合 考 虑 Ym AY me-ja ZAR 
型 相关 ， 因 此 这 是 更 为 一 般 的 方法 ， 且 原则 上 能 够 分 别 给 出 模型 
ΑΒ 和 MA 各 自 的 阶 数 p Πα, 而 不 仅 是 这 两 个 值 中 的 最 大 者 .在 
实际 中 ， 当 使 用 Akaike,Cooper 和 Wood 的 方法 时 ， 关 于 p,q AB 
阶 数 更 详细 的 信息 可 以 在 模型 ARMA(K, K) 参数 极 大 似 然 信 计 
的 阶段 来 确定 .。 


模型 选择 准则 的 使 用 模型 选择 的 另 一 种 方法 是 使 用 信息 准 
则 ， 诸 如 Akaike[3] 提出 的 AIC 或 Schwarz[176] 的 BIC 准则 。 当 
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使 用 该 方法 时 ， 在 可 能 的 ARMA 模型 范围 内 用 第 7 章 中 讨论 的 
极 大 似 然 方法 进行 估计 ， 对 于 每 个 模型 ， 例 如 AIC 准则 值 (用 样 
本 大 小 n 标准 化 ) 由 下 式 给 出 


”一 2in( 极 大 似 然 值 ) 十 27 


n 


AIC，,。 ~ ln(62) + rZ + 常数 


相关 的 ΒΙΟ 由 
BIC,,, = In(6?) + nn) 


计算 ， 其 中 ô? iwo WRAWRAM. Wr=ptqtl 表示 模 
型 中 待 估计 参数 的 个 数 ， 模 型 中 还 包含 一 个 常数 项 。 在 上 述 准则 
中 ， 第 一 项 主要 对 应 于 对 数 极 大 似 然 值 的 负 2/m 倍 ， 而 第 二 项 
是 对 于 在 模型 中 包含 附加 参数 的 “惩罚 因子 ”. 在 信息 准则 方法 
中 ， 应 选取 产生 最 小 准则 值 的 模型 ， 不 同 模型 的 AIC,BIC HEH 
互 比较 ， 以 作为 模型 选择 的 基础 。 因 此 ， 与 AIC 准则 相 比 ， BIC 
准则 对 于 待 估 计 模 型 参数 数目 赋予 了 较 大 的 “惩罚 ”, 所 以 ， 利 用 
最 小 BIC 进行 模型 选择 时 所 选 定 的 模型 ， 其 参数 数目 往往 不 多 于 
在 AIC 下 选 出 的 模型 . 

这 种 方法 的 明显 不 利之 处 是 : 若干 个 模型 都 必须 用 极 大 似 然 
方法 去 估计 , 在 计算 机 上 是 很 花费 时 间 和 精力 的 . 正 由 于 此 ，Han- 
nan 和 Rissanen[103] 提出 了 下 面 的 模型 选择 方法 .。 该 方法 的 第 一 
阶段 ， 通 过 用 一 个 m*( 足 够 高 ) 阶 AR 模型 去 近似 未 知 的 ARMA 
模型 ， 以 此 得 到 随机 冲击 序列 at 的 估计 。 AKENI AR 模型 的 
阶 数 m* 可 以 通过 使 用 上 述 AIC 模型 选择 准则 来 获得 。 由 被 选择 
的 AR(m*) 模型 得 到 残 差 i = ὦ, - Σφπι-γῶ,.;. 该 方法 的 第 二 
阶段 , 是 对 各 种 了 ;9 值 做 ὧι 关于 πω. , Wt—p 和 αι ι, ,Gt—g 
的 回归 。 即 用 普通 最 小 二 乘 回 归 估 计 如 下 形式 的 近似 模型 


， P q 
Be = ὃ )ϕιῶι.; — Diy tar (6.2.7) 
j=1 j=l 
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用 给 。， 记 估计 的 误差 方差 (未 对 自由 度 修 正 ) 。 因 此 通过 应 用 上 
述 ΒΙΟ 准则 ， ARMA 模型 的 阶 (p,q) 被 选 作 使 In(62,) 十 (p+ 
ᾳ) In(n)/n 达到 最 小 。 这 种 方法 的 好 处 在 于 : 避免 了 在 大 范围 内 对 
许多 可 能 的 ARMA 模型 进行 极 大 似 然 估计 的 计算 上 述 方法 及 
模型 选择 中 信息 准则 的 使 用 是 很 有 用 的 , 但 是 这 些 方法 应 该 看 作 
是 在 模型 选择 过 程 中 帮助 抉择 的 补充 。 在 实际 中 ， 不 应 用 此 代替 
对 序列 自 相 关 、 偏 相关 函数 估计 值 特征 的 详细 考察 ， 也 不 应 代替 
为 鉴别 模型 是 否 失 当 而 对 残 差 à 进行 的 严密 考察 ， 所 有 这 些 具 
体 的 考察 都 应 作为 主要 部 分 贯穿 于 整个 模型 选择 过 程 . 


6.3 参数 的 初 估 计 
6.3.1 由 自 协 方差 函数 所 得 估计 的 唯一 性 


尽管 一 个 给 定 的 ARMA 模型 有 唯一 的 协 方差 结构 ， 其 反 命 
题 却 是 不 成 立 的 。 初 看 上 去 这 会 排除 自 协 方差 的 估计 值 作 为 模型 
识别 工具 的 作用 . 我 们 将 在 后 面 的 6.4 节 证 明 , 自 协 方差 函数 的 估 
计 值 是 可 以 用 于 模型 识别 的 . 其 原因 在 于 : 尽管 存在 多 个 ARMA 
模型 具有 相同 的 自 协 方差 函数 ， 但 只 存在 一 个 ARMA 模型 ， 它 
可 以 仅 用 过 去 的 历史 值 来 表示 Viz = we 的 当前 值 ， 并 具有 平稳 
AEA. 


6.3.2 滑动 平均 过 程 的 初 估 计 


前 文 已 经 证 明 ( 见 3.3.4) ΜΑ 过 程 的 前 g 个 自 相关 函数 是 非 
零 的 ， 且 可 以 用 模型 的 参数 来 表示 为 


-θκ + hiki {602θµ11------ θα-.κθα 
ΡῈ 1467 +02 +---+ 6? ( 9“) 5) 
| (6.3.1) 
表达 式 (6.3.1) 给 出 了 用 01, 62,-° , Oq 表示 Pi,P2,°°° »Pq 的 q 个 未 


知 量 的 9 个 方程 。 6 的 初 估计 可 以 通过 在 (6.3.1) POH τι 
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代替 ρε, 并 求解 非 线性 方程 得 出 。 而 σα 的 初 估计 可 由 下 式 求 得 
Yo =o2(1+07+---+ 6?) 
上 式 中 9 可 用 它 的 初 估 计 代 替 ， 而 Yo = σι 用 其 估计 值 代 替 。 


(0.4.1) 过 程 的 初 估计 第 五 部 分 的 表 A 把 p MO 联系 起 
来 ， 通 过 用 ri(w) 代替 ρι, 便 可 将 该 表 用 于 为 (0,d,1) 过 程 we = 
(1 一 θιΒ)αι 提供 初 估计 ， 这 里 w = Viz. 


(0,d,2) 过 程 的 初 估计 第 五 部 分 的 图 C 把 pi, pe 和 01,02 K 
REK, 通过 用 τι(ω),το(ω) 代替 p1, pz 该 表 可 用 于 为 任意 (0, ἆ, 2) 
过 程 提供 初 估 计 . 

在 使 用 该 方法 得 到 初 估计 时 ， 以 下 两 点 必须 牢记 : 

1. 自 协 方差 是 ω 联合 分 布 的 二 阶 矩 ， 而 参数 估计 值 是 令 样 本 
矩 与 它们 的 理论 值 相等 得 到 。 众 所 周知 ， 和 矩 估 计 方 法 未 必 有 效 ， 
可 以 证 明 ， 在 一 些 特 定 的 例子 中 ， 它 是 缺乏 效率 的 。 然 而 ， 由 此 
得 出 的 粗略 估计 对 于 得 到 充分 有 效 的 估计 是 有 用 的 .。 因为 对 于 大 
多 数 有 效 的 估计 方法 来 说 ， 粗 格 估 计 给 出 了 “在 参数 空间 中 向 何 
处 寻找 ”的 天 致意 向 。 

2. 通常 ， 等 式 (6.3.1) 是 用 令 矩 值 相等 的 方法 求 得 ， 这 就 可 能 
出 现 多 重 解 。 例 如 9 = 1 时 ， | 


pi = <p (6.3.2) 
因此 
BE 
和 
θι = -z — N -- 1)'/? (6.3.3) 
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VE i ae ER A R a- E: Rt AP E -E Ea iaaea. -ee Eh R REE A NE RAT i d i- a ren ea o ee 


R65 序列 A,B 和 D 参数 的 初 估 计 
序列 71 θι λο0Ξ1 - δι 


Α -0.41 0.5 0.5 
B 0.09 -Ό.1 1.1 
C -90.05 0.1 0.9 


都 是 可 能 的 解 . 这 样 ， 从 表 6.2 可 知 ， 序 列 A 一 次 差分 后 的 一 步 
滞后 自 相 关 约 为 -0.4. 代入 (6.3.3) ΠΠ 0 ~ 0.5 Al 6, ~ 2.0, 但 
是 9 ~0.5 是 在 可 逆 域 -1 < 9 <1l1 内 的 唯一 待 选 值 。 事 实 上 ， 
在 6.4.1 节 中 证 明了 : 多 重 解 中 只 有 一 个 满足 可 逆 性 条 件 ， 这 一 
点 始终 是 正确 的 ， | 
例 : 序列 A,B ΠΡ ER 6.4 中 都 被 识别 为 可 能 是 IMA(O,1,1) 
过 程 。 在 4.3.1 节 中 已 看 到 ， 这 个 模型 可 以 被 写 为 另 一 种 形式 : 


V zi = (1 — θι B)at 
V z = λραι..1 + V at (Xo 一 工 一 θι) 


oo ， 
Zt = Xo ΥΩ -- ro)? 12.) + ay 
3-1 | 


用 第 五 部 分 的 表 A, 可 得 到 表 6.5 列 出 的 参数 近似 估计 值 . 
序列 C 在 表 6.4 中 被 试探 识别 为 IMA(0,2,2) 过 程 


V7 z = (1 一 θι B 一 0, B? Jar 


或 等 价 地 
V2z, = (λον λιλαι ι 十 στα, 


由 于 在 表 6.2 中 已 给 出 Va 的 前 两 阶 自 相关 近似 为 零 ， 那 么 ， 
利用 第 五 部 分 图 C, δι = 0,6. = 0, 从 而 有 ο = 1 二 钢 = 1 及 
λι = 1-6, -- 6, = 1, 在 这 基础 上 ， 序 列 C 表示 为 


V? z = αἱ = (6.3.4) 
这 意味 着 二 阶 差分 后 的 序列 V?zt 近似 为 一 个 随机 序列 。 
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6.3.3 自 回归 过 程 的 初 估计 


对 于 假设 其 阶 数 为 1 或 2 的 AR 过 程 来 说 ， 册 和 各 的 初 估 
计 可 以 通过 用 估计 值 ry 代替 表 6.1 公式 中 的 理论 相关 函数 p; 而 
计算 出 来 ， 该 式 是 从 Yule-Walker 方程 (3.2.6) 得 到 的 。 特 别 地 ， 
对 于 AR(1) ΧΕ, φιι τι, 而 对 于 AR(2) 过 程 有 


~ ri(1 — r2) ^ το 一 7 
------, = 6.3.5 
$21 1 二 7 p22 l-r? ( ) 


RE, bp; ER p 阶 过 程 中 的 第 了 个 自 回归 参 数 .在 (3.2.7) 中 用 
r; 代替 pj, 可 得 由 Yule-Walker 方程 高 阶 形式 给 出 的 相应 公式 : 


¢=R;'r, (6.3.6) 


这 里 ， Rp 是 直到 p 一 1 BN px p 维 相 关 阵 的 估计 ， rp 是 向 量 
(ri Το," " Tp) 9 例如 ， 45 p =3 则 (6.3.6) 为 


A -1 
$31 1 τι το Τι 
pz | τι 1 τι r2 (6.3.7) 
P33 Τα τι 1 73 


关于 从 AR(p 一 1) 过 程 得 到 AR(p) 过 程 参数 估计 值 的 递 推算 法 ， 
在 附录 A3.2 中 给 出 . 

在 第 7 章 中 将 证 明 ， 与 MA 过 程 的 情况 相对 照 ， 由 (6.5.6) 所 
得 到 的 自 回 归 参 数 渐 近 于 充分 有 效 的 极 大 似 然 估计 . 


例 : 序列 EE 的 未 经 差分 形式 类 似 于 二 阶 自 回 归 过 程 ” 
(1 一 ΦιΒ 一 $2B")z, = at 


® 太阳 黑子 是 许多 研究 的 主题 ,如 见 Schuster[175], Yule(212] 和 Moran [146]) . 
这 个 序列 几乎 肯定 不 能 由 二 阶 自 回归 过 程 恰 当地 拟 合 . 一 个 与 实际 运作 机 制 相 联 
系 的 模型 当然 最 能 令 人 满意 。 最 近 一 些 未 出 版 的 著作 建议 ， 从 经 验 角度 来 看 ， 如 
果 首 先 对 zz 实施 某 种 适当 的 变换 ， 再 用 一 个 二 阶 自 回归 过 程 将 会 给 出 更 好 的 拟 
8. ἘΠΕ ΑΒ 模型 中 包含 高 阶 项 (9 步 洁 后 ),， 也 会 改进 拟 合 。 其 它 的 可 能 性 包括 
使 用 非 线 性 时 间 序 列 模型 ， 比 如 双 线 性 或 门限 自 回 归 模 型 ， 正 如 Subba Rao 和 
Gabr[184],Tong 和 Lim[189] 和 Tong[188] 所 从 事 的 研究 。 
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将 从 表 6.2 得 到 的 ri = 0.81 和 ra = 0.43 代入 (6.3.5) FP, RNA 
φι = 1.32 及 $2 = —0.63 , 

作为 第 二 个 例子 ， 重 新 考虑 序列 C, 它 被 识别 为 (1,1,0), 或 可 
能 为 (0,2,2) 。 前 一 种 可 能 将 给 出 


(1 一 φι B)V zi = αἱ 


HF Vz Ay τι 是 0.81, 所 以 $1 = 0.8, 

这 个 例子 是 特别 有 意义 的 ， 因 为 它 清楚 地 显示 出 由 该 序列 识 
别 出 的 两 个 模型 之 间 的 密切 联系 . 在 序列 为 (0,2,2) 阶 的 假设 下 ， 
我 们 给 出 模型 

(1 一 Β)(1 一 B)z = Οι (6.3.8) 
另 一 个 模型 为 
(1 — 0.8B)(1 ~ 了 B)z = at (6.3.9) 


二 者 是 非常 相似 的 ， 
6.3.4 自 回归 滑动 平均 混合 模型 的 初 估计 
我 们 经 常 发 现 ， 无 论 对 于 原始 的 或 经 过 适当 差分 后 的 序列 ， 
对 w: = Viz, 最 经 济 的 描述 是 采用 混合 的 ARMA 过 程 
Φ(Β)ωι = θ(Β)αι 


在 6.2.1 节 中 提 到 ,如 果 目 相关 和 偏 相关 函数 都 呈现 “ 拖 尾 ”性 ， 
则 意味 着 一 个 混合 过 程 . 另 一 个 有 助 于 识别 混合 过 程 的 事实 为 [ 见 
(3.4.3): 混合 过 程 g -2 步 滞 后 的 理论 自 相 关 聘 数 与 纯 自 回归 过 
程 φίΒ)ωι = αι 的 目 相关 函数 相似 。 Halts, MR d 阶 差分 后 的 
日 相 关 函 数 除了 第 一 个 特殊 值 r 之 外 ,呈现 指数 下 降 ， 那么 这 是 
一 个 (1,4,1) 过 程 ， 即 


(1 一 φιΒ)ωι = (1 一 θιΒ)αι (6.3.10) 
这 里 ， we Viz 9 
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用 估计 值 τι(ω) 和 το(ω) 代替 表达 式 (3.4.8) ME 6.1 中 所 示 
的 ρι 和 po, 可 以 得 到 过 程 (6.3.10) 参数 的 近似 值 ， 因 此 有 
(1 --θιφι)(Φι -- θὲ) 
| 1+ 6? -- 2616; 

r2 = riĝi 

第 五 部 分 的 表 Ο 把 pl, pa 与 1,01 联系 起 来 ， 且 可 以 用 于 为 任何 
(1,d,1) 过 程 的 参数 提供 初 估 计 . 

例如 根据 图 6.2, 序列 A 被 识别 为 (0,1,1) 阶 的 过 程 ， 91 约 为 
0.5. 观察 za 而 不 是 w = Yz 的 自 相 关 函 数 ， 我 们 看 到 ， 从 ri 开 
始 自 相 关 函 数 虽 然 误 减 较 慢 ， 但 粗略 地 为 指数 训 减 .这样 对 于 序 
列 A 的 另 一 种 识别 是 ， 它 由 一 个 (1,0,1) 阶 的 平稳 过 程 所 产生 . 
自 相 关 郴 数 估 计 值 和 相应 参数 初 估 计 为 

rı =0.57 1r2=0.50 4127087 2 ~0.48 
而 在 胡 6.5 中 给 出 最 初 识 别 的 模型 是 (0,1,1) 阶 的 : 
(1 ~ 0.9B)% = (1 —0.5B)a, 

我 们 又 一 次 看 到 ， 两 个 待 选 的 模型 几乎 是 一 样 的 。 有关 自 回归 滑 
动 平 均 混合 模型 获得 参数 初 估 计 的 更 一 般 方 法 在 附录 A6.2 中 给 
H. 


旧 回 归 与 滑动 平均 算 子 之 间 的 补偿 上 述 识别 出 的 两 个 待 选 
模型 看 起 来 非常 相似 ， 这 是 因为 对 于 一 个 混合 模型 ， 其 自 回 归 算 
子 中 的 微小 变化 可 以 通过 滑动 平均 算 子 中 相应 的 变化 来 近似 地 补 
偿 。 特 别 地 ， 如 果 我 们 有 一 个 模型 

l [1 一 (1 一 6) Bz 一 (1 一 θΒ)αι 
其 中 6 是 一 个 小 的 正 数 ， 我 们 可 以 写成 
(1 — B)%, = [1 — (1 — δ)Β]-1(1 ~ Β)(1 — θβ)αι | 

Ξ{ι--δΒ[Ι + (1 -- δ)8Β + (1 — ô)? B? + --«]Η1 --θΒ)αι 
= [1 — (0 + δ)Β]αι + ( 8αι..οναι..3;-:' 和 6 短 次 的 项 ) 
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6.3.5 ”在 不 确定 场合 对 平稳 和 非 平稳 模型 的 抉择 


从 表 6.4 中 看 到 ,在 对 序列 AC 和 DD 识别 模型 时 表现 出 明显 
的 不 确定 性 ， 这 当然 比 实际 的 情形 更 显著 。 只 要 ϕ(8) = 0 HR 
接近 于 1 就 会 出 现 这 种 情形 。 OB) 是 否 包含 接 近 于 1 的 根 ， 或 
与 此 相应 地 ， 是 否 应 该 再 作 一 次 差分 ， 在 这 种 场合 就 变 得 不 重要 
T. 利用 第 7 章 中 讨论 的 估计 方法 可 以 进行 更 精确 的 评价 ， 但 是 
必须 牢记 以 下 几 点 : 

1. 时间 序 列 的 长 度 必然 是 有 限 的 ， 由 此 出 发 要 证 明 一 个 自 回 

归 算 子 的 零点 严格 等 于 1, 这 是 不 可 能 的 ， 

2. 当然 不 会 存在 从 平稳 到 非 平 稳 特 性 的 突然 转变 ， 这 一 点 可 
以 通过 考虑 如 下 简单 混合 模型 的 特点 来 理解 : 

(1 — $i B)(4 — μ) = (1 --θιβ)αι 

由 这 样 一 个 模型 所 产生 的 序列 ， 随 着 φι Τι 其 表现 越 来 
越 不 平稳 . 例如 ， 一 个 1 = 0.99 的 序列 可 能 游离 于 其 均值 u, 并 
且 在 很 长 时 期 内 不 返回 。 这 就 象 是 随 着 Φι 接近 于 1, 均值 六 施加 
在 序列 上 的 吸引 力 越 来 越 减 弱 。 最 后 ， 当 91 等 于 工时， 序列 的 
性 质 就 与 μπιν Τ. 

对 于 不 确定 的 情形 ， 选 用 非 平稳 模型 来 代替 平稳 模型 ( 即 当 
$1 的 估计 值 接近 于 1 时 ， 就 按 等 于 1 处 理 ) 可 能 更 为 有 利 ， 在 预 
测 和 控制 问题 中 更 是 如 此 . 在 ϕι 接近 于 1 时 ， 我 们 并 不 知道 序 
列 的 期 望 是 否 有 意义 ， 因 此 ,采用 一 个 不 包含 期 望 u 的 非 平稳 模 
型 是 有 利 的 。 如 果 我 们 用 了 一 个 这 样 的 模型 ， 那 么 对 未 来 行为 的 
预测 就 不 会 以 任何 方式 依赖 于 期 望 的 估计 值 ， 而 该 估计 值 是 由 过 
去 值 计 算出 的 ， 它 与 未 来 值 的 水 平 并 无 关联 . 


6.3.6 对 ARIMA 模型 单位 根 更 正规 的 检验 


正如 前 文 所 指出 的 ， 到 底 是 否 需 要 进行 差分 运算 ， 若 采用 非 
正式 的 方法 ， 可 以 建立 在 检验 时 间 序 列 图 和 样本 自 相 关 函 数 特征 
的 基础 之 上 (Pa, re 不 是 足够 快 地 衰减 ) . 这 还 可 以 根据 第 ?7 章 
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所 讨论 的 模型 参数 的 有 效 估计 来 进一步 评价 . 但 是 ， 必 须 牢 记 ， 
参数 估计 的 分 布 理论 在 平稳 与 非 平 稳 模 型 之 间 差 别 很 大 。 由 此 引 
起 人 们 对 模型 中 有 关 差 分 算 子 (或 AR 算 子 中 的 单位 根 ) 的 合理 
性 采用 更 正式 推断 方法 的 兴趣 . 这 涉及 在 单位 根 非 平稳 时 间 序 列 
模型 中 有 关 的 估计 、 检 验 以 及 参数 估计 值 的 分 布 理论 . 

首先 考虑 简单 的 AR(1) 模型 z= σι ι--αε t=1,2,-- ,n,zo = 
0, 考虑 对 随机 游 动 模型 的 检验 ， 即 $ = 1 .4 的 最 小 二 乘 估计 
由 下 式 给 出 


n n 
》 2-124 >》 21-14 | 


= = $+ = 

Lži- λα 

在 平稳 情形 有 |$| < 1, 在 第 7 章 中 曾 指出 n1/2($ 一 $8) 浙 近 为 标准 
正 态 分 布 ， 期 望 为 0, AHA (L-e). 然而， 当 9 = 1 HARA 


形式 : zt 一 Ltj + zo, 于 是 可 表示 为 


π(ᾧ -- 1) --π' "σαι αδι/ 15 2) 1 = O,(1) 


当 n 一 oo 时 ， 该 式 为 依 概率 有 界 ， 分 子 和 分 母 都 具有 非 退 化 和 

非 正 态 的 极限 分 布 。 因 此 ， 在 非 平稳 的 情形 ， 随 着 样本 数 n 的 增 

大 ， 估 计量 比 平稳 情形 以 更 快 的 速度 趋 于 真 值 几 = 1 . 
Dickey 和 Fuller[82] 给 出 了 n($ 一 1) 极限 分 布 的 表达 式 : 


"6-1) 3 20 =) 
ο ο ο ους 


--1}π], Β Zi 是 独立 并 具有 相同 N(0,1) 分 布 的 随机 变量 。 该 分 布 
的 另 一 等 价 形式 为 (A Chan 和 Wei[68]) 
D {ο B(u)dB(u) _ (BOP 一 1 


n(ĝ— so ee = ἀν; 6.3.12 
( 1) > f Β(ω)2άυ fo Βίω)2άι ( ) 


(6.3.11) 
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这 里 ， Blu) 是 [01] 上 的 (连续 参数 ) 标准 布朗 运动 过 程 。 Fuller 
给 出 了 n($ 一 1) 极限 分 布 百 分 位 表 。 另外 ， 考 虑 “学生” 统计 量 


#=(¢- 1)/{sa( 3524-1) /7} (6.3.13) 


其 中 52 = (n — 2) ‘(Le - $a- 12t) 为 残 差 均 方 。 统 计量 7 的 


极限 分 布 可 以 导出 .在 [93] 中 有 在 6 二 1 之 下 该 分 布 的 百 分 位 
#, 可 用 于 有 关 随 机 游 动 的 假设 $= 1 . 当 了 “ 负 得 太 多 ”时 ， 
则 拒绝 $=1. 

对 于 高 阶 (广义 )AR 过程 p(B) =a, 考虑 φ(Β)--ϕ(Β)(1--Β) 
的 情形 ， 且 φίΒ)-1- VpB 是 平稳 p 阶 AR 算 子 . 于 是 有 


p(B)z = $(B)(1— B)z = z ~ 24-1 — 4524-5 ~ Ze-1) 


对 p(B) 作 单 位 根 检验 等 价 于 在 模型 z = pa + Eola- 一 
2ι- 1-1) + Qt) 或 在 模型 


Zt 2-1 = (p 一 1)z¢-1 + >. φΙ(2ι. / 一 2 一 7 一 1) 十 at (6.3.14) 
了 一 


中 检验 p 一 1 = 0 . 事实 上 ,任何 (广义 )AR(p + 1) 模型 z = 
Siesta 可 以 表示 为 等 价 形式 ，wi = (0-1)z-1+} jwi 
αι, HP we=z — 4-1, p 一 1=-9(1) =559; -1, E ¢;- 5 Pj 


ae 


由 此 可 知 ， 在 AR BT φ(Β) 中 存在 单位 根 等 价 于 p= So; = 
1 。 因 此 ， 基 于 该 模型 最 后 的 表示 ,用 (pf 一 1,91,… ,各 ) 表示 
(6.3.14) 中 模型 的 普通 最 小 二 乘 估计 ， 它 们 是 用 w = δι — zt 对 
4t—1,; ο αν ,Wp 作 回 归 而 得 到 的 ， 这 里 ， wi 二 Zz 一 Zt_1。 BBA, 

在 p=1 的 单位 根 模型 和 φ(Β) 平稳 的 假设 下 , 已 经 证 明 ([93] 定理 
8.5.1 和 系 8.5.1) Τ. (p—1)/sa Y` 22 |) 2 与 (6.3.13) 中 AR(1) 
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情形 下 的 统计 量 了 + 具有 相同 的 极限 分 布 . 而 (n—p—1)(6-1)c, 这 
里 c= Σύ, E ψ(Β)--ϕ-1(Β) 5 ΑΒ (1) 情形 下 的 统计 量 n- 1) 


具有 相同 的 渐 近 分 布 ， 另 外 ， 还 可 以 用 (6-1) 除 以 由 最 小 二 乘 
回归 得 出 的 “普通 估计 标准 差 ”, 由 此 构造 出 的 统计 量 记 为 τ, 统 
计量 (6 —1)/sa( 六 22) 12 与 子 渐 近 相 等 。 因 此 ， 它 和 AR(1) 


t=p+2 


情形 下 的 全 有 相同 的 极限 分 布 . 


如 上 所 述 对 统计 量 τ 的 检验 可 以 用 来 检验 关于 AR(p 十 1) 模 
型 中 p = 1 的 假设 ( 即 在 AR(p+ 1) 模型 p(B)zi = αι 中 的 单位 根 
检验 ) 。 而 且 进 一 步 证 明了 [93 定理 8.5.1], 在 模型 中 对 “平稳 算 
子 "9(B) 的 参数 得 到 最 小 二 乘 估 计 (91,-… ,加 ), 及 对 平稳 差分 序 
列 we = z — zea 关于 ws-1,… ,we-p 作 回归 得 出 的 最 小 二 乘 估 
it (S ,Φρ), 此 二 者 具有 相同 的 标准 渐 近 分 布 (对 于 平稳 AR 
模型 的 估计 将 在 第 7 章 中 讨论 ) 。 我 们 也 注意 到 ， 上 述 结果 也 可 
以 推广 到 包括 一 个 常数 项 的 最 小 二 乘 估 计 的 情形 ， 类 似 于 的 统 
计量 用 7, Kid, GR, 7. 的 极限 分 布 是 在 p = 1 的 假设 之 下 当 Ἢκ 
模型 中 常数 项 bo = (1 一 91 一 … 一 ppri)k = (1 一 p)p HY “ER” 
等 于 0 而 推出 的 . 例如 ， 在 AR(1) 模型 z = ozi + bota 中 ， 
我 们 得 到 最 小 二 乘 估 计 : 


- > (2-1 — Ζῃγ)(8ι — 2ο) 
$, = 2, #2) =(n-1)7' zai i=0,1 
5 (4t-1 — Ζᾳγ)7 =? | 


i=2 


类 似 于 (6.3.12) 的 极限 分 布 的 表达 式 由 下 式 给 出 
1 
> _ p 2 {ο B(u)dB(u) - ΕΒ(1) 
| men fo B(u)?du -- ξ2 
这 里 ，《 = [Β(ωάι 并 且 假 设 当 $=1 时 0 = (1 一 $n=0. 
在 AR(1) 过 程 中 对 $= 1 的 相应 检验 统计 量 为 
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ὁμ-- 1 


Γι =O 
g - -.,..γ3]-1/2 
sa[》 δει — Ζ(ιγ)2] 

t=2 


(6.3.15) 


@=1 时 了 他 分布 的 百 分 位 表 可 见 [93]. HER, E o= 1 的 条 件 
下 ， 由 于 在 截断 随机 冲击 或 求 和 形式 中 有 zz 二 Sar; + zo, 所 以 


15:20 


zt — Zo) 和 21-1 — Za) 项 中 不 包括 初始 值 zo, 从 而 可 看 出 pb 最 小 
二 乘 估 极 的 分 布 理 论 不 依赖 于 有 关 zo 的 假设 . 

上 述 假 验 方法 及 一 些 类 似 方法 被 推广 到 混合 ARIMA(p, 1, gq) 
模型 的 单位 根 检 验 (例如 ， 可 见 Said 和 Dickey[172] 和 Solo[181])， 
以 及 用 于 对 高 阶 差 分 作 检验 (Ain Dickey 和 Pantula[83]) 。 另 
外 ，Dickey,Bell 和 Miller[81] 给 出 了 有 关 单 变量 ARIMA 模型 单位 
根 检验 各 种 结果 的 评论 . 对 于 作 差 分 没有 把 握 的 情形 ， 这 些 正规 
的 检验 方法 可 以 用 来 补充 其 它 的 信息 。 并 且 ， 只 有 当 发 现 了 充分 
的 证 据 能 否定 单位 根 假设 的 情形 下 ， 选 择 平稳 模型 才 是 明智 的 . 

fl: 为 了 说 明 问题 ,我们 对 序列 C 考虑 两 个 试探 性 检验 的 
模型 : ARIMA(1,1,0) 和 ARIMA(0,2,0) 。 因 为 在 ARIMA(0,2,0) 
模型 中 要 作 二 阶 差 分 ， 是 否 果 真 需 要 这 样 做 是 存在 疑问 的 ， 况 且 
另 一 个 模型 在 一 阶 差分 后 是 平稳 ARQ) 模型 ， 因 此 应 对 此 做 更 正 
式 地 研究 .一 阶 差分 的 AR(1) 模型 Va = φύσι. +a 可 以 改写 
为 Vz = (ϕ-- 1)ν2ι ι-αι, 用 这 种 形式 可 得 最 小 二 乘 回 归 估 计 
ϕ-- 1 = -0.187, 且 估 计 的 标准 差 为 0.038,62 = 0.018, RAVER 
到 ， 这 意味 着 ᾧ = 0.813, 5# 6.7 相似 . 检验 $= 1 的 “学生” 
统计 量 是 人 = 一 4.87 , Ett [93] 的 表 中 的 下 百 分 位 点 -2.58 的 绝 
对 值 大 了 很 多 . 因此 这 些 结果 不 支持 作 二 阶 差分 ， 而 倾向 于 使 用 
ARIMA(1,10) 模型 . | 

为 了 与 第 7 章 中 所 述 更 有 效 的 估计 方法 作 比 较 ， 考 察 一 下 
在 识别 阶段 可 以 提取 出 多 少 有 关 模 型 的 补充 信息 是 有 意义 的 . 
我 们 已 经 说 明了 怎样 对 序列 的 恰当 差分 加 以 识别 ， 以 及 如 何 得 到 
ARMA 模型 参数 (φ, δ) 的 初 估计 . 为 了 完成 这 一 工作 ， 我 们 现在 
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来 说 明 如 何 得 到 残 差 方差 o2 的 初始 估计 以 及 恰当 差分 序列 均值 
的 近似 标准 差 . 


6.3.7 残 差 方差 的 初 估 计 


用 信 计 值 co 代替 第 3 章 所 给 方差 表达 式 中 的 yo, TAIRE 
方差 的 初 佑 计 . WE, Æ (3.2.8) 中 作 代 换 ， 可 以 得 到 AR 过 程 的 
σα 的 初 估计 


δ; 一 ορ(1 一 φιτι 一 pore — 一 φρτρ) (6.3.16) 
类 似 地 ， 从 (3.3.3) 可 的 ΜΑ 过 程 o2 的 初 估 计 为 
62 = 9 (6.3.17) 


1+6? +--+ θὲ 
对 混合 过 程 而 言 ， ca 的 估计 形式 要 更 复杂 一 些 ， 但 在 附录 A6.2 


中 所 述 的 是 最 简便 的 求 取 方 法 .对 于 重要 的 ARMA(1,1) 过 程 来 
说 ， 其 形式 为 ( 见 (3.4.7)) 


ο. 1-ϕ᾽ 

GEEET 24,6,” 
例如 , 考虑 对 序列 A 所 识别 的 (1,0,1) 模型 , 由 $1 = 0.87, 6, = 

0.48 和 co = 0.1586, 利用 (6.3.18) 我 们 得 到 该 估计 为 

- 1 — (0.87)? 

1 + (0.48)2 — 2(0.87)(0.48) 


(6.3.18) 


a2 
a 


0.1586 = 0.098 


6.3.8 w 的 近似 标准 差 


对 于 一 般 的 ARIMA 模型 w= Viz 的 均值 μι 不 一 定 为 0， 
可 将 模型 写 为 下 面 三 种 形式 之 一 : 


$(B)(w: — Hw) = θ(Β)αι (6.3.19) 
φίλων = 00 + θ(Β)α, (6.3.20) 
¢(B)w, = θ(Β)(αι + £) (6.3.21) 
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其 中 


-名 AH HO +H HIE 
1—¢1—-¢2-—-:--@ 1-¢1-—¢2-—--:— ϕρ 


因此 , 4 1—¢:—-$2—---—¢,p #0 H 1-6,—02—----0, £ 0, Hw = 0, 
Ba =ORE=0. ΤΕ, --Κ, 4 d=0 时 jy 并 不 为 0. 
然而 ， 考 虑 当 d > 0 时 与 一 般 模型 63.19) 有 联系 的 最 终 预 报 函 
数 ， jw = 0 时 ,该 预报 沙 数 已 经 包含 了 一 个 自 适应 的 d 一 1 阶 的 
多 项 式 分 量 。 人 允许 uy 不 为 0, 其 效果 是 在 预报 函数 中 引入 了 一 个 
固定 的 d 次 多 项 式 . Awu, € d = 2, jw 非 零 ， 则 预报 函数 40) 
包含 了 一 个 1 的 二 次 分 量 ， 而 这 个 二 次 项 的 系数 是 固定 的 ， 且 不 
是 上 自 适 应 于 该 序列 。 由 于 当 4d > 0 时 这 种 类 型 的 模型 通常 是 无 法 
使 用 的 ,， 故 µω = 0 的 假设 通常 不 会 与 数据 相 矛 盾 . 事实 上 ,正如 
我 们 已 指出 的 ， 除 非 有 相反 的 证 据 ， 我 们 通常 仍 假设 pw ο. 

为 此 ， 在 建 模 的 识别 阶段 ， 关 于 uw 是 否 非 零 需要 有 一 种 标 
识 ， 我 们 可 以 通过 将 五 = ΣΡ w/n 与 其 近似 标准 差 (πι 2.1.5) 做 
比较 而 得 到 。 当 有 n=N-d 个 差分 项 时 ， 有 


Hw 


Bp 

o? (Ñ) = n~'¥(1) (6.3.22) 
这 里 ， (B) Æ (3.1.10) 所 定义 的 自 协 方差 生成 函数 ， y(1) 是 将 
B=B"'=1 KAN. 

为 了 说 明 上 述 结 果 ， 考 虑 (1,d,0) 阶 过 程 
(1 — $B)(w -- pw) = αι 
其 中 ω = Viz. ΛΑ (3.1.11) 得 到 
2 


σ 


nB) = FB) oF) 
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于 是 


om) =n --) 0 


而 o? = 02 (1 -- $°), 因此 有 


σταρ "τῳ 
及 
a, 1114 1/2 
ote) = TEE 


现在 ， 如 (2.1.9) 和 (2.1.10) 所 定义 的 ， ow 和 可 分 别 由 co 和 
τι 估计 出 来 。 因 此 对 于 一 个 (1,d,0) 过 程 ， 所 和 需 的 标准 差 由 下 式 Ἢ 
给 出 


ΙΝ 


完全 类 似 地 可 得 到 表 6.6 中 给 出 的 σ(ω) 的 表达 式 


模型 A 到 了 的 试探 性 识别 表 67 概 插 了 对 序列 A 到 下 试 
探 性 识别 的 模型 ， 并 将 参数 的 初 值 代入 .这 些 模 型 可 作为 第 了 章 
中 讨论 的 更 有 效 估计 方法 的 初步 推测 . 


R66 τὸ ΕΙ ΑΡ, Ke wt 二 Vin, Β 2ι 是 (p,d,q) 


阶 的 ARIMA 过 程 
(1, d,0) (0, d,1) 
E 1 十 r3 17 ΕΞ 1/2 
n(l—rı) n 
(2,d,0) (0,d,2) 


1/2 1/2 


co(1+r1)(1—2r?+r2) 
ΤΕ l—ri 1 -γο 


co(1+2rı +2r2) 
n 
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R67 对 序列 A 到 下 识别 模型 的 总 结 ， 其 中 参数 用 初 估计 代入 


序列 差分 阶 数 το -- ὃ (το) 62 = ερ 识别 模型 ô? 
A 0 17.0640.10 0.1586 zt 一 0.87zt_ 1--2.45 0.098 
| γαι--0.άδαι-.ι 
或 1 0.002+0.011 0.1364 V 2,=a,—0.53a,-1 0.107 
B 1 —0.28+0.41 52.54 τ2ι--αε--θ.0Όθαε ι 52.2 
C 1 一 0.035 士 0.047 0.0532 Vz,—0.81z,-1,=a4 0.019 
或 2  —0.003+0.008 0.0198 V? z¢=a4—0.09a¢-1 0.020 
—0.07a;_2 
D 0 9.13+0.04 0.3620 ze —0.862¢_ 1 =1.32 0.093 
ται 
或 1 0.004 士 0.017 0.0965 Vzi=art—0.05a: 1 0.096 
E 0 46.945.4 1382.2 zt 一 1.32ze_1 十 0.63zt-2 289 
=14,9+a; 
或 0 46.945.4 1382.2 Ze—1.37z¢_14+0.742z;_2 287 
~0.08z,1=13.7+a; 287 
F 0 51.541.1 139.80 Ze+0.324-1—0.18z4_, 115 
一 58.3 十 at 


* 当 d=0 时 ， 用 : AB ω 


6.4 模型 的 多 重 性 


6.4.1 自 回归 滑动 平均 模型 的 多 重 性 


在 正 态 假设 下 ， 一 个 概率 分 布 的 一 阶 窍 和 二 阶 矩 便 包 含 了 这 
个 分 布 的 全 部 信息 . 特别 地 ， w: = Viz 的 均值 及 自 协 方差 函数 
的 信息 即 可 唯一 地 确定 wt 的 概率 结构 。 尽管 有 多 个 线性 模型 都 
可 能 表示 同一 概率 结构 ， 然 而 ， 当 我 们 适当 地 引入 平稳 性 和 可 道 
性 限制 后 ， 可 以 实现 模型 的 唯一 性 。 

假设 we 有 协 方差 生成 函数 (B) 且 线 性 模型 表示 为 


¢(B)w, = θ(Β)α, (6.4.1) 
φίΒ) Τι θ(Β) 的 零点 都 在 单位 圆 外 . 于 是 该 模型 可 表 为 


Ῥ q 


[0 - σιβ)ωι-- [ [(1 - Hj Β)αι (6.4.2) 


i=l j=1 
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这 里 ， Gr) 是 9(B) =0 的 根 ， Hy! 是 0(B) = 0 ΗΒ, Β GH; 
都 在 单位 圆 内 .利用 (3.1.11) 可 知 w 的 协 方差 生成 函数 是 


γ(Β) = Πα -.Β)- 11 — G:F)-! Πα - H;B)(1 -- H;F)o? 


j=l 


滑动 平均 模型 的 多 重 选择 ”由 于 
(1 — H;)(1 ~ ΗΕ) = H2(1 ~— ΗΓΒ! - ΗΣΕῚ 
可 知 任何 如 下 形式 的 随机 模型 


p q 


[[G@ -σιβ)ωι-- [[(1 - Af Β)κα, 


i=l j=l 


只 要 适当 选择 常数 k 便 具 有 相同 的 协 方差 生成 函数 . 在 上 式 中 ， 
对 于 复 根来 说 ， 共 斩 对 中 两 者 的 倒数 都 要 取 ， 这 是 可 以 理解 的 . 
因此 ， 如 果 一 个 实 根 HEPA, ΜΗ 就 在 单位 圆 外 ， 或 
者 ， 一 对 复 根 Hi 和 He 在 单位 圆 内 ， 则 Ην. A! 就 在 单位 
圆 外 。 由 此 可 知 ， 只 有 一 个 形 如 (6.4.2) 的 平稳 且 可 逆 模 型 ， 它 具 
有 给 定 的 自 协 方差 函数 . 


反 向 表达 式 “现在 ， 如 果 我 们 在 (6.4.2) 中 用 1 - GiF 58 
1- GiB, 或 是 用 1 一 HjF RË 1- Η;Βη(Β) 仍 保持 不 变 。 因 此 
所 有 的 随机 模型 


Πα -σιβ"λωι = | [ία -- Η; Β31αι 

ἐ--] j=l 
都 有 相同 的 协 方差 结构 . 然而 ,含有 算 子 B = 下 的 表达 式 涉 及 
到 未 来 的 w 和 (或 ) a. All, BREE wi 按 未 来 的 w 和 a 展开 
的 平稳 、 可 逆 的 表达 式 ， 但 是 只 存在 一 个 表达 式 (6.4.2), 它 使 w 
只 与 过 去 的 历史 值 相 联 系 . 
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较为 特别 而 有 实际 意义 的 模型 是 在 (6.4.1) 中 用 F 代替 B: 
φ(Ε)ωι-- OF λει 

这 里 ，et 是 独立 分 布 的 随机 变 序 列 ， 其 均值 为 0, 方差 σὲ = cz ， 
这 是 一 个 平稳 可 逆 的 表达 式 ， 其 中 ， w 完全 用 未 来 的 ww 和 ee 来 
表示 。 我 们 将 这 种 形式 称 为 过 程 的 反 向 形式 ， 或 者 简单 地 称 为 反 
[ray 14 δὲ. | 

方程 (6.4.2) FARRAR ADA BE RPM Υ(8) 的 平稳 可 逆 
线性 模型 的 最 一 般 形 式 ， 例 如 ， 模 型 (6.4.2) TERRA 
1 一 QB, 因此 过 程 


04-e@B)TIa- G:B)w: = (1 - QB) [[(1 — Η;Β)α, 


jel 


具有 和 (6.4.2) 相同 的 协 方差 结构 .这 一 事实 不 会 对 模型 识别 带 来 
特别 的 于 难 ， 因 为 我 们 会 自然 地 倾向 于 选择 最 简单 的 表达 式 . 然 
而 ,我 们 在 第 7? 章 中 会 发 现 ， 在 拟 合 过 程 时 应 注意 算 子 因 式 分 解 
的 可 能 性 . | 

最 后 ， 我 们 的 结论 是 : Επ“, ΗΠ w 
仅 用 既往 历史 值 来 表示 ， 且 模型 不 包含 公共 因子 ， 那 么 ， 该 模型 
MEE — abs HD 22 GE PS ST We. 

正确 地 理解 模型 的 多 重 性 是 很 重要 的 ， 原 因 如 下 : 

1. 我 们 再 次 重申 前 面 的 结论 : 协 方 差 函 数 在 逻辑 上 可 用 于 识 
别 一 个 线性 平稳 可 逆 模 型 ， 该 模型 用 过 去 历史 值 来 表示 w 

2. 滑动 平均 参数 的 多 重 解 可 通过 令 矩 值 相 等 而 求 得 ， 相 应 多 
重 解 的 性 质 已 经 阐明 . 

3. RAJA 

¢(F)u, = θ(Ε)ει 

是 在 线性 模型 中 用 F RE B 而 得 到 ， 该 过 程 对 于 估计 发 生 在 第 
一 个 观测 值 取 得 之 前 的 序列 值 是 有 用 的 ， 

下 面 我 们 更 详细 地 讨论 (2) 和 (3). 
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6.4.2 滑动 平均 参数 的 多 重 和 矩 法 求解 
时 ， 在 节 3.3 中 我 们 已 经 看 到 ， 这 样 将 会 得 到 多 重 解 . 这 些 根 的 
每 一 种 线性 组 合 都 对 应 着 一 个 线性 表达 式 ， 但 是 ， 只 有 一 种 组 合 
是 用 过 去 历史 值 描 述 的 可 逆 表 示 ， 

例如 ， 75 IS Wt 的 MA 过 程 | 

= (1 一 θι Β)αι 

假设 γο(ω) 和 yi(w) 是 已 知 的 ， 我 们 要 推导 出 Mo. HT 

yo = (1+ 02)o?, yı = -θισΣ, y=0 (k>1) (6.4.3) 
于 是 有 
-® =! +0 

Ύι 


如 果 (θι = 0,02 = 63) 是 在 给 定 Yo M y 时 的 一 组 解 ， 那 么 (A = 
61,02 = θ2σ”) 也 是 解 。 显 然 ， 对 于 给 定 的 Yo An, 存在 两 个 可 
能 的 过 程 : 

: τος 一 (1 一 θ Ώ)αι 


和 
w, (1 一 9-1 Bjo (6.4.4) 


Kip o2 = o262 . #-1<0<1, M (644) RAR ATE Bm, 尽 
管 如 此 ， 该 模型 还 是 可 以 写 为 


wi = (1 一 6—'B)(—0F)|(—0—' Βαι) 
HE, ES ει = -αι-ι/6, 则 模型 成 为 
= (1 — 0F)e: (6.4.5) 


其 中 ει Sa 具有 相间 方差 。 因此， (6.4.5) 就 是 简单 的 “RA” 
过 程 ， 它 与 下 面 的 正 向 过 程 对 偶 : 


= (1 ~ θΒ)αι (6.4.6) 
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正如 在 (6.4.6) 中 的 冲击 a 可 表示 为 w 的 当前 和 过 去 值 的 收敛 
F: 


αι = Wt 十 θων..ι + O? wi +e 


在 (6.4.5) 中 的 冲击 et 表示 为 ὦ 的 当前 和 未 来 值 的 收敛 和 ; 
et = Wz + Owes + OP wise 十 …. 


μιν, ΒΘ! wre e— Pa MWe, ΒΞ, MSTA w 的 未 
来 值 表示 冲击 ει 时 ， 这 才 是 可 行 . 在 表 6.1 中 给 出 的 可 逆 域 限定 
了 可 接受 的 参数 值 ， 采用 这 些 参数 我 们 可 用 既往 历史 值 来 表示 冲 
击 . 


6.43 反 向 过 程 用 于 确定 初 值 
假设 时 间 序 列 w, ωχ, ,wn 获 自 过 程 
$(B)w, = 0(B)a, (6.4.7) 


在 第 7 章 中 会 出 现 这 样 的 问题 ， 我 们 需要 去 估计 wo, w- w- F 
等 ， 这 一 系列 值 都 是 在 第 一 个 观测 值 获取 之 前 出 现 的 。 由 于 在 估 
计 模 型 参数 时 用 到 一 些 基 本 的 递 推 计算 需要 用 到 “初始 值 ”, 这 时 
便 会 遇 到 上 述 情况 . 假设 给 定 Ww, ,wn, 我 们 需要 去 估计 w. 
6.4.1 节 的 讨论 表明 ， 用 正 向 模型 (6.4.7) 或 是 用 反 向 模型 


都 可 对 wi,… ,wn 的 概率 结构 作出 同等 的 解释 . 

WERA, wi 与 序列 wiw, ,wn 的 概率 关系 和 Wrtlt1 
与 Wn, Wn-1,Wn-2,°'' Ww 之 间 的 概率 关系 完全 相同 . A, AT 
估计 在 观测 开始 之 前 !+1 期 的 值 ,我 们 可 以 先 考 虑 序列 结束 后 的 
最 优 佑 计 或 !+1 期 的 预报 ， 然 后 把 这 种 方法 应 用 到 反 向 序列 . 
换言之 ， 就 是 预测 反 向 序列 .我 们 称 之 为 “ 反 向 预测 ”. 
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A6.1 非 平 稳 过 程 自 相关 估计 值 的 期 望 特征 


假设 N 个 观测 值 Z1 20 ,ZN 的 序列 是 由 下 面 的 非 平稳 过 


程 产生 : 
V zi = (1 — θΒ)αι 


并 计算 出 其 自 相关 估计 值 
. Σα: - Deere — 2) 
ΠΠ σαι -- 22 


通过 对 该 表达 式 的 分 子 和 分 母 求 期 望 并 考虑 二 者 之 比 ,我 们 可 以 
得 出 对 自 相 关 佑 计 值 特征 的 一 些 认识 . 依 [199] 我 们 可 以 写 出 


五 cx] 
~ Ε[οοἱ 


Σ Elle: — Z) (ertr --3) 


p SE lle - a) 


Elrx] 


0 9 10 15 20 
N = 200 Κ-----ῃ 
(5) 1.0 
0.5 
0 5 10 15 20 


图 A6.1 由 Vzt=(1—0.8)as 生成 序列 的 Elre] 一 [ck]/feo] 
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”经 过 简单 但 元 长 的 代数 计算 后 ， 我 们 得 到 


_ (N —k)[(1 ~ 0)2(N? — 1+ 2k? — 4kN)— 66] 
p N(N — 1)[(N + 1)(1 — 0)? + 66] 


车 0 接近 于 0, 则 Er) 将 近 于 1 。 但 是 车 9 值 很 大 ， 即 使 对 小 
4 k fH, Erl 也 会 比 1 小 得 多 .在 图 A6.1 中 给 出 了 6 = 0.8 时 
N = 100 #1 N = 200 的 Elrk] Me, 以 此 来 说 明 上 述 事实 。 正 如 
所 料 ， 对 于 一 个 非 平 稳 过 程 而 言 ， 虽 然 期 望 值 之 比 Er) FER 
速 地 衰减 ， 但 是 可 以 看 到 即使 对 较 小 的 滞后 它们 也 不 会 接近 1. 

只 要 参数 值 接近 于 可 使 模型 两 边 约 分 ， 便 可 得 出 一 个 平稳 过 
程 , 这 时 体现 出 类 似 于 平稳 化 的 作用 . 例如 ， 前 述 例子 可 将 模型 
BA 


Err] (A6.1.1) 


(1 — B)z = [(1— B) + δΒ]αι 


这 里 ， 5 = 0.2 . 当 5 趋 于 0 时， 过 程 的 特征 将 越 来 越 接近 于 日 
噪声 过 程 u= at, ARP Sie k> 0 时 自 相 关 函 数 为 0. 


A 6.2 得 到 自 回归 滑动 平均 混合 模型 参数 初 估计 的 一 般 方法 


在 6.3 节 中 我 们 已 经 说 明了 如 何 得 到 简单 ARMA 模型 参数 的 
hit. 特别 地 ， 在 第 五 部 分 中 的 表 B,C MD 使 得 AR(2),MA(2) 
以 及 ARMA(1,1) 过 程 的 初 佑 计 能 很 快 地 被 读 出 .在 本 附录 中 ， 
我 们 给 出 获得 一 般 ARMA(p,g) 过 程 $(B)w = θ(Β)αι 的 初 估计 
的 一 般 方法 . | 

在 一 般 情 形 下 ， ARMA(p,9) 过 程 初 估计 的 计算 是 基于 w = 
Viz, 的 前 p 十 gq 十 1 个 自 协 方 差 cj (1 = 0,1,-… ,(p 十 gq)), FRY 
下 三 个 步 又 着 手 . | 

1. 由 自 协 方差 co-p+1,… ,cg+l;cs+2 ,Cgqtp 估计 自 回 归 参 
数 d1, $2, ,Dp . 

2. 利用 (1) 中 得 到 的 估计 值 o 得 到 导出 序列 


we = We — QiWi — - Φρυι ρ 
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”3. 最 后 ， 用 自 协 方差 c0,c1,… ,cs 来 迭代 计算 滑动 平均 参数 
01,02,.… 9, EREDE g? 的 估计 值 . 


自 回归 参数 的 初 估计 ， 利 用 (3.4.3) 的 结果 ， 自 回归 参数 的 初 
估计 的 获得 可 通过 下 面 的 p 个 线性 方程 


σαι = φιοῃ + $2Cgq_-1 ντ 十 PpCq—p+1 


cat2 = Picyt1 + Gre +++ + by€q—p+2 | 
ý ” ” (A6.2.1) 


Cq+p = PiCptq-1 + $2catp-2 + +++ + φρος 


导出 滑动 平均 过 程 的 自 协 方差 我 们 现在 记 wl = ΦίΒγων, 并 
把 该 过 程 处 理 为 下 面 的 滑动 平均 过 程 ， 


w! = θ(Β]αι (Α6.2.2) 


首先 我 们 需要 用 wi 的 自 协 方差 c; 来 表示 wi 的 自 协 方差 cc . ΠῚ 
以 证 明 ， 对 j =0,1,--- ,9 有 


p p 
cj 一 > $; Cj + S (Φοφι 十 的 的 1 十 … , Ἐφ» ιφρ)ίε;-µι + cji) 
τ = (A6.2.3) 
这 里 ， po ----1 ο 


滑动 平均 参数 的 初 估计 利用 自 协 方差 估计 值 c, 通过 下 面 
两 种 迭代 过 程 之 一 ， 我 们 可 以 得 到 导出 过 程 (A6.2.2) 滑动 平均 参 
数 的 初 估计 . | 

1. 线性 收敛 过 程 。 利用 3.3.2 节 给 出 的 MA 过 程 自 协 方差 函 
数 的 表达 式 ， 有 


Ίος (1+ δὲ ----θῃ)σῶ 
Yk = (0k + O10k+41 +-+ ϐᾳ κθη)σ3 (k 21) 
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我 们 可 以 计算 出 在 该 确定 阶 数 之 下 参数 02,,00,00-1,-…- , 01 的 估 
计 值 ， 只 需 使 用 迭代 


/ 
2 Co 


σ΄ = a 
a 1+6 +.---4 6? 
| ; q (Α6.2.4) 
C- 
05 =- (2 — 919541 — 920542 — +> — νο) 


通常 约定 8o =0, 在 近代 开始 时 可 令 01, 02,7 9, 等 于 零 。 每 
次 得 到 9 和 cx 的 最 新 值 都 可 以 在 下 一 轮 计算 中 使 用 。 例 如 ， 在 
q=2 的 情形 ， 方 程 (A6.2.4) 是 


c0 


i, 
1+0 + 62 
_ _ 2 

0 = -73 


2. 二 次 收敛 过 程 。 Newton-Raphson 算法 是 由 Wilson[202] 给 
出 ， 它 比 算法 1 AY) (μα ae PE HF 我 们 记 7! 一 (To Ti, n. ' Ta), 这 里 


τὸ =a? ， 0; = (j = 1,2,--- ,q) (A6.2.5) 


To 


ET 是 第 i 次 迭 到 得 到 7 的 估计 值 ， 那 么 ， 第 ;+ 1 次 迭代 新 的 
估计 值 可 由 下 式 得 出 


rit] = (T) -- (TYS; (A6.2.6) 
g-i 
其 中 f = (fo, fots fah Ξ E TiTirj 一 0c, 及 

i=0 

ΤΟ Τι ''' Tq-—2 Tq—1 Τα ΤΟ Τι Το "°° Tg 

Τι T2 ''' Tg-1 Tq 0 0 το Τι -t τει 

T— | Το Τ ΙΙ Ta 0 ο +. 0 0 70 … Tq-2 

mr0. 0 0 0 000- τ 
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CH- 16 “ΠΒ Γ τ 的 值 ， 就 可 以 由 (Α6.2.5) 得 出 参数 的 
8. 
fl: 考虑 下 面 ARMA 模型 中 o 和 9 的 估计 
利用 co = 1.25,ci = 0.50 及 cz = 0.40, 实际 上 ， 这 些 值 是 对 应 于 
$ = 0.8,6 = 0.5 Al of = 1.00 的 过 程 .将 p=4g= 1 代入 (A6.2.1), 
有 . 
C2 = pe1 
可 得 $ 的 估计 值 ， 得 到 $ = 0.8 。 因 此 ， 利 用 (A6.2.3), 导出 序列 
wi = 2ι-- 内 zt _1 

的 前 两 个 目 协 方差 是 

ch = (1 + φ᾽)ερ — 2φει = 1.25 

ch = (1 + φ)οι -- φ(οα + co) = —0.50 


FE (Α6.2.4) 中 代入 这 些 值 ， 方 法 1 的 迭代 过 程 是 基于 下 式 


表 A6.1 MA(1) 过 程 的 02 和 0 初 估计 值 的 收敛 性 


方法 1 方法 2 
迭代 次 数 o? 0 o? 6 
0 一 0.000 1.250 0.000 
1 1.250 0.400 2.250 0.667 
2 1.077 0.464 1.210 0.545 
3 1.029 0.486 1.012 0.503 
4 1.011 0.494 1.000 0.500 
5 1.004 0.498 一 一 
6 1.002 0.499 一 一 
7 1.001 0.500 一 一 
8 1.000 0.500 一 一 


-254- 


类 似 地 ,将 有 关 值 代入 (Α6.2.6), 方法 2 的 选 代 过 程 是 基于 下 


i+1 i i 
[5] [| -5»"μ 
其 中 | ο | 
Πο 
τδτὶ -- ὁ 
Ti = τὰ rilir τί] [27 οτί 
Tiz ο 0 τὸ] [τὶ τὸ 
方差 o2 和 θ 可 以 由 o2 = 72,0= --τι/το 计算 出 。 表 Αθ.Ι 列 出 了 
方法 1 和 2 κοκ ΠΡ. 
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7 
模型 的 估计 


通过 识别 过 程 , 我 们 得 到 了 模型 的 试探 形式 , 随 之 我 们 需要 得 
到 参数 的 有 效 估计 。 在 参数 估计 出 来 以 后 ， 应 对 拟 合 模 型 进行 诊 
断 检验 和 拟 合 优 度 检验 .在 拟 合 过 程 中 数据 应 该 被 有 效 地 使 用 , 因 
此 , 与 此 相关 的 拟 合 优 度 检验 是 非常 必要 的 . 否则 就 会 发 生 拟 合 


”不 当 ， 这 完全 是 由 于 无 效 的 拟 合 ， 而 并 不 是 由 于 模型 的 形式 不 恰 


4 本 章 包 括 对 随机 模型 参数 估计 通常 所 考虑 的 极 大 似 然 和 Bayes 
方法 。 在 本 章 中 ， 黑 体 用 表示 向 量 和 和 矩阵 。 AM, X = {zij} 是 
一 个 矩阵 ， 其 中 zi; 是 第 i 行 第 i 列 的 元 素 ， 甘 1418 Χ 的 转 
置 . 


7.1 似 然 秒 数 和 平方 和 函数 的 研究 
7.1.1 似 然 函 数 


假设 有 一 个 N 个 观测 值 的 样本 z, 我 们 将 它 与 N 维 随 机 变量 
联系 起 来 ,已 知 其 概率 分 布 为 p(z|é), 依赖 于 某 些 未 知 参数 .我 
们 用 向 量 € 记 总 的 参数 集合 。 具 体 地 ， 在 ARIMA 模型 中 它 是 指 
p 十 9 十 1 个 参数 (φ,θ,σ) . 

在 数据 取得 之 前 ， 每 一 次 不 同 的 试验 结果 对 应 于 一 个 由 参数 
E 确定 的 密度 plz). 在 数据 到 手 之 后 , 我 们 观察 € 的 各 种 值 ， 希 
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望 能 给 出 实际 上 得 出 观测 值 z 的 那 组 确定 的 参数 。 用 于 这 种 目的 
函数 是 似 然 函数 LEl), 它 与 vz) 具有 相同 的 形式 ， 但 在 该 务 
t, z 是 固定 的 ， We 是 变化 的 .我 们 感 兴趣 的 只 是 相对 值 ， 
所 以 似 然 函 数 通常 被 认为 是 包含 了 一 项 任意 的 常数 乘 数 。 

通常 处 理 对 数 似 然 函 数 In[Z(Elzl = (Elz) 更 为 方便 ， 它 包含 
了 一 项 任意 的 常数 加 项 。 似 然 函 数 是 估计 理论 的 重要 基础 ， 其 原 
因 在 于 由 Fisher[91]，Barnard[22] 和 Birnbauinf32] 在 某 些 不 同 背 
景 下 倡导 的 “ 似 然 原 理 ”. 该 原理 指出 : (假设 模型 是 正确 的 ) 数 
据 能 告诉 我 们 有 关 参 数 的 所 有 信息 都 包含 在 似 然 函 数 中 ， 而 数据 
所 有 其 它 方面 的 东西 都 是 无 关 紧 要 的 。 从 Bayes 的 观点 来 看 ， 似 
然 函 数 是 相当 重要 的 ， 因 为 它 是 参数 的 后 验 分 布 来 自 于 数据 的 部 
分 。 

”为 了 全 面 了 解 佑 计 的 情况 ， 对 似 然 函 数 作 完整 的 分 析 和 图 形 
研究 是 十 分 必要 的 , 另外 ,在 Bayes 框架 中 ， 我 们 所 考虑 情形 下 
参数 的 后 验 分 布 是 被 似 然 函 数 所 控制 的 。 在 许多 例子 中 ， 对 于 中 
等 或 大 样本 情形 ， 对 数 似 然 函数 是 单 蜂 的 ， 且 在 靠近 最 大 值 的 相 
当 大 的 区 域内 能 用 一 个 二 次 函数 很 好 地 有 逼近。 这 时 ， 对 数 似 然 函 
数 可 以 用 其 极 大 值 和 极 大 值 附近 的 二 阶 导数 来 描述 。 使 似 然 消 数 
或 对 数 似 然 函 数 达到 极 大 的 参数 值 称 为 极 大 似 然 (ML) hiit. X} 
数 似 然 函数 二 阶 导 数据 供 了 对 似 然 函 数 “散布 程度 ”的 度量 ， 也 
可 用 来 计算 参数 的 近似 标准 差 。 

极 大 似 然 佑 计 的 极限 性 质 通常 是 对 独立 观测 而 建立 的 [164], 
但 是 ， 正 如 Whittle[196] Arak, AHR SHES BERRA, 

在 下 文 的 讨论 中 ， 我 们 假定 读者 熟悉 估计 理论 的 某 些 基本 思 
想 ， 及 有 关 正 态 分 布 理 论 和 线性 最 小 二 乘 的 一 些 重要 结果 。 这 
些 内 容 是 本 章 需 要 用 到 的 ， 我 们 将 在 附录 A7.1 和 A7.2 中 加 以 
综述 . 关于 时 间 序 列 模型 参数 估计 的 一 些 早期 重要 工作 ， 可 参考 
[24], [26], [87], [98], [190], [127], [134], [135], [142], [162] [163] 和 [197] . 
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7.1.2 ARIMA 过 程 的 条 件 似 然 


假设 入 =m+d 个 原始 观测 什 2 构成 了 一 个 时 间 序 列 ， 我 
们 记 为 z_at1,… 520,21) 22,"… ,zn 。 假 设 该 序列 是 由 (2, ἀ,α) 阶 
的 ARIMA 过 程 生 成 。 从 这 个 序列 可 以 产生 一 个 序列 w, 它 是 由 
n= N 一 d 个 差分 值 w, w2, ,Wn 构成 ， 其 中 wi = Viz . A 
此 ， 拟 合 ARIMA 模型 (6.1) 参数 o 和 90 的 一 般 问题 等 价 于 拟 合 
序列 ὦ 的 平稳 可 逆 8 ARMA(p,9) 模型 的 参数 ， 该 模型 可 写 为 


at = We 一 φιῦι..ι —~ φρῖδε..» 


(7.1.1) 
Ἴθιαι ι + Oga¢_2 + '''Ἔθφαι ᾳ 


这 里 ， wi = Viz, We = w — u, H Ε[ωι]--μ 
“d>OW, Riku =0 通常 都 是 正确 的 ( 见 4.1.3 节 ， 6.2.3 
δν 6.3.5 HR 6.3.8 节 的 讨论 )， 和 否则 可 用 w = Dwe/n 来 代替 


μ. 对 于 在 时 间 序列 分 析 中 通常 考虑 的 样本 量 而 言 言 ， 这 种 近似 就 
足够 了 . 但 是 ， 如 果 需 要 的 话 ，4 也 可 以 作为 一 个 附加 参数 加 以 
it. 我 们 所 讨论 的 方法 是 对 μ 和 其 它 参 数 一 起 作 估计 . 

w 的 值 不 能 立刻 代入 (7.1.1) 中 去 计算 a, 这 是 因为 差分 方程 
初 值 所 带 来 的 困难 . Rig, TAAA, wh p Maw. 和 a 的 ga 
个 值 a, 在 序列 w 开始 之 前 就 给 出 了 。 因 此 ， 若 以 这 种 选择 为 条 
件 ， aiaz e ,an 的 值 可 由 (7.1.1) 依次 算出 . 

由 此 ， 对 于 任何 给 定 的 参数 (4,0) 选择 和 初始 值 (ω.,α.), 我 
们 可 以 顺 次 计算 出 一 组 值 a, (¢,0|w.,a.,w),t=1,2,---,n. 现在 
假设 a 是 正 态 分 布 ， 其 概率 密度 为 


n n2 
p(@),42,--- ,@n) Ko, exp - “| 
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对 于 给 定 的 一 组 具体 数据 w, 在 选择 (w.a) 的 条 件 下 ， 与 参数 


Φ 需要 特别 注意 的 是 ， 应 确保 估计 值 在 可 逆 域 内 ， 可 参见 附录 A7.6 . 
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(9,0, σα) FAIR FR BY XT BAAR ΡΕ BK Ht 
l.(¢,0,07) = —nIn(o,) 一 Sate, 2) (7.1.2) 
在 上 式 中 ， 按 照 前 面 的 讨论 ， 不 必 包 括 附加 的 常数 项 ， 且 有 


5,(Φ.θ) = 5 a?(,6|w,,a,, w) (7.1.3) 


t=1 


在 上 面 各 式 中 ,， 似 然 函数 和 平方 和 函数 所 用 的 星 号 下 标 是 为 了 强 
调 这 些 值 是 以 初 值 的 选择 为 条 件 的 . 我 们 注意 到 ， 条 件 对 数 似 然 
RL. 仅 通 过 条 件 平方 和 函数 而 与 数据 相 联 系 。 由 此 可 得 ， 在 
空间 (Φ,θ, σα) 中 对 于 σα 的 任 一 确定 值 ， 的 等 值 线 就 是 5. 的 
等 值 线 ， 于 是 极 大 似 然 估计 与 最 小 二 乘 估 计 相 同 ， 且 在 正 态 假定 
F, 我 们 一 般 可 通过 研究 条 件 平方 和 了 畏 数 的 性 质 来 研究 条 件 似 然 
函数 的 性 质 。 特 别 当 os 任意 固定 时 ， LS. RE. Ñ 
过 使 条 件 平方 和 函数 5.(ϕ,9) 极 小 化 而 得 到 的 参数 估计 就 称 为 条 
件 最 小 二 乘 估计 


7.1.3 对 于 条 件 计 算 的 初 值 选择 


我 们 将 简要 地 讨论 非 条 件 似 然 函数 的 计算 ， 严 格 说 来 ， 这 是 
我 们 进行 参数 估计 所 需要 的 . 然而 在 某 些 应 用 中 ， 当 n 为 适中 或 
较 大 时 , 在 (7.1.3) 中 用 适当 的 值 代替 w, 和 a, 的 元 素 , 利用 该 条 
件 似 然 荡 数 可 以 得 到 非 条 件 似 然 函 数 的 充分 近似 .一 种 方法 就 是 
ww, 和 ay 的 元 素 等 于 它们 的 非 条 件 期 望 。 a 中 元 素 的 非 条 件 
期 望 为 0, 且 如 果 模 型 不 含 确定 性 部 分 , 并 且 特 别 当 j= 0 时 ，w， 
中 元 素 的 非 条 件 期 望 也 为 0” 但 是 ， 如果 φ(Β) = 0 的 一 些 根 接近 
单位 图 的 边界 ， 过 程 近似 为 非 平 稳 ， 这 种 近似 就 可 能 很 不 好 。 在 
这 种 情形 下 ， 起 始 的 数据 什 wi 可 能 偏离 非 条 件 期 望 相当 远 ， 


9 如 果 假 设 Ρωι-μφο 是 合理 的 ， 则 可 用 T 来 代替 w. 的 每 个 元 素 . 
.259. 


这 种 初 值 的 引入 可 能 会 产生 巨大 的 瞬 变 状态 ， 而 瞬 变 的 消失 又 是 
RRK. EWE (2, d,9) 阶 模型 时 ， 我 们 有 时 将 使 用 的 一 种 更 可 
靠 的 方法 是 : 利用 (7.1.1) 从 ap 开始 向 前 计算 a, 且 令 既往 的 a 
都 为 零 。 因 此 对 于 w 来 说 ， 用 到 的 都 是 实际 发 生 的 值 。 

利用 这 种 方法 ， 我 们 可 以 对 a Hn-p=N-p—d 个 值 的 
平方 求 和 ， 当 然 ， 对 于 较 长 的 序列 来 说 ， 这 种 信息 的 轻微 损失 是 
不 足 道 的 . 在 没有 自 回归 项 的 情形 这 两 种 方法 是 等 价 的 。 对 于 第 
9 章 中 讨论 的 季节 序列 来 说 ， 条 件 近似 是 不 能 令 人 满意 的 ， 而 条 
件 计算 就 变 得 更 加 必要 了 . 下 面 我 们 将 通过 简单 的 例子 来 说 明 条 
件 平方 和 5. 的 递 推 计 算 。 


Xf (0.11) 过 程 条 件 平方 和 的 计算 ”序列 B 在 表 6.4 中 已 被 


Vz = (1-6B)a, (1 «6 « 1) (7.1.4) 


Bp 

at = we --θαι. ια 
这 里 ， Wi = Vz, 及 Ε[ωε] Ξ0. 我 们 来 回忆 一 下 ， 在 第 6 章 中 我 
们 曾 得 到 初步 的 矩 估计 (E 6.5) 并 由 数据 给 出 98 BERETE. 
对 于 特定 的 参数 值 9 = 0.5, ER 7.1 中 列 出 了 前 几 个 a 的 计算 结 
ΒΕ. a 由 at = ωι-0.δαι 1 递 推 计 算 ， 且 精确 到 两 位 小 数 . 与 上 面 
的 讨论 一 致 ， 为 了 着 手 计 算 ， ao 被 设 为 0. 这 个 值 用 黑体 表示 . 
如 此 继续 ， 我 们 求 出 | 


368 
S.(0.5) = 》 a?(@ = 0.6[αο = 0) = 27, 694 
t=1 


FAM 6 = -0.5 到 0= 40.5 HRA 0.1 的 9 值 ， ER 7.2 中 列 出 了 
条 件 平方 和 S.(9)( 给 定 ao = 0 时 ) 的 计算 值 . 
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7.1.4 非 条 件 似 然 ， 平 方 和 函 孝 ; BhoRAT 


在 附录 A7.3 中 证 明了 : 假设 N= n+d 个 观测 是 由 一 个 ` 
ARIMA 过 程 产 生 的 ， 那 么 ， 对 应 的 非 条 件 对 数 似 然 函数 由 下 式 
给 出 | 


U($,0, 04) = /{Φ.0) - nin(oa) -ÉP (1) 


其 中 /ίΦ,θ) 8 ὁ Ἡι 9 的 函数 ， 非 条 件 平方 和 函数 为 
5(6,6) = D Ἰαωιφ,θῇ + le 0e] (71.6) 
t=1 


这 里 [αι]ω,φ,θ] 表示 αι 以 ω,φ,θ 为 条 件 的 条 件 期 望 。 当 不 至 混 
消 时 ， 我 们 将 把 条 件 期 望 简 记 为 [αι]. Æ (7.1.6) PRA es = 
(ωι..μ,':- ο, @1—q: tt ,40) 表示 p 十 4 个 初始 值 的 向 量 ， 这 是 
在 时 刻 上 = 1 之 前 过 程 w Ma 所 需要 的 ， Ro? = οον(ε,) 是 
e, 的 协 方差 阵 ， ἰ[ε.]--([ωι..ρ]ν-::. [ωο],[αι- αν." :[αο])’ 表示 在 
给 定 ωιφ 和 0 时 初始 值 的 条 件 期 望 (“ 反 向 预报 ”) 向 量 。 另 一 
种 表示 平方 和 的 方法 是 54,0) = Σ) la], 5 (7.1.6) 相 比 有 


x [αι]: --[ε.]Ώ-Ἶε.]. 


ἰ----ος 


% 7.1 取 o=0.5, 对 序列 B 前 10 个 a 值 的 递 推 计算 


l Zt wi =V zi ar=wi -0.δαε-.ι 
0 460 0 

1 457 -3 ~3.00 — 
2 452 一 5 -6.50 
9 459 7 3.75 
4 462 3 4.88 
5 459 -ᾱ —0.56 
6 463 4 3.72 
7 479 16 17.86 
8 493 14 22.93 
9 409 -ᾱ 8.46 
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R72 对 序列 BMWS νσι-(1-θΗ)αι 模型 的 平方 和 函数 


0 A=(1-0) S.(0) (6) 
1.5 23,929 23,928 
0.4 1.4 21,595 21,595 
-0.3 1.3 20,222 20,222 
-0.2 1.2 19,483 19,483 
0.1 1.1 19,220 19,422 


19,363 19.363 


0 2A=(1-@) οδ.(θ) 
01 09 19,896 19,896 
02 0.8 20,851 20,851 
0.3 0.7 22,315 22,314 
0.4 0.6 24,471 24,486 
0.5 0.5 27,694 27,691 


σ(ϐ) 


通常 ， f($,9) 只 对 较 小 的 n 有 意义 ， 对 于 中 等 或 较 大 的 n 
值 ，(7.1.5) 被 5(Φ,θ)/2σα 所 控制 ， 因 此 在 参数 空间 (4,6) 中 ， 
非 条 件 平方 和 函数 的 等 值 线 极其 接近 似 然 和 对 数 似 然 函 数 的 等 什 
线 . 特别 地 ， 通 过 极 小 化 平方 和 函数 (7.1.6) 所 得 到 的 参数 估计 ， 
我 们 称 之 为 ( 非 条 件 或 严格 的 ) ee) RA, 它 通 常 可 以 作为 极 
大 似 然 估计 很 接近 的 近似 值 。 从 Bayes WAKE, Æ 7.4 节 讨 论 
的 假设 之 下 ， 对 于 所 有 的 AR) 和 MA(g) 后 验 密度 基本 上 只 是 
S(¢,6) 的 函数 . 因此 ， 最 小 二 乘 估计 非常 接近 具有 极 大 后 验 密度 
的 估计 .在 本 节 的 剩余 部 分 和 7.1.5 节 ， 我 们 着 重 强调 (7.1.6) 所 
定义 的 非 条 件 平 方 和 函数 5(Φ,θ) 的 计算 、 研 究 和 应 用 ， 以 及 有 关 
最 小 二 乘 估计 的 计算 . 

在 非 条 件 平方 和 的 计算 中 ， [a] 的 值 是 通过 在 (7.1.6) 中 取 条 
件 期 望 ， 然 后 再 进行 递 推 计算 . 预先 的 反 向 计算 给 出 了 [w-;] 和 
[a-;], j =0,1,2,--- 的 值 (ΒΡ ΡΕ rey SRB), 这 些 值 是 着 手 同 前 递 推 
所 需要 的 . 


滑动 平均 过 程 非 条 件 平方 和 的 计算 为 了 说 明 起 见 ， 我 们 考 
FS IBM 股票 价格 的 例子 , 并 再 次 使 用 在 表 7.1 中 给 出 的 该 序列 的 
前 10 {89 , 用 w = Vz, RNE 6.2 节 中 已 看 到 ， 识 别 的 模型 
是 (0,1,1) Br. lt, (7.1.6) 可 知 ， S(9) 需要 的 唯一 反 向 预报 
值 是 [ao]. 我 们 通过 描述 一 个 近似 但 仍 是 准确 的 方法 入 手 , 以 期 


D 当然 ， 在 实际 中 ， 有 用 的 参数 估计 不 可 能 从 这 样 少 的 观测 值得 到 ， 我 们 利 
用 这 组 数据 只 是 为 了 说 明 计 算 . 
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得 到 [a0] 的 值 ， 该 方法 利用 了 w: 向 后 模型 的 有 趣 特 征 且 方 法 本 
身 就 是 具有 启发 性 的 . 我 们 回忆 一 下 6.4.3 节 ， 关 于 w: 的 模型 可 
以 写 为 向 前 或 向 后 形式 


= (1 — 8B)a:,， w: = (1 — OF jez 
这 里 ， 再 次 假设 µ- Elw] SFR. 因此， 我 们 可 写 为 


lee] = [we] + Olerti] (7.1.7) 
[αι] = [we] + Olat] (7.1.8) 


这 里 ， [w] = w, t = 1,2,---,n, ΗΧ t< ORE w REMIR 
值 。 这 是 我 们 在 计算 中 所 需要 的 两 个 基本 方程 . 表 7.3 给 出 了 方 
便 的 计算 格式 ， 我 们 从 在 表 中 列 入 已 知 的 数据 开始 : 

1. 数据 zo, 21,111 210, 由 此 我 们 可 计算 出 一 阶 差 分 wi, wa, … 


Wg; 

2. [eo], [e-1), 的 值 都 是 0, 这 是 因为 eo,e_1,.… 依 分 布 独立 
Fw, 

3. ea) la-a]; … 的 值 都 是 0, 因为 对 于 任何 MA(q) WE aq, 
4-g-1,"… 依 分 布 独立 于 刀 。 但 是 应 当 注 意 ， 通 常 [αὐ], lai] 
τα μι] 是 非 零 的 ， 需 由 反 向 预报 得 出 。 所 以 ， 在 本 例 中 [ao] 就 是 
这 样 得 到 的 ， 

从 序列 的 尾部 开始 ，(7.1.7) 现在 被 用 来 计算 [et],t 一 9,8, 7,---, 
1 。 如 前 文 所 述 计算 条 件 平 方 和 的 方法 ,我们 也 作 同 样 的 近似 , 开 
始 着 手 反 回 过程. 在 目前 情形 下 , 这 相当 于 令 [e1] =0. BH, 这 
种 近似 的 效果 是 将 一 种 瞬时 状态 引入 系统 ， 由 于 O(B) 和 θ(Β) 是 
稳 态 算 子 ， 对 于 中 等 长 度 的 序列 来 说 ， 在 开始 时 刻 达到 的 瞬 态 几 
乎 肯定 是 可 以 忽略 的 ， 因 此 不 会 影响 a 的 计算 . 正如 后 文 所 述 ， 
如 果 和 需要 的 话 ， 这 种 近似 的 合理 性 在 任 合 情 形 下 都 可 以 通过 两 轮 
迭代 来 检验 .， 

在 表 7.3 中 , 为 了 开始 着 手 递 推 ， 对 应 于 t= 9 的 那 一 行 上 ， 
在 第 6 列 对 未 知 值 0.5[eio] 我 们 写 上 一 个 0( 用 黑体 表示 ) . Ast, 
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7.3 由 序列 B 的 前 10 个 值 计算 [a], 0=0.5 


第 二 轮 

t Zt [αι] ο.δ[αι. ι] [we] 0.5[€¢41] [ez [ει] Ut 
-1 [458.4] ο 0 0 0 

0 460 1.6 0 1.6 -1.6 0 0 -2.1 
1 457 -2.2 0.8 -3.0 -0.1 -3.1 -3.1 -4.1 
2 452 -6.1 -1.1 -5.0 4.8 0.2 -0.2 -23 
3 459 3.9 -3.0 7.0 2.6 9.6 9.6 8.5 
4 462 5.0 2.0 3.0 2.3 5.3 52 9.5 
5 459 -0.5 2.5 -3.0 7.6 4.6 4.4 9.2 
6 463 3.7 -0.2 4.0 11.1 151 149 19.4 
7 479 179 1.9 16.0 6.2 22.2 21.7 31.4 
8 493 22.9 9.0 140 -15 12.5 114 27.5 
9 490 85. 1.5 -3.0 0 -3.0 -5.1 8.5 

| _4.2 


利用 (7.1.7) 我 们 得 到 
[eo] = [wo] 十 0.5[elo] = Wo +0=-3 


于 是 0.5[es] = -1.5 可 以 写 到 t= 8 的 一 行 上 ， 这 样 ， 我 们 便 能 去 
计算 [es], 依 此 类 推 . 最后， 我 们 得 到 
[eo] = [wo] + θ[ει] 


Bp 
0 = [wo] — 1.6 


由 此 得 出 [wo] = 1.6, 从 而 有 [ω. κ] = 0,h = 1,2,3,- 
利用 (7.1.8) Rt = 0, 我 们 得 到 


[ao] = [wo] + 6[α. ι] = 1.6 十 (0.5)(0) = 1.6 
然后 我 们 又 可 继续 向 前 计算 剩 下 的 [a] 值 ， 由 此 得 出 5(0.5) = 
ol05， w]? = 1016.406 。 对比 表 7.1 和 7.3 给 出 的 [a] 值 ， 表 明 


在 这 个 具体 例 之 中 ， 由 于 初 值 的 改变 而 引起 的 瞬 变 当 + > 5 ΠΠ, 
于 没有 什么 影响 ， 
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与 上 述 近似 方法 相 比较 ， 附 录 7.3 事实 上 给 出 了 对 于 一 般 情 
形 计算 a], 从 而 计算 S0) 的 精确 方法 .对 于 w 的 AR(1) BH 
来 说 ， 该 方法 首先 涉及 计算 alo = 0) 的 值 ， 我 们 简 记 为 of, 由 
7.1.3 节 讨论 的 条 件 方法 ， 有 


a? = wt + 8al (t= 1,2,--- ,n) 


取 ae = 0 作为 初 值 。 然 后 采用 反 向 递 推 来 求 得 ws = a? + Ours, 
M t=n 开始 ， 直 到 t=0, 以 uny =0 作为 初 值 。 最 后 ， 精 确 的 
反 回 预报 [ao] H [ao] = —uo(1 一 67) /(1 一 g2/(n+1)) 给 出 ， 利用 这 
一 初 值 ， 如 7.1.3 ABE, [αι] 可 以 用 下 面 的 正 向 递 推算 出 : 

[αι] = we Ἔθλιαι. ι] (t = 1,2,--- ντι) 


精确 的 平方 和 为 SO) = lal]? 。 为 了 说 明和 对 比 ， 利 用 表 7.1 


中 的 条 件 值 2, 我 们 由 反 向 递 推 得 出 t = 9,8,… ,0 的 αι 值 ， 并 
列 在 表 7.3 的 最 后 一 列 。 因 此 我 们 求 得 ao 精确 的 反 向 预报 值 为 
[ag] = ~uo(1 — 67)/(1 — 67("+1) = 1549, 这 与 由 反 向 模型 方法 得 
出 的 近似 值 1.545 非常 相近 ， 且 这 种 微小 的 差别 对 其 余 αι] Hit 
算 基 本 上 没有 影响 . 

在 实际 中 , 可 以 使 用 近似 反 向 模型 计算 的 两 轮 近 代 方 法 , 但 这 
几乎 总 是 不 必要 的 . 然而 ， 我 们 只 是 通过 ΜΑ(1) 模型 的 9 个 观测 
值 构成 的 非 真 实 的 短 序列 来 说 明 这 人 一方 法。 为 此 ， 我 们 采用 在 第 
— ER PHA [αρ] = 8.47 为 ae 的 值 , 并 以 此 作为 新 一 轮 和 迭代 
的 开始 , 用 (7.1.8) 计算 wio 的 正 向 预报 [wio] = —O[ag] = 一 4.23 。 
然后 可 将 该 值 代 入 反 向 方程 , 得 到 第 一 个 [e10] = [wio] = 一 4.23( 因 
为 对 于 反 同 模型 [e1] = 0), 最 后 ， 求 得 新 的 反 向 预报 值 [wo], 从 
而 得 到 新 的 [ao] = [wo], 由 此 而 得 出 [αι] 的 新 值 。 反 向 递 推 [ει] 
的 第 二 轮 绪 果 在 表 7.3 的 倒数 第 二 列 给 出 。 第 二 论 计 算 最 后 得 出 
lao] = 1.549, 该 值 非常 接近 于 反 向 模型 第 一 轮 计算 所 得 的 值 ， 且 
基本 上 等 于 精确 值 。 因 此 ， [αἱ 的 进一步 计算 将 会 得 到 如 前 一 样 
的 相同 结果 。 
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进一步 ， 由 过 程 的 可 逆 性 质 ， 通 常 5S($,9jw) 可 由 fe) 平方 和 
的 计算 给 出 . 利用 这 一 事实 ， 对 MA(1) 示例 的 第 二 轮 结果 ， 我 们 
由 表 7.3 求 出 | 


10 


S(0.5) = > [et = 1016.406 
t=1 


这 与 由 [αι] 求 得 的 值 一 致 . 
对 整个 序列 用 前 面 的 方式 处 理 ， 并 采用 精确 的 方法 ， 我 们 求 
出 非 条 件 平方 和 为 


368 
S(0.5) = 》 [at|0.5,w]? = 21,691 
t=0 


对 于 这 个 具体 的 例子 ， 该 值 非 常 接 近 于 相应 的 条 件 值 S.(0.5) = 
27,694 。 表 7.2 给 出 了 0 在 -0.5 到 +0.5 之 间 的 非 条 件 平方 和 
S(O), 对 于 这 个 具体 的 例子 ， 这 些 值 非常 接近 于 条 件 值 S.(0) . 


7.1.5 计算 非 条 件 平方 和 的 一 般 方法 


在 上 面 的 例子 中 ，wt 是 一 个 均值 为 零 的 一 阶 滑动 平均 过 程 , 
由 此 得 出 , 提前 期 大 于 1 的 所 有 预报 值 都 是 ο, 因此 ,为 了 用 近似 
的 反 向 模型 方法 着 手 进 行 递 推 计算 只 需要 一 个 初始 值 ( 反 向 预报 
值 [wo] = 1.6), 在 精确 方法 中 也 只 需要 一 个 反 向 预报 值 [ao] 。 对 
于 一 个 a 阶 滑动 平均 过 程 则 需要 9 个 非 零 初始 值 [wo], [w-r],- 
[wia], 或 者 等 价 地 ， 在 精确 方法 中 对 S(8) = Σ [αι] 需要 9 个 


t=1-—q 


{8 [αοἰ»[α..1];-:- , (wig). 我 们 在 7.3.1 节 中 讨论 的 特殊 方法 对 于 

估计 自 回归 模型 的 参数 也 是 可 行 的 . 然而 我 们 在 附录 中 证 明了 ， 

本 节 所 述 方法 对 于 任意 ARIMA 模型 都 能 给 出 非 条 件 平方 和 . 
特别 地 ， 假 设 wi 是 由 一 个 平稳 的 正身 模型 产生 


4(B) = 0(B)az (7.1.9) 
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E Vin =w, D =w y. BA, 它们 也 可 以 由 反 向 模型 所 产 
生 

ϕΦ(Ε)ῶ, = θ(Ε)ει (7.1.10) 
同 前 面 一 样 , 在 运用 反 向 模型 的 近似 方法 中 , 我 们 可 以 首先 利用 
(7.1.10) 给 出 反 向 预报 值 [w_;|w, 6,0]. 38 ΓΕ, A EBAT 
的 存在 使 得 这 种 估计 值 的 序列 是 无 穷 多 项 。 然 而 ， 由 于 该 算 子 的 
平稳 性 ， 实 际 中 对 于 中 等 大 小 的 ο, 在 点 上 = -@ 以 外 ,估计 值 
D] 基本 上 等 于 零 . 

因此 ， 对 充分 的 近似 值 ， 我 们 可 以 写 为 


OO Q | 
wt = ϕ  1(Β)θ(Β)αι = So yar; ~ ὃ ψίαι.; 
二 0 j=0 
这 意味 着 原来 的 混合 过 程 可 以 用 一 个 O 阶 滑动 平均 过 程 来 代替 ， 
因此 , Æ 7.1.4 节 中 针对 滑动 平均 过 程 所 归纳 的 方法 就 可 以 使 用 。 
于 是 ， 通 常 在 〈7.1.10) FA (7.1.9) 中 取 条 件 期 望 ， 可 以 得 到 产 
3Ε ΑΕΕ ΛΗ 38 |αι]φ,θ, w) 的 对 偶 方程 组 ， 即 


O(F)[w.] = θ(Ε){ει] (7.1.11) 
用 来 生成 反 向 预报 值 ， 而 
$B) = θ(Β)[αἠ (7.1.12) 


用 来 产生 [αι]. 如果 我 们 发 现在 某 个 领先 期 之 外 预报 值 的 量 级 是 
可 以 忽略 的 ， 则 递 推 计算 在 回 前 进行 时 有 


le_;|$, 8, w] = 0 (7 =0,1,2---) 
[a_;|¢, 0, w] = 0 (7 »ο- 1) (7.1.13) 


且 平 方 和 近似 为 S(g,6) = Y [esJ? ， 如 前 所 述 ， 如 果 需 要 的 话 


ἐ--1-.Ο 


BY CLK FA IEA ARKE RAR. 
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然而 ， 如 附录 A7.3 中 所 述 ， 对 一 般 的 模型 (7.1.9) 可 以 使 用 
精确 方法 求 得 平方 和 为 


ϑίΦιθ) = Σ) [οι] + (ω.] — Car]YK (lw — C'fa,]) (71.14) 


t 一 一 9 


这 里 , 同 量 [w] = ([wi_p],--+ , [wo]) ΤΠ [α.]’ = ([αι--α]ν-'- »|αοἱ) 是 
由 (ΑΤ.3.12) 求 得 的 精确 反 向 预报 值 . 它们 由 [e] = ([ω.]'»[α.]η| = 
DUF's 给 出 ， 其 中 向 量 w 的 值 wt = 1,.… ,n 通过 反 向 递 推 
Ut = a? + Oy Ui41 +: ++, +Ogtt+, 并 取 初 值 Ung = = Un+q = 0 
而 得 到 ， 这 里 的 αὐ 是 由 (7.1.12) 计算 的 αι 的 条 件 值 ， 且 取 零 初 
值 oil_。=…=a=0l =…=uw=0。 于 是 精确 的 [αι] 可 
由 下 面 类 似 的 递 推 方法 算出 


[αι] = [we] — bilw 1) — --- — bplwe—p] + 81 [at-1] 


πμ (7.1.15) 


对 t= 1, 2,: ΤΣ ΕΜΠ Be πῃ ΤΠ {ΒΕ ΒΒ, 这 里 ， [we] = 
wyi<t<n, (7.1.14) 的 计算 中 所 必须 的 矩阵 C,K,D A ΡΕ 
在 附录 A7.3 中 清楚 地 给 出 了 定义 . 


自 回归 滑动 平均 混合 过 程 非 条 件 和 的 计算 ”为 了 说 明 起 见 ， 
考虑 下 面 n= 12 个 ws = Vz 的 顺序 值 ， 


假设 我 们 希望 计算 与 ARIMA(1,d,1) 过 程 相 联 系 的 非 条 件 平方 
和 ， 该 过 程 为 

(1 一 όβ)υι 一 (1 一 OB)a; 
Viz = w, HRE w 有 零 均值 。 当 然 ， 建 立 在 12 个 观测 值 上 的 
估计 几乎 是 没有 价值 的 ,但 是 ， 这 个 短 序列 仅仅 是 用 于 解释 计算 
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的 性 质 。 我们 用 参数 $ = 03,0 = 0.7 作为 例子 加 以 说 明 。 于 是 
(7.1.15) 可 以 记 为 


[αι] = [we] -- 0.5[ωι. ι] 十 0.7[a ι] (7.1.16) 


其 中 [w] = w(t = 1,2, n). 

在 表 7.4 中 给 出 了 必要 的 计算 过 程 。 先 把 数据 写 在 中 央 的 一 
列 上 ， 然 后 把 条 件 初 值 w6,a8 SE. 现在 从 正 向 方程 (7.1.16) 着 
手 计 算 ， 用 7.1.3 节 中 所 述 有 关 条 件 计算 的 精确 方式 得 到 a? 为 
a? -ω.-φωῦ | 1θα9 ι, HP wWawm,1<t<n, XK, BNE 

= 1 的 一 行 中 用 0 来 代替 -0.8ω} ; 和 0.7a0_,, 得 到 a9 = w. 
现在 先 运 用 (7.1.16) 作 递 推 计 算 求 得 a? 。 紧 接着 从 ws = 0 开始 
通过 反 回 递 推 得 到 值 w = a? --Ο.Τωεγι, 因此 在 t= 12 的 一 行 上 先 
把 0.Tu 的 值 写 为 0. 然后 通过 解 方程 Ρ[ο.] = F’u = [Φ, --θ]/υι 
可 以 得 到 精确 的 反 向 预报 值 [en] = ([ωρ], [αο]), 


4 Τ.4 [α] 的 平方 和 5(0.3,0.7) 的 计算 ， 数 据 是 由 过 程 (1-0.3B)w; Ξ(1-0.7Β)αι 
所 生成 序列 中 的 12 个 值 


t a? 0.7a9_, —0.3w?_, [ων] wt 0.7ut+1 O.7[ae—ı]} [at] 
0 0 -2.46 -2.84 
1 110 0 0 11 9.53 8.43 -1.99 -0.15 
2 4.74 0.77 0.33 43 12.05 7.31 0.10 3.87 
3 5.03 3.32 -1.29 3.0 1044. 5.41 2.71 4,42 
.4 192 3.52 -0.90 -0.7 7.73 5.81 3.09 1.49 
5 3.15 1.34 0.21 16 830 5.15 1.04 2.85 
6 493 2.21 0.48 3.2 7.36 2.43 2.00 4.72 
7 2.79 3.45 -0.96 0.3 3.47 0.68 3.30 2.64 
8 -0.04 1.59 -0.09 -1.9 0.98 1.01 1.85 -0.14 
9 0.24 -0.03 0.57 -0.3 145 1.21 -0.10 0.17 
10 -0.04 0.17 0.09 -0.3 112 1.76 012 -0.09 
11 0.86 -0.03 0.09 0.8 2.52 1.65 -0.06 0.83 
12 2.36 0.60 -0.24 2.0 2.36 0 0.58 2.34 
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在 这 个 例子 中 它们 是 
5.864—6.009 | [ [wo}] T 0.3 
-6009 7.684 | | [ao] | | —0.7| 2 

得 到 [wo] = —0.258u, = —2.462, [αρ] = —0.297u, = —2.836 , WE 
开始 最 后 的 正 向 递 推 ， 利 用 (7.1.16) 并 用 反 向 预报 值 作 为 初 值 ， 
可 计算 出 [oj .在 表 7.4 中 ， 计 算 结 果 给 出 了 两 位 小 数 . 

用 附录 (A7.3) 中 的 (A7.3.14)( 对 于 ARMA(1,1) 的 特殊 情形 也 
可 用 (A7.3.19)) 及 前 文 所 述 内 容 可 以 得 出 非 条 件 平 方 和 5S($,0)。 
因此 ， 由 于 在 (7.1.14) 中 C = Blaowo]/o2 = 1, [ΒΒ 


12 
S(0.3, 0.7) = 2 lae? + Coo) ο) = 89.158 
XE K = 07% —1=(¢-0)?/(1- 4?) . 
在 对 IBM 的 序列 B ME (0,1,1) 过 程 时 我 们 看 到 ， 条 件 平方 
和 给 出 了 对 于 非 条 件 平 方 和 非常 接近 的 近似 . 在 当前 这 个 例子 中 
可 以 看 到 ， 情 况 并 不 总 是 这 样 。 
我 们 在 7.1.3 节 曾 提 到 ， 有 两 种 平方 和 可 以 作为 非 条 件 平方 
和 的 近似 . 可 用 下 面 方法 求 得 : (1) 从 第 一 个 有 效 的 观测 值 开始 
着 手 递 推 ， 令 所 有 未 知 的 a 为 0, 所 有 的 w 等 于 其 非 条 件 期 望 ; 
(2) 从 第 p 个 观测 值 开 始 着 手 递 推 ， 只 使 用 观测 到 的 w 值 ， 并 令 
未 知 的 a 为 0. 这 是 两 种 条 件 平方 和 ， 将 它们 与 由 [a] 求 得 的 非 
条 件 平方 和 (3) 作 如 下 比较 。 
1. RAK w fla 令 其 为 0, 有 : 
12 
>》 (at|0.3， 0.7, wo = 0,ao = 0, w)? = 101.044 
ἐ--] 
2. 未 知 的 a ΣᾺ 0, 有 : 
12 


S (αι[θ.ᾶ, 0.7, ωι = 1.1,a1 = 0,w)? = 82.441 
t=2 
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3. 非 条 件 计 算 结 果 是 : 
12 
$ _ [a1|0.3, 0.7, w]? + {59} ο = 89.158 
t=1 


(1) 中 的 平方 和 对 (3) 的 近似 很 差 ， 在 这 12 个 数据 的 序列 中 
RÆNT 10%, 当然 ， 如 果 序 列 长 一 些 ， 误 差 会 有 所 降低 .这 
种 情形 是 由 于 初 值 选择 所 导致 的 瞬 变 状态 在 经 过 12 个 值 后 会 基 
EWR, ER 7.4 的 结果 中 我 们 能 看 到 这 一 点 。 另 一 方面 ， 如 果 
(2) 中 的 条 件 平方 和 所 允许 的 平方 个 数 是 11 个 而 不 是 12 个 ， 那 
么 ,看 来 (2) 能 给 出 比 (1) 更 令 人 满意 的 近似 .基于 上 述 理由 ， 
如 果 要 使 用 条 件 近 似 ， 那 么 通常 用 形式 (2) 而 不 是 (1) 。 然 而 ， 
正如 第 9 章 将 要 讨论 的 ， 对 于 季节 序列 而 言 ， 条 件 近 似 不 能 令 人 
满意 ， 通 常 应 计算 非 条 件 平方 和 . 

当然 ， 我 们 最 终 的 关注 焦点 仍然 是 使 平方 和 达到 极 小 (或 似 
然 函 数 达 极 大 ) 的 参数 值 ， 即 使 近似 的 平方 和 与 精确 的 平方 和 函 
数 有 所 不 同 ， 但 最 小 平方 (或 最 大 似 然 ) 估计 值 可 能 非常 接近 . 
Dent 和 Min[80] 以 及 Ansley 和 Newbold[14| 进行 了 模拟 研究 ， 
从 经 验 上 考察 和 比较 了 ARMA 模型 的 条 件 最 小 平方 、 非 条 件 最 
小 平方 以 及 极 大 似 然 估计 .通常 对 于 大 样本 情形 ， 条 件 与 非 条 件 
的 最 小 平方 估计 可 以 作为 极 大 似 然 估 计 的 满意 近似 。 然 而 ， 模 拟 
结果 表明 ， 对 于 小 样本 或 中 等 样本 情形 应 选择 极 大 似 然 估计 ， 特 
别 对 于 滑动 平均 算 子 有 一 个 根 按 近 可 逆 域 边界 的 情形 Hillmer 和 
Tiao[110], Osborn[152] 给 出 不 同 估计 值 特 性 的 一 些 补充 信息 ， 他 
们 把 MA(1) 模型 的 条 件 平方 和 、 非 条 件 平方 和 及 似 然 函 数 的 期 
望 值 作为 未 知 参 数 9 的 函数 ,对 于 不 同样 本 容量 n 进行 了 考察 . 
这 些 研 究 工 作 提 出 一 些 思 想 ， 揭示 了 对 于 不 同 的 样本 容量 相应 的 
估计 量 会 表现 出 怎样 的 特征 ， 这些 结果 与 模拟 研究 的 结果 是 一 致 
的 . 


-271- 


7.1.6 最 小 平方 和 函数 的 图 形 研究 


表 7.2 所 给 IBM 数据 平方 和 函数 5(6) 的 图 形 在 图 7.1 中 绘 
出 。 全 局 最 小 平方 和 约 为 6 = 一 0.09 (A = 1.09), ERAN FE 
计 (在 正 态 假 定之 下 ), 且 是 参数 9 极 大 似 然 估计 的 极 好 近似 . 

平方 和 函数 的 图 形 研究 很 容易 推广 到 两 参数 情形 ， 只 需 在 适 
当 的 参数 网 格 点 上 计算 平方 和 函数 ， 并 男 出 等 值 线 。 正如 我 们 在 
7.1.4 节 所 讨论 的 ,在 正 态 性 假设 下 ， 这 种 等 值 线 非常 接近 于 似 然 
消 数 的 等 值 线 ， 对 于 多 数 实 际 问题 的 要 求 ， 在 计算 机 输出 的 格 点 
上 和 赁 限 睛 摘出 粗略 的 等 值 线 就 足够 了 . 然而 ， 由 计算 机 的 输出 自 
动作 图 的 设备 也 是 常见 的 ,用 这 些 方法 ， 由 格 点 值 画 出 等 值 线 图 
是 很 容易 处 理 的 。 图 7.2 给 出 了 序列 B 平方 和 函数 Co 的 
格 点 值 ， 拟 合 的 IMA(0,2,2) 过 程 为 


V?z=(1 一 6,B 一 go 万 2)a， 


=[1 — (2 -- ào — λι)Β -- (ào — 1) B? Ja, (7.1.17) 


5(θ) = 19416 


1.4 1.2 1.0 0.8 0.6 
d A 


τι 序列 B 的 (6) 图 形 


1.4 566 505 569 452 455 482 545690 1099 3834 


1.3 544 458 416 400 430 494 633 1024 3595 


1.2 562 452 4 375 366 370 980 435 526 743 1550 33084 


1.1 589 456 360 346 345 358 J9 452 586 960 3375 


1.0 620 467 349 330 325 332 353 399 486 694 1472 28837 


341 317 308 310 324 35617 546 905 3118 


0.3 0.4 0.5 0.6 0.70.8 0.9 1.0 11 1.2 1.3 1.4 1.5 


7.2 序列 B 在 (和 ,A1) 的 格 点 上 的 S(Ao,A1)x 107? I FN iE (cl β9 38 [8 ο 


或 表示 为 

V2z = (λον + λι}αι..α + Ὅλα, 
在 图 Τ.2 中 最 小 平方 和 约 在 ho = 1.09, Ai = 0.0 处 . 因此 由 图 中 确 
认 在 此 例 中 应 选 的 模型 应 是 IMA(0,1,1) 过 程 . 这 里 所 说 明 的 拟 合 
模型 的 方式 比 预料 更 精细 ， 我 们 可 以 由 此 提供 关于 最 初 识别 的 有 
用 的 确认 。 当 然 ， 应 该 在 我 们 所 “担忧 ”的 那些 必要 的 方向 上 进 
行 模型 的 进一步 精细 化 。 


三 个 参数 。” 当 我 们 希望 研究 三 个 参数 联合 估计 的 情形 ， 我 
们 可 以 对 第 三 个 参数 的 多 个 值 画 出 二 维 的 等 值 线 图 . 为 了 说 明 问 
a, FEA 7.3 中 给 出 了 序列 A,C 和 D 一 系列 这 样 图 形 中 的 一 部 
分 . 
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0 0.5 1.0 1.5 2.0 0 0.5 1.0 1.5 2.0 
ro ———— Xo — 


7.3 ”序列 A,C MD 的 平方 和 等 值 线 ( 障 线 标记 可 逆 域 的 边界 ) 


对 每 一 种 情形 都 是 “精细 化 ”下面 的 模型 ， 
V?z = (1 — 01B ~ 02B? — 63B°)a, 
= [1 — (2 — à-1 — ào — λι)Β -- (Ao + 2à—1 — 1)B? + A_1 Βῆ]αι 
或 将 模型 表示 为 
V2z = (A-1V? + oV + λι]αι ι + γαι 
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表 7.5 对 序列 A,C MD WS IMA 模型 


序列 入 -1 Xo ἂν 拟 合 序列 
A 0 0.3 0 νσιο.δαι ι ναι 
Β 0 1.1 0.8 V2 zt =1.1Vaz_1+0.8a;_1;+V7a; 
C 0 0.9 0 νζεοθ.θαι. ι ναι 


上 面 的 模型 已 被 拟 合 ， 在 表 7.5 中 列 出 了 这 种 类 型 ”模型 中 拟 合 
最 好 的 ， 这 就 是 最 后 的 结果 . 

在 拟 合 过 程 中 包含 附加 的 参数 (特别 是 和 -1) 并 不 是 完全 必要 
的 ， 我 们 引入 它们 是 为 了 说 明 过 拟 合 的 效果 ， 同 时 表明 对 于 这 些 
序列 来 说 我 们 所 识别 的 过 程 是 多 么 贴切 ， 


7.1.7 估计 态势 “状态 良好 ”的 描述 ， 置信 区 域 


对 似 然 函数 绘图 当然 不 仅 是 为 了 指出 最 大 似 然 值 。 似 然 函 数 
的 所 有 表现 包含 了 来 自 数据 的 全 部 信息 . 在 一 些 研究 领域 中 可 能 
发 生 这 样 的 情形 ， 似 然 函 数 有 两 个 或 更 多 的 峰值 (例如 可 见 [39] 
中 的 例子 ), REA DMI, 所 有 这 些 情形 都 有 合乎 逻辑 
的 解释 ， 在 每 一 种 情形 ， 似 然 函 数 都 试图 告诉 我 们 一 些 我 们 需要 
知道 的 东西 ， 由 此 可 知 ， 若 存在 两 个 高 度 差不多 相等 的 峰值 ， 则 
意味 着 存在 两 组 都 可 以 解释 数据 的 参数 ， 若 存在 走向 不 正常 的 交 
则 意味 着 有 一 个 参数 与 极 大 似 然 的 参数 值 差别 相当 大 ， 另 外 还 伴 
有 一 个 偏差 较 合 理 的 参数 ， 这 样 就 能 对 数据 作出 解释 了 。 这 种 特 
征 确定 了 所 谓 的 估计 态势 ， 为 了 理解 估计 态势 ， 我 们 必须 既 从 分 
析 上 同时 又 从 图 形 上 来 考察 似 然 函 数 。 κ | 


解释 似 然 丙 数 需 要 小 心 在 解释 似 然 函 数 时 需要 小 心 谨慎 . 
例如 在 后 面 将 要 讨论 的 结果 ， 其 中 假设 了 对 数 似 然 函 数 在 最 大 什 
附近 是 近似 为 二 次 的 ， 这 显然 不 能 适用 于 图 7.3 中 所 描述 的 三 个 
参数 的 估计 态势 、 然 而 ， 这 些 例子 都 是 特殊 的 ， 因 为 我 们 特意 对 


3 稍 后 在 7.2.5 节 中 我 们 将 给 出 在 某 些 情 形 下 得 出 的 略 有 改进 的 拟 合 ， 这 是 包 
& “Κ᾽ 自 回 归 项 县 密切 相 关 的 一 些 模型 . 
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Or pie πω aA E pp Ep AP OA Ες της μπιτς Fd πα. 


ee 


图 7.4 限定 β2βο 的 假设 似 然 函 数 


模型 作 过 度 拟 合 . 如 果 较 简单 的 模型 是 合理 的 ， 我 们 应 该 期 望 在 
高 维 参数 空间 的 边界 上 接近 最 大 值 处 做 截面 ， 由 此 得 出 极 大 似 然 
的 等 值 线 . 因此 ， 如 果 所 拟 合 的 是 简单 的 识别 模型 而 不 是 超 参 数 
模型 ， 则 二 次 近似 是 可 以 使 用 的 . | 

当 似 然 函 数位 于 或 接近 边界 时 ， 特 别 需 要 多 加 小 心 . 考虑 如 
图 7.4 所 示 情 形 ， 假 设 我 们 已 知 的 前 提 是 : 参数 6> βο. 在 有 的 
允许 域内 极 大 似 然 值 是 B( 这 里 B= p) 而 不 是 A 或 C 。 应 该 注 
意 到 ， 本 例 中 在 最 大 值 点 处 似 然 函 数 的 一 阶 导数 是 非 零 的 ， 因 此 
二 次 近似 显然 不 是 似 然 函 数 的 恰当 描述 . 

在 过 去 ， 能 够 提供 处 理 似 然 函 数 的 方法 有 些 只 是 留 下 一 些 想 
象 ， 而 有 些 是 不 恰当 的 ， 这 是 由 于 实际 应 用 者 使 用 的 方法 不 当 而 
.造成 的 错误 .处 理 方法 通常 组 成 如 下 : 

1. 对 于 对 数 似 然 函 数 微分 并 令 一 阶 导数 为 零 ， 从 而 得 到 极 大 
似 然 (ML) 估计 . 

2. 由 对 数 似 然 函 数 的 二 阶 导数 或 二 阶 导 数 的 期 望 值得 出 这 些 
估计 值 的 近似 方差 和 协 方差 . 

机 械 地 使 用 上 述 方 法 当然 可 能 得 出 无 意义 的 结果 ,之 所 以 如 
此 ， 首 先是 由 于 这 样 的 基本 事实 一 设 定 导 数 为 零 不 一 定 能 得 到 
最 大 值 ， 其 次 ， 似 然 函 数 所 包含 的 信息 能 够 用 ML 估计 和 对 数 似 
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然 的 二 阶 导数 做 充分 的 描述 ， 当 且 仅 当 在 所 关注 的 区 域 上 二 次 近 
似 是 恰 当 的 。 想 要 知道 一 个 新 的 估计 问题 是 否 合乎 上 述 要 求 ， 通 
常 需要 作 和 仔细 的 分 析 和 图 形 考察 . 

当 我 们 开始 考察 一 类 估计 问题 时 (例如 由 ARMA 模型 的 参 
数 估计 而 引起 的 ), 应 该 在 较 宽 的 范围 画 出 似 然 函数 ， 这 是 很 重要 
的 。 在 对 某 类 具体 模型 的 特性 有 了 很 好 的 理解 ， 且 对 估计 态势 的 
了 解 表 明 一 切 都 是 稳妥 可 靠 的 ， 这 时 我 们 可 以 把 当前 考虑 的 区 域 
做 其 种 截取 . 在 附录 A7.3 和 A7.4 中 对 这 些 结果 将 做 更 详细 的 描 
述 。 我们 从 考虑 极 大 似 然 估计 的 方差 和 协 方差 的 表达 式 入 手 ， 当 
对 数 似 然 函 数 近 似 为 二 次 且 样 本 量 适 中 时 ， 这 种 考虑 是 适合 的 . 

为 方便 起 见 ， 下 面 定 义 一 个 向 量 β, 它 的 有 二 p 十 9 个 元 素 
是 自 回 归 和 滑动 平均 参数 $ Me. 因此， ARMA 过 程 的 全 套 
P 十 9 十 1 二 上 十 1 个 参数 可 记 作 φ,θ,σα; 或 记 作 B,o2, 或 者 就 简单 
WFE. 


ML 值 计 的 方差 写 协 友 差 ”对 于 恰当 参数 化 了 的 ARMA ΒΒ 
型 , 在 参数 空间 的 相关 区 域 ? 上 ， 对 数 似 然 函 数 通常 近似 为 B ( 即 
$ 和 09) 元 素 的 二 次 形式 ， 于 是 


I(E) = (B, Ca) = I(B, o D+ DD Bi)(B; — Bj) (7.1.18) 


i=] j= 


这 里 ， 在 所 考虑 的 近似 下 ， 导 数 


τς PUB, oa) 
7 86:88, 


是 常数 . 对 较 大 的 n, 项 (8,9)( 或 等 价 地 , 在 (7.1.5) 中 的 F(A) 的 
影响 在 多 数 情形 下 可 以 忽略 . 因此 , 如 果 S) 关于 6 是 二 次 的 ， 
则 IB, σ.) 也 是 二 次 的 . 另外 ， 如果 (7.1.6) 中 的 条 件 期 望 asp,al 


® 称 为 95ο 置信 域 . 


(7.1.19) 
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AF B 的 元 素 近 似 为 局 部 线性 的 ， 则 8, 0a) 基本 上 是 B 的 二 次 
型 

对 于 中 等 和 大 样本 情形 , 当局 部 二 次 近似 (7.1.18) 是 合理 的 ， 
便 可 以 得 出 参数 值 的 方差 和 协 方 差 的 有 效 近 似 式 以 及 近似 置信 
域 . 


参数 6 的 信息 阵 在 [91],[196] PAK kxk MABE - ΕΠΙ} = 1(β) 
为 参数 B 的 信息 阵 ， 这 里 的 期 望 是 对 w 的 分 布 所 取 的 。 对 于 σι 
的 给 定 值 ， 在 大 样本 情形 ， ML 估计 6 的 方差 - 协 方差 阵 VIB) 
由 信息 阵 的 逆 阵 给 出 ， 即 


V(B) -:{--Ε[ω]γ-᾽ (7.1.20) 
例如 ， 若 大 = 2, 大 样本 的 方差 - 协 方差 阵 为 


VB) covlp pb、 [Elu] BED] 
VA) = cov[B1, Ba] V (62) |= ES ο] 


另外 ， 从 平稳 过 程 ARMA 得 到 的 参数 Ê 的 ML 估计 被 证 明 其 渐 
近 分 布 为 多 维 正 态 ， 且 具有 均值 向 量 p 和 协 方差 阵 ΙΤ 1(β) (如 见 
[142] ,{196],[215},[221]) 。 

现在 由 (7.1.5) 我 们 有 
一 Si 


2 
204 


. 


lij 5 


(7.1.21) 


这 里 
ο... δ25(βΙω) 
” B88; 


进而 , 在 大 样本 情形 , 我 们 用 实际 观测 到 的 值 来 近似 i 或 δι; 的 
期 望 值 ， 那 么 ， 由 (7.1.20) 我 们 可 得 


V(B) ~ {--Ε[ίω]} ! = 202{ EELS]}! ~ 202{S;3}-1 (7.1.39) 
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因此 ， 对 于 大 =2 有 


9266) PSP)! 
NO δα δβιδᾷ, 
V(B) ~ 202 | gzs(p) SA) 
90:98, Θὲ 


如 果 在 参数 空间 的 相关 区 域 上 5S(B) 为 β 的 精确 二 次 形式 ， 则 所 
有 的 导数 δι, 在 这 个 区 域 上 为 常数 . 在 实际 中 ，55 会 有 些 变化 ， 
我 们 通常 假设 这 些 导 数值 在 点 β 或 其 附近 被 确定 。 在 附录 ATS 
和 ΑΤ.4 中 证 明了 σὲ 的 估计 值 。? 

由 下 式 给 出 


62 一 5) (7.1.23) 


Τι 


并 且 对 于 大 样本 情形 ， 62 β 是 不 相关 的 。 最 后 ， (7.1.22) 的 
元 素 可 由 下 式 估计 


cov[G;, ĝ;] ~ 262 S44 (7.1.24) 


这 里 ， Ai {55} 由 下 式 给 出 
{55} = {S} 
47 =i, XAR (7.1.24) 理解 为 定义 出 了 方差 V(B)， 


参数 的 近似 置信 域 特别 地 ， 这 些 结果 使 我 们 可 以 得 到 估计 
值 的 近似 方差 。 对 方差 取 平 方 根 ， 我 们 就 得 出 近似 标准 偏差 ， 通 
常 称 为 估计 值 的 标准 差 。 估 计 值 δι 的 标准 差 记 为 SEĜ]. SR 
们 必须 同时 考虑 几 个 参数 时 ， 则 需要 一 些 办 法 来 评价 参数 联合 的 
精确 性 .一 种 实现 的 办 法 就 是 确定 一 个 置信 区 间 。 可 以 证 明 ( 见 
[201]), 一 个 1 一 的 和 置信 域 的 性 质 是 ， 容 量 为 n 的 重复 样本 设想 


?在 (7.1.23) 中 ,使 用 除数 n—kon—p—q 而 不 是 τι, 可 以 使 结论 得 到 改进 ， 但 
是 对 于 中 等 样本 容量 ， 这 一 修正 只 有 微小 差异 . 
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为 由 同一 总 体 中 抽取 ， 由 每 一 个 样本 构造 一 个 置信 域 ， 在 这 些 置 
信 域 中 包含 参数 真 值 点 的 所 占 比 例 为 1 一 <， 

如 果 对 于 给 定 的 02,1(6, 02) Æ β 近似 为 有 的 二 次 型 ， 则 利用 
(7.1.20)( 又 见 附录 A7.1), 一 个 近似 的 1 一。 置信 域 定义 为 


- > Ellis] (Bi 一 βι)(θ; 一 B;) < x2(k) | (7.1.25) | 


i,j 


这 里 ， x2(k) 是 自由 度 为 的 x? 分 布 的 临界 值 ， 超 过 该 值 的 比 
[3 Ἂ ε. 

另外 , 利用 近似 式 (7.1.22), 并 用 (7.1.23) 的 估计 值 代替 σ;, 则 
近似 的 置信 域 由 下 式 给 出 


>》 Sig (Bi — Bi)(B; -- By) < 203x2(K) (7.1.26) 
ij 


但 是 ， 对 于 二 次 曲面 S) 有 


5(ϱ) - 5) = 3 D Sul- B;)(8; — δὴ) (7.1.27) 


因此 ， 由 (7.1.23) 和 (7.1.26), 我 们 最 后 得 到 这 样 的 结果 : 近似 的 
1 一 置信 域 由 平方 和 曲面 的 等 值 线 所 界定 ， 有 


σίθ) = SÊ) [ ix sW] (7.1.28) 


计算 近似 置信 区 间 和 置信 域 的 例子 


1 序列 B 。 对 于 序列 BSO) 及 其 差分 的 值 在 表 7.6 中 列 
出 。 SO) 的 二 次 差分 不 是 常数 ， 因 此 SO) 不 是 严格 的 二 次 型 


9 可 以 使 用 一 种 更 好 的 近似 ， 它 基于 Ε 分 布 ， 并 考虑 了 ο; 的 样本 分 布 。 对 
于 适度 的 样本 这 一 修改 对 实际 几乎 没有 差别 . 
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Rin, Æ 入 = 0.85 到 A= 1.35 的 范围 内 ， VS) 变化 不 大 ， 因 
此 , 可 以 期 望 (7.1.28) 能 给 出 相当 接近 的 近似 . 有 了 最 小 值 S(A) = 
19,216, 定义 95% 置信 区 间 的 临界 值 S(A) 便 可 给 出 如 下 : 


3.84 
S(A) -- 19,216 (1 + 3 ) = 19, 416 

在 图 7.1 中 读 出 相应 于 S(A) = 19,416 的 入 值 ， 我 们 得 出 近似 置 
信 区 间 为 0.98 < 入 < 1.19. 

另外 ， 可 以 使 用 (7.1.26). MÆ 7.6 所 给 的 入 = 1.1 处 的 二 阶 
老 分 作为 二 阶 导 数 的 近似 ， 我 们 得 到 
_@S 990 
~ 9λ2- (0.1)? 


S11 


用 (7.1.23) 还 可 得 δα = 19,216/368 = 52.5 。 因此， 由 (7.1.26) Æ 
义 的 95% 置信 区 间 为 


390 
TA — 1.09)* < 2 x 52.2 x 3.84 


Bp 
| 入 一 1.09| < 0.10 


R76 序列 B 对 应 于 不 同 和 值 的 SO) 及 其 一 阶 和 二 阶 差分 


\=1-0 σ(λ) τ(5) V2(5) 
1.5 23,928 2,333 960 
1.4 21,595 1,373 634 
1.3 20,222 739 476 
1.2 19,483 263 406 
1.1 19,220 ~143 390 
1.0 19,363 -533 422 
0.9 19,896 -955 508 
0.8 20,851 -1,463 691 
0.7 22,314 -2,154 1069 
0.6 24,468 -3,223 
0.5 27,691 
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因此 ， 置 信 区 间 为 0.99 < 入 < 1.19, 这 与 前 面 的 计算 非常 一 
致 


在 本 例 中 只 有 一 个 参数 λ, 用 (7.1.25) 和 (7.1.26) 等 价 于 使 用 
区 间 


A + ως /25(A) 


ΧΕ, un 是 偏差 ， 它 排除 了 正 态 分 布 的 上 部 尾 端 比例 为 e/2 的 
部 分 。 由 (7.1.24) 可 得 近似 的 标准 差 5(A) = V26257i1 。 在 本 例 
Ν | 


2x 52.2 x 0.17 


V(A) = 2625 = 50 


= 0.00268 
入 的 近似 标准 差 为 

δ(λ) = Vvar[A] = 0.052 
因此 ， 与 前 一 样 ， 近 似 的 置信 区 间 是 


Â + 1.966(A) = 1.09 + 0.10 


最 后 , 我 们 在 稍 后 的 7.2 节 中 还 要 说 明 解 析 地 计算 (7.1.20) 的 
可 能 性 。 对 来 自 于 MA(1) 过 程 的 大 样本 得 到 


A(2 一 入) 


n 


V(A) ~ 
对 于 本 例 ， 用 入 = 1.09 代替 λ, 我们 求 出 


V(A) ~ 0.00269 
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0 1.0 2.0 
Ao 


7.5 对 于 序列 C 假设 其 模型 为 (0,2,2) 阶 ， 平方 和 等 值 线 
内 (阴影 )95% 的 近似 置信 域 


这 与 先前 的 估计 非常 一 致 ， 从 而 得 出 同样 的 标准 差 0.052 和 同样 κ 
的 置信 区 间 . | 

2. 序列 C 。 在 识别 序列 C 时 ， 所 得 的 一 个 模型 是 (0,2,2) 
过 程 . 为 了 说 明 (7.1.28) 对 于 多 于 一 个 参数 的 应 用 ， 图 7.5 OF 
列 C 的 Xo 和 和》 给 出 了 近似 的 95% 置信 域 (阴影 部 分 ) .在 本 例 
ή, S(A) = 4.20,n = 224, 及 X3 us(2) = 5.99, 因此 ， 近 似 的 95% 
置信 域 被 等 值 线 所 界定 ， 相 应 的 值 为 

5.99 


1.2 非 线性 估计 
7.2.1 一 般 的 近似 方法 


在 研究 新 的 估计 问题 时 ， 平 方 和 函数 作 图 是 特别 重要 的 ， 因 
为 它 保证 了 佑 计 态 势 中 任何 细节 都 会 显现 出 来 。 当 我 们 认为 没有 
出 现 不 正常 现象 时 ， 就 可 以 使 用 其 它 的 方法 . 
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我 们 已 经 知道 ， 对 于 极 大 多 数 场合 ， 极 大 似 然 佑 计 可 以 用 最 
小 二 乘 佑 计 很 好 地 近似 ， 即 是 使 下 式 达 到 最 小 


5($,0) = Ὁ [ai]? + [eso [es] 


在 实际 中 ， 可 用 反 向 模型 方法 由 有 限 和 9 [a]? 来 近似 . 


t=1- 92 


通常 ， 在 使 平方 和 YA 关于 β 极 小 化 时 ， 如 果 每 个 


f(B)(t = 1,2,---,n) 都 是 参数 A 的 线性 函数 ， 那 么 ， 问 题 会 变 
得 相当 简单 .现在 我 们 来 说 明 : [αι] 的 线性 性 质 相对 于 自 回归 参 
数 $ 以 及 相对 于 滑动 平均 参数 9 是 有 所 不 同 的 
对 于 纯 自 回归 过 程 ， [al] =B] 及 
δίαι] _ ICA 
Όφι Od; 
现在 对 u > ο,[ῶι] = õu Β ϑίῶι]/ϑΦ; = 0, 而 对 u <0, [ὦν] 和 
ϑ[ῶ.]/ϑΦ. 都 是 由 的 函数 . 因此 ， 除 了 “ 初 值 ” 的 作用 ， [ai] 关于 
4 是 线性 的 ， 与 此 不 同 ， 对 于 纯 滑动 平均 过 程 有 
ajar] - 
00; 一 
于 是 [αι] 总 是 参数 的 非 线性 函数 . 
我 们 在 7.3 节 将 会 看 到 ， 为 了 得 到 最 小 二 乘 估计 和 极 大 似 然 


估计 ， 对 于 自 回归 过 程 是 特别 简单 的 .。 在 本 节 中 我 们 将 说 明 如 何 
运用 线性 最 小 二 乘 氨 代 ， 得 出 任何 ARMA 模型 的 参数 估计 值 . 


模型 的 线性 化 ”在 下 文中 ， 我 们 继续 使 用 ῥ 作为 k= 二 p+g 
个 参数 (6,0) 的 一 般 记号 。 于是， 我 们 要 极 小 化 


—[wy_:] + $(B) 


6-»(Β)[ῶ..} + 0-'(B) Ie 


[αι] = 6-*(B) [a] , a0, 


τι 


S(¢,0)~ 》 lald, p= >》 [αι] 


. t=1-90 t=1-—-Q 
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将 [αι] 用 Taylor 级 数 展开 ,在 该 值 附 近 [有 一 组 推测 的 对 应 参数 什 
Bo = (bio, B2,0，,… ,Bk,o) 。 我 们 近似 有 


k 
[αι] = [αιο] — X (Bi — Bio)ees (7.2.1) 
其 中 
[αιοἱ = [azlw,pa] 
及 
--- _ θ[αι] 
K Op; B=Bo 


现在 , EX id (n+Q) x k ΕΕ {x}, W (7.2.1) n+ PHB 
可 以 表示 为 
[αρ] = X (6 — Bo) + [a] 

这 里 ， [ao] 和 [a] BA n+l 个 元 素 的 列 向 量 . 
| 15 32 Bt p — Bo TET S(B) = 5{Φ,θ) = ja) ja], 达到 极 小 ， 我 们 
可 以 通过 线性 最 小 二 乘 求 得 ， 也 就 是 通过 用 [goj Æ X EF “H 
归 ”得 到 ， 由 于 [ae] 关于 参数 B 不 是 严格 线性 的 ， 因 此 仅仅 一 次 
调整 不 会 立刻 得 出 最 小 平方 值 . 把 调整 量 代 入 得 出 调整 后 的 值 ， 
以 此 作为 新 的 推测 值 ， 重 复 该 过 程 直到 收敛 。 如 果 一 开始 用 了 好 
的 推测 值 ， 例 如 在 模型 识别 阶段 得 到 的 那些 估计 值 ， 则 收敛 会 较 
快 ， 但 如 果 用 了 相当 坏 的 推测 值 ， 那 么 ， 迭 代 过 程 可 能 根本 不 收 
N. 


7.2.2 导数 的 数值 估计 


正如 我 们 后 文 所 说 明 的 ， 导 数 zti 可 以 直接 得 出 。 然 而 ， 
对 于 机 器 计算 来 阅 ， 人 们 发 现 通用 的 非 线性 最 小 二 乘 程序 非常 
令 人 满意 ， 而 其 中 的 导数 是 用 数值 方法 得 出 的 。 具 体 做 法 是 通 
过 “每 次 一 个 ”的 办 法 使 参数 变动 。 因 此 ， 对 于 给 定 的 模型 ， 
{A [αι]ω, 81,0, B20,… Bko] WF t = 1 一 QQ,…,n 是 用 递 推 方 
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法 计算 的 ， 无 论 如 何 ， 使 用 “ 反 向 预报 值 ” 作为 初 值 或 许 还 是 需 
要 的 。 然后 对 [az|w, B10 十 61,B2,0,… ,Bk,o] 重复 递 推 计算 ， 继 而 
又 对 [azlw, 81,0, G2,0 + 62，,… ,Bk,o] 计算 ， 等 等 。 由 
--- [αι[ω, B1,0,---, Bio: Pro) = [eel Pror -Bio tôi; ,Bk,o] 
| (7.2.2) 

给 出 了 具有 足够 精度 的 所 需 导数 负 值 。 上 述 获 得 导数 的 数值 方法 
具有 广泛 通用 的 优点 ， 它 只 需要 我 们 编程 计算 [at]， 而 不 是 计算 
它们 的 导数 。 通用 的 非 线 性 估计 程序 基本 上 只 要 求 输入 如 何 计算 
[αι], 这 些 程序 是 广泛 适用 的 [33]. 在 一 些 版 本 中 需要 预先 选择 ὁ, 
另 一 些 版 本 则 由 程序 本 身 通过 预先 的 迭代 得 出 适合 的 6 。 一 些 程 
序 还 包括 一 些 殊 功能 ， 可 以 避免 漏 掉 最 大 值 并 加 速 收 敛 [143] . 

如 果 得 出 的 最 小 二 乘 解 不 在 或 不 接近 约束 的 边界 ， 那 么 ， 来 
Aika ΚΑΠΗ X = Χρ 的 值 可 以 用 来 计算 近似 的 方差 、 协 方 
差 和 置信 区 间 。 因 此 ， (XoXo) σὲ 近似 于 的 方差 - 协 方差 
με, σὲ 可 由 S(B)/n 估计 . 


Xf (0,1,1) 过 程 的 应 用 作为 简单 的 说 明 实 例 ， 考 虑 对 序列 A 

拟 合 (0,1,1) 过 程 : 
w, = Vz = (1 — θβ)αι | 

其 中 p = Elws] = 0. 表 7.7 列 出 了 对 推测 值 go = 0.5 进行 计 
算 的 开始 一 段 。 [ao] 的 反 向 预报 值 实际 上 是 通过 设 [er] = 0 并 利 
BREH [ει] = [we] + θ[ει ει] 而 得 到 的 。 在 序列 更 远 处 开始 反 
向 递 推 可 取得 更 好 的 精度 .对 于 9 = 0.50 和 6 = 0.51 顺 次 使 用 
[αι] = θ[αι...ι] + [we], RB [αι] 相应 的 值 列 在 表 中 的 第 四 列 和 第 五 
列 ， 在 表 中 一 起 列 出 的 zt 是 由 (7.2.2) 得 到 的 负 导 数值 。 为 了 求 
出 9 的 最 初 调整 值 ， 我 们 计算 


5 |ato]rz: 
0 — 90 = Ἔδ----- 
E 
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Rm 7.7 


STA A 的 数据 用 数值 方法 计算 导数 的 说 明 


£4==100([a [0.50] 


t Ξε We [az,o]=[az|0.50] [αι [0.51] —[a,|0.51]) 
0 17.0 0.2453 0.2496 —0.43 
1 166 -0.40 -0.2773 -0.2727 -0.46 
2 16.3 -0.30 -0.4783 —0.4391 0.04 
3 16.1 -ὐ.20 - 0.4193 —0.4239 0.46 
4 17.1 1.00 0.7903 0.7838 0.65 
5 16.9 —0.20 0.1952 0.1997 -0.45 
6 16.8 -0.10 -0.0024 0.0019 —0.43 
7 17.4 0.60 0.5988 0.6010 —0.22 
8 17.1 -0.30 —0.0006 0.0065 —0.71 
9 170 —0.10 —0.1003 —0.0967 —0.36 
10 167 -0.30 | -0.3502 -0.3493 ~0.09 


在 这 个 例子 中 ， 使 用 整个 序列 的 197 SM, BAKE 
代 后 可 收敛 ， 计算 过 程 如 下 : 


ERK 0 1 2 3 4 5 
6 0.50 0.63 0.68 0.69 0.70 0.70 

对 于 任何 要 求 的 精度 ， 用 这 种 方法 一 般 都 可 以 得 到 使 S(O, 6) 
最 小 的 少 和 8 值 . 该 方法 是 颇具 吸引 力 的 ， 因 为 它 的 使 用 不 需要 
编制 求 导 程序 ， 这 一 点 不 同 于 [αι] 的 计算 . 另外 对 于 最 终 的 计算 
效果 不 必 采 取 特 别 的 处 理 。 

我 们 现在 来 说 明 ， 直 接 求 得 导数 也 是 可 能 的 ， 但 是 需要 向 另 
Dh μὴ 88 HE TT Β. | 


7.2.3 导数 的 直接 估算 


为 了 说 明 这 种 方法 , 考虑 一 个 ARMA(1,1) 模型 就 够 了 ， 该 模 
型 可 记 为 下 面 任 一 种 形式 | 


et = We — Wey + θειγι 


at = Wi — wr + Oa 
我 们 在 7.1.4 节 中 已 说 明 , 该 模型 的 两 种 形式 可 以 交替 使 用 , 其 中 
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一 个 给 出 开始 道 推 需要 的 初 值 , 而 另 一 个 用 来 递 推 .我们 假设 已 经 
进行 了 第 一 次 计算 ,得 到 值 ej 和 [αι], 及 [wo], [w-1],… »[ωι-.ο]. 
和 7.1.5 节 一 样 ， [ω- ο], [ω- ϱ--τ], … 的 值 , 从 而 ία. ο], [α- ϱ--τ]; τ 
的 值 都 可 以 忽略 。 我 们 现在 来 说 明 ， 在 计算 导数 时 可 以 使 用 类 似 
Bye Bit Be. 

"νην 


ef? = wi) — φωίθ) + oel — [w] (7.2.3) 
at4) = - pw”) + Oal), — [wi (7.2.4) 
oo = wp” — pwp + Ber) — le] (7.2.5) 
ai) = ως — oul + θαΐδ), 一 [αι- ι] (7.2.6) 

现在 

= wy . 
[we ΜΟΝ wl) =0 } (t =1,2,--: ,n) (7.2.7) 
和 

le_;] = 0 (j = 0,1,--- ,n) (7.2.8) 


考虑 方程 (7.2.3) 和 (7.2.4) .通过 在 (7.2.3) 中 令 ec, =0, 我 
们 可 以 着 手 利用 (7.2.7) 和 (7.2.8) 的 反 向 递 推 ， 最 终 我 们 可 以 计 
ΦΨΗωὐ),}-ο,1,..-,Θ-1. 由 于 可 设 αὐ), α΄) ,,.- WE, 我 
们 现在 可 以 利用 (7.2.4) 递 推 计算 需要 的 导数 αὐ), ΞΕ, 
可 用 (7.2.5) 和 (7.2.6) 来 计算 导数 aP. 

为 了 说 明 起 见 ， 仍 考虑 序列 A 中 前 一 部 分 数据 有 关 αι = 
--δ[αι]/86 的 计算 ， 在 表 7.7 中 完全 是 用 数值 方法 进行 计算 的 . 
表 7.8 列 出 了 采用 下 面 式 子 的 相应 计算 : 


εἰ”) = wi” Ἓθευμι + [εινα] 
—zt = ay? = wy” + Gat + [ar-a] 
已 算出 的 [αι] 和 [ει] 值 首先 列 入 表 中 ， 示 例 中 eO 的 计算 是 从 令 
ες) = 0 开始 .可 以 看 出 ， zt 值 非常 接近 于 表 7.7 中 列 出 的 用 完 
全 数值 方法 得 到 的 值 . 
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R78 对 于 序列 的 数据 递 推 计算 导 数 的 说 明 


t [αι-ιὶ θαίδ) zt 一 一 at2) εἰς) θε νι [ει κι] 
0 -0.43 (--ωἱθ)--..0.43) 0.06 -0.49 
1 0.25 0.22 -0.47 0.12 0.30 -0.18 
2 -0.28 0.24 0.04 0.60 0.36 0.24 
3 -0.44 -0.02 0.46 0.73 -0.15 0.88 
4 -0.42 -0.23 0.65 -0.30 -0.05 -0.25 
5 0.79 -0.33 -0.46 -0.10 0 -0.10 
6 0.20 0.23 -0.43 0 -0.10 
7 0.00 0.22 -0.22 
8 0.60 0.11 -0.71 
9 0.00 0.35 -0.35 

10 -0.10 -0.18 —0.08 


7.2.4 条 件 模型 的 一 般 最 小 二 乘 算法 κ 


我 们 有 时 对 长 序列 使 用 一 种 近似 方法 : 设 a 的 初 值 为 它们 的 
非 条 件 期 望 一 零 ， 从 而 z 的 初 值 也 为 零 ， 然 后 直接 用 正 向 递 推 
继续 进行 。 因 此 对 先前 的 例子 我 们 可 应 用 方程 


(6) 
αιζθαι ι HW , σι Ta, = Ox1—1 — αι ι 


其 效果 是 在 αι 和 zt 中 都 引入 了 瞬 态 ， 后 者 衰减 较 慢 ， 这 是 因为 
z 依赖 于 a 。 作 为 说 明 ， 该 方法 用 于 当前 的 例子 而 得 到 的 a 和 z 
值 可 以 计算 出 来 。 我 们 发 现 ， 虽 然 一 开始 并 不 一 致 ， 但 是 ， a 从 
t 二 4 以 后 ， 在 两 位 小 数 上 是 一 致 的 , 而 z 从 t= 8 后 一 致 . 在 一 
些 情形 ， 车 有 充足 的 数据 (如 200 或 更 多 的 观测 值 ), 这 种 近似 的 
影响 可 以 消除 ， 比 如 这 时 可 以 放弃 一 些 (如 前 10 个 ) 计算 值 ， 这 
样 做 是 以 信息 损失 为 代价 的 ， 

如 果 我 们 采用 这 种 近似 ， 可 以 得 到 对 于 条 件 模型 的 一 种 有 意 
义 的 一 般 算 法 。 一般 模型 可 以 写 为 


a, = :1(Β)Φϕ(Β)ῶι 
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这 里 ， Wt = Vizi, We =w- HuK 


6(B) =1-0,B—.---—0,B'—---—6,B? 
¢(B) =1 -φιΒ----:- ϕ;Β΄ —---~ pB’ 


如 果 参 数 B= (4,0) 的 第 一 个 推测 值 是 6 = (40,00), BA 


aro = 051(B)bo(B) a 


及 
θαι u u δαι Ὁ v 
T gg. — %t,7 — “t-7 | . -- ty 一 “一 
99; |p, 06: |g 
这 里 
ές = θ,(Β)ῶι = $5 (Bato (7.2.9) 


νι = --θο (Β)φο(Β)ῶιΞ- —05 (Β)αιο 
(7.2.10) 


au Ro 可 递 推 计算 ， 设 a,wu 和 w 的 初始 值 为 0, 递 推 公式 如 下 : 


αι = W, 一 $1,0We-1 一 “一 gp otUt_p 
十 Ooat_10 十 … + Og 0@t~¢,0 (7.2.11) 
ut = Qi pte_1 +--+ Og otee—q + We (7.2.12) 
= $1,0Ur-1 +--+ p oUt—-p + 41,0 (7.2.13) 
Ve = 91 ove-1 + +++ + O9,0Ut—q — at0 (7.2.14) 


5 (7.2.1) 对 应 的 近似 线性 回归 方程 成 为 
P q 
at 0 = S ἵΦ -- $5.0) ues 十 ὃ (6 一 θ; ου... 十 ay (7.2.15) 
j=l t=1 


于 是 调整 值 是 ato 关于 wr-; 和 v: 的 回归 系数 。 通 过 把 第 一 次 
推测 值 (φο,θο) 加 上 调整 值 就 构成 了 一 组 “第 二 次 ”推测 值 ， 在- 
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第 二 次 迭代 中 用 它 代 替 (Φο,θο), 并 计算 arous 和 ws 的 新 值 ， 如 此 
直至 最 终 收敛 。 


算法 的 另 一 种 形式 ”近似 线性 展开 (7.2.15) 可 记 为 如 下 形式 
P 


9 
at, o = Σι -ϕ;ο)Β}ϕο (Β)αιο-- S (0: -θ;ο) B05  (Β)αιιο--αι 


j=1 =i 


= ($(B) - $0(B)] 99 (Β)αιιο + [9(Β)--θο(Β)]θο (Β)αιροἠ-αι 
即 

ato = -ϕ(Β)ίόο (Β)αεο]-Γθ(Β)[θο(Β)αιο] αι (7.2.16) 
该 式 用 一 种 有 趣 的 形式 给 出 了 算法 


对 IMA(0,2,2) 过 程 的 应 用 为 了 说 明 条 件 近 似 的 计算 ， 我 们 
考虑 对 序列 C 的 最 小 二 乘 估计 61, 62, 使 用 的 (0,2,2) 模型 是 : 


Wy = (1 一 6,B 一 62 Βα. 


wt = V? zi 
Qt,0 = We + Ot oat—1,0 + 92,001-2,0 
vt = —at o + 91 004-1 + 02υι..2 
Æ 7.9 对 IMA(0,2,2) 过 程 参数 0, 和 02 的 非 线性 估计 

t 24 Vit V7 z=w: 24,0 Vt—1 2t 一 2 
1 26.6 0 0 0 
2 27.0 0.4 0 0 0 
3 27.1 0.1 -0.3 -0.300 0 0 
4 27.2 0.1 0.0 -0.030 0.300 0 
5 27.3 0.1 0.0 -0.033 0.060 0.300 
6 26.9 —0.4 -0.5 -0.533 0.069 0.060 
T 26.4 —0.5 —0.1 —0.156 0.546 0.069 
8 26.0 —0.4 0.1 0.039 0.218 0.546 
9 25.8 —0.2 0.2 0.189 0.038 0.218 


M710 Oi 和 02 先 代 的 收 化 性 


迭代 次 数 θι 62 
0 0.1000 0.1000 
1 0.1247 0.1055 
2 0.1266 0.1126 - 
3 0.1286 0.1141 
4 0.1290 0.1149 
5 0.1292 0.1151 
6 0.1293 0.1152 
7 0.1293 0.1153 
7 0.1293 0.1153 


表 7.9 列 出 了 初 值 61.0 = 0.1 和 O09 = 0.1 WHR. 

通过 aro 对 于 ve- 和 we ο 的 “回归 ”可 以 得 到 bo 和 62,0 的 
第 一 次 调整 值 ， 重 复 该 过 程 直到 收敛 . 迭代 过 程 如 表 7.10 所 示 ， 
使 用 的 初 值 为 91,0 = 0.1 Al 020 = 0.1, 


7.2.5 对 于 序列 A 到 下 拟 合 模型 的 总 结 


在 表 7.11 中 我 们 总 结 了 对 序列 A 到 下 用 7.2.1 和 7.2.2 节 的 
和 迭代 最 小 二 乘法 所 拟 合 的 模型 . 这 些 拟 合 的 模型 是 在 第 6 章 中 识 
别 的 ， 有 关内 容 总 结 在 表 6.4 中 。 我们 从 表 7.11 中 看 到 ， 对 于 序 
列 A,C 和 D 识别 并 随 之 拟 合 了 两 种 可 能 的 模型 。 对 于 序列 A 和 
D, 另 一 种 模型 涉及 到 用 平稳 自 回归 算 子 (1 - 9B) 。 代替 非 平稳 
算 子 (1 - B) 考察 表 7.11 可 知 ， 在 这 两 个 例子 中 ， 自 回归 模型 都 
得 出 较 小 的 残 差 方差 ， 尽管 正如 已 指出 的 那样 ， 两 个 模型 非常 相 
似 ， 即 使 用 平稳 模型 可 能 拟 合 得 稍 好 ， 但 在 这 两 个 例子 中 可 能 还 
应 选择 (0,1,1) 模型 ， 因 为 它 不 象 平稳 模型 那样 要 假设 序列 有 一 个 
固定 的 均值 。 这 一 点 在 预测 序列 的 未 来 值 时 特别 重要 ， 因 为 如 果 
水 平 确实 改变 了 ， 那 么 ，d > 0 的 模型 将 继续 跟踪 变化 , 而 d =0 
的 模型 则 停滞 在 已 经 过 时 的 均值 水 平 上 . | 

如 同 表 7.2.1 中 所 述 ， 表 7.11 中 系数 下 面 的 界限 表示 由 协 方 
| 2B (X4X 4) 102 所 得 到 的 估计 值 的 标准 差 。 注意， 对 太阳 黑子 
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R711 对 于 序列 A 到 下 拟 合 模型 的 总 结 


观测 值 τ 残 差 
序列 Τα 拟 合 模型 方差 
A 197 24—0.922z,_1=1.45+a; --0.ὅδαι- αι 0.097 
(+0.04) (+0.08) 
Yzt 一 Qt 一 0.70at_1 0.101 
(+0.05) 
B 369 Vz_=ay—0.0904_1 52.2 
(+0.05) 
C 226 Vz.—0.82V 24_1=a¢ 0.018 
| (+0.04) 
Vze=a—0.13a;:—1 —0.12a;_—2 0.019 
(+0.07) (+0.07) 
D 310 Vz_—0.87V 2¢-1=1.17+1 0.090 
(+0.03) 
wz 一 at 一 0.06a 1 0.096 
(+0.06) 
E 100 2 一 14.35 十 1.422zi_1 一 0.73zt_2 十 at 228 


(+0.07) (+0.07) 
wzt 一 11.31 十 1.57zt_ 1 一 1.02zt_2 十 0.21zt_s 十 at 218 
(40.15) (+0.10) 
F 70 V2z_=58.87—0.34z__ 1+0.19z2_2+a% 113 
(40.12) (+0.12) 


* ”在 每 个 估计 值 下 面 带 有 (+) 的 值 表 示 该 估计 值 的 标准 差 
** 由 S($,ô)/n 得 出 


序列 下 拟 合 的 AR(3) 中 ， 估 计 值 6s 是 其 标准 差 的 2.1 倍 ， 这 表 
明 与 二 阶 自 回归 过 程 相 比较 ， 三 阶 自 回归 过 程 得 到 在 一 定 程度 上 
更 好 的 模型 .这 与 Moran[146] 得 到 的 结论 一 致 。 


7.2.6 大 样本 信息 阵 和 协 方差 估计 


RAI X = [U : V] janx (p+gq) 阵 ， 其 中 带 有 时 间 光 后 的 
u 和， Æ (7.2.13) 和 (7.214) 中 定义 ， 假 设 Bo 中 的 元 素 为 参数 丰 
值 ， 并 有 足够 大 的 样本 容量 n, 以 使 端 值 效应 可 以 忽略 . 那么 ， 对 
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于 混合 ARMA 模型 (¢,0) 的 信息 阵 是 


UU U'Vi . _ 

1($,0) =E H yy | σα = EXX )oz? (7.2.17) 
Rp 

Yuu (0) Yuu(1) ">t Yuu (ρ-1) : Ύνυ (0) Yuv(—-1) τον Yuv (1—g) 

Yuu(l) Yuul0) ' Yuu(p~2) : Ύωυ(1) Yuv(0) ο  Ύων(2--ᾳ) 

Yuu (»--1) Yuu(p—2) ra. Yuu (0) Yuu (p—1) Yuv(p—2) τὸν Yuv(p—q) 
=naca | 

Tuu(0) Yue (1) “5 Yun (ρ--1) Ύυν (0) γυν(1) s. You(q—1) 

ΎὙμυί--1) Yuv (0) 1. Yuv(p—2) : Yve (1) Ύνν (0) ve You(q—2) 


γων(1--ᾳ) Yuv(2 一 9) -° Ύαο(ρ-α) : γυν(ᾳ--1) Ύυν(ᾳ--2) *** Yeu(0) 
| (7.2.18) 


这 里 ， Yuulk) 和 Ύυυ(Κ) 是 u 和 v 的 自 协 方差 ， Yuv(k) 是 互 
HJE, 定义 为 


Yuv(k) 一 You(—k) = Eluevire] = Ε[υευι..κ] 
极 大 似 然 佑 计 的 大 样本 协 方 差 阵 可 由 下 式 得 出 
VV(9,6) ~ I™™(¢,0) 


1(¢,0) AR V(b,6) 的 值 可 以 这 样 得 到 ; 在 Bo = BAK u Mv 的 
值 ， 并 在 (7.2.17) 中 去 掉 期 望 符号 ， 于 是 得 出 


V(o,6) = (X Xa) "σε 


或 是 将 自 协 方差 和 互 协 方差 的 标准 样本 信 计 代入 (7.2.18) P. Ἂ 
了 得 到 大 样本 的 理论 结果 , 我 们 注意 到 ，p 的 元 素 等 于 真 值 时 ， 
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方程 (7.2.13) 和 (7.2.14) 意味 着 导数 序列 ut Al ve 满足 如 下 定义 
的 自 回归 过 程 : | 
(Bjur =a , O(B)y = -αι 

所 以 ， 在 (7.2.18) 中 出 现 的 自 协 方差 来 自 于 纯 自 回归 过 程 ， 而 互 
协 方差 是 由 αι 生成 的 这 样 两 个 过 程 之 间 互 协 方差 的 负 值 . 

我 们 通过 几 个 例子 来 说 明 这 一 结果 的 应 用 . 

AR(p) 和 ΜΑ(Φ) 过 程 参 数 估计 值 的 协 方 差 阵 设 Ip($) 是 来 
自 一 个 AR(p) DEN p 个 顺序 观测 值 生成 的 p xp 自 协 方差 阵 ， 
AR 过 程 的 相应 参数 为 几 = (81,82,… bp). THAR (7.2.18), 
可 给 出 估计 值 少 的 pxp 协 方差 阵 为 


ν() = noT ($) (7.2.19) 


设 Tv(9) 是 来 自 一 个 AR(9) 过 程 的 g 个 顺序 观测 值 生 成 的 gxa 
自 协 方差 阵 ， AR 过 程 的 相应 参数 为 6’ = (01, 02, : κ“. , 00) . 于 是 
利用 (7.2.18), 可 给 出 MA(q) 模型 的 估计 值 6 的 gxgq 协 方差 阵 为 


V(6) ~ τι-1σ2Γ-᾽(θ) (7.2.20) 


有 时 用 $(B) 和 θ(Β) 的 零点 来 参数 化 ARMA 过 程 是 很 有 用 
的 . 在 这 种 情形 下 可 以 得 到 参数 估计 值 协 方差 阵 的 一 种 特别 简单 
的 形式 ， 


* ARMA 过 程 零点 的 协 方差 ”考虑 ARMA(p,9) 过 程 按 其 零 
点 (假设 为 实 值 ) 的 参数 化 ， 即 


q 


Πα -αιβΒ)ῶι-- [| (1 Η;Β)αι 


t=1 了 一 上 
”从 此 至 7.3 之 前 的 内 容 在 初次 阅读 时 可 以 略 去 . 
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Ῥ 
αι = α-- ο:8) ΠΤ 1 — H;B)- τῷ, 
ἐ--1 j=l 
于 是 a 的 导数 为 
uni 一 -5 - (1 ~ GiB)-!a 


Vt jį = 9η; = —(1 一 H;B) ας ι 
因此 由 (7.2.18), 对 于 大 样本 情形 ， 根 的 信息 阵 满足 ， 
n-(G,H) = 


(1—G?)~? (1-G,G2)7! 7... (- σιαρ) 3 :-(1-G,Hi)7!- . -(1-- σι H4) `} 


(1-GiGy)~* (1-GoG,)~* ++ (1-G¥)7? :—(1-Gp H1) 1 —(1-Gp Hy)? 

—(1-G,H1)~'-(1-G2H)7)--- (1-G,Mi)7! : (Q-H) +++ (1—HiH,)7* 

—(1-G1 H4) *—(1-G2H4) +- -(1-Gp Hae)! (1-H, Hq)"* ''' α--Η2) 
(7.2.21) 


AR(2) ”由 此 ， 特 别 对 于 二 阶 自 回归 过 程 


(1 一 G,B)(1 一 σοΒ)ῶι = A 


(1 — G1G2)-! (1 一 G2)-! 


_11— Ci? μ — Ο1)}{1 一 G1G2) —(1 — G?)(1 — G2) 
= n (Gi - G2)? -α- Gi)(1- G3) (1 — G3)(1 — GiG2) 


一 1 — -1 
V(Gi, G2) xn! | (1 ~ Gi) (1 — G1G2) | 


(7.2.22) 
对 于 二 阶 滑 动 平均 过 程 可 以 得 到 完全 平行 的 结果 . 
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ARMA(L1) 类 似 地 ， 对 于 ARMA(1,1) 过 程 : 
(1 — φΒ)ῶι = (1 — θΒ)αι 
在 (7.2.21) PS $= αι Al 0 = Ai, 我 们 得 到 
;nt 1-9}; -G- 90) 
Υ(Φ,θ) =n ᾿ Be _ φθ) (1 -- θ2}-1 | 
11-46 S ~ ¢*)(1— Φθ) {1-47} ΝΗ 
- n (φ --Θ)2 | (1 -- ¢?)(1- 63) (1-0) — 6) 
(7.2.23) 
由 这 两 个 过 程 得 到 的 结果 表明 ， 自 回归 过 程 和 一 般 的 (p,q) 阶 
ARMA 过 程 的 信息 阵 之 间 存 在 对 偶 性 质 ， 即 若 与 ARMA(p,¢) 过 
程 


q 


Πα -σιβῶι-- [[(1 --Β/Β)αι 


j=l 
相 联系 的 参数 (Ο, Η) 的 信息 阵 记 为 HG, Η|{φ, α)} , 相应 地 , 假设 
纯 自 回归 模型 AR(p + q) 

P q 

[[0 - G:B) ] [0 - ΒΗ/Β)ῶι-- αι 

i= 1 =t 


其 参数 (G, H) 的 信息 阵 记 为 


Ice : Tcr 
1{G,H\(p+9,0)} =| ... a 
Icu : Tan | 
该 矩阵 在 p 行 、p 列 处 分 块 。 FEN FRPSMARA, RTT 
接 由 (7.2.21) 看 出 
{σα : -Ισῃ 
HG,H\(p,q)} = HG,-H\(p+q,0)}=| .i ... -.. 
lon : Ing 


(7.2.24) 
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因此 ， 对 于 中 等 和 大 样本 情形 ， 由 于 信息 阵 的 逆 给 出 了 参数 估计 
(AE VG, A) 的 一 个 很 接近 的 近似 ， 所 以 我 们 相应 有 


V{G, H|(p,q)} ~ V{G, -H |(p + 4, 0)} (7.2.25) 


1.3 ”对 具体 模型 的 一 些 估计 结果 


在 附录 A7.3 和 A7.4 中 对 具体 情形 推导 出 了 一 些 估计 结果 .我 
们 对 于 这 些 结果 及 在 本 章 前 面 得 到 的 结果 加 以 总 结 ， 以 供 参 考 ， 


“7.3.1 自 回归 过 程 


通过 解 某 些 线性 方程 组 可 以 得 到 纯 自 回归 过 程 的 参数 估计 
值 。 我 们 在 附录 A7.4 中 将 要 说 明 : 

1. 怎样 通过 解 线 性 方程 组 来 得 出 精确 的 最 小 一 Ret (也 可 

见 7.4.3 节 ) 。 | 

2. 怎样 通过 对 这 些 方程 中 的 系数 作 稍 许 修正 ， 来 求 得 精确 最 
大 似 然 方程 的 近似 . 

3. 怎样 通过 求解 一 系列 标准 线性 回归 模型 正规 方程 形式 的 线 
性 方程 组 ， 来 求 得 如 7.1.3 节 所 定义 的 条 件 最 小 二 乘 佑 计 . 

4. 怎样 用 估计 到 的 自 相关 系数 作为 Yule-Walker 方程 中 的 系 
数 ， 以 此 得 到 与 最 小 二 乘 估计 积极 大 似 然 佑 计 近 似 的 估计 值 . 


如 同 7.2 节 中 用 一 般 形 式 所 描述 的 ， 在 (1) 中 得 到 的 估计 值 
当然 与 直接 最 小 化 S(9) 而 得 出 的 估计 值 相 同 . 估计 值 (4) 是 Yule 
和 Walker 所 得 到 的 著名 的 近似 。 它 们 作为 识别 阶段 所 使 用 的 最 
初 的 估计 是 很 有 用 的 , 但 是 在 某 些 情形 与 (1),(2) 或 (3) 的 佑 计 值 
可 能 有 明显 的 差别 .为 了 说 明 起 见 ， 我 们 对 得 自 Yule-Walker 方 
程 的 估计 和 值 (4) 和 在 表 7.11 中 所 总 结 的 最 小 二 乘 估 计 (1) 加 以 比 
BE 
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Yule—-Walker 估计 Yule—Walker 估计 (6.3.6) 是 


ϕ —R'r 
其 中 
1 ΤΊ Tp—1 ri 
R Ἴ ! i | .. É (73.1) 
ret tea l i 


具体 地 ， 一 阶 和 二 阶 自 回 归 过 程 的 估计 值 为 


AR(1) . φι 一 了 1 


< r1(1 一 Τ2) ~ ΤΟ 一 r? | (7.3.2) 
ΑΒ(2) : φι------ᾱ-, he = TH 
1—r? l-r? 


在 附录 ATA 中 说 明了 ， S$) 的 一 个 近似 可 由 下 式 提供 : 


SA =J a-re) (73.3) 
因此 | 
6? = 5) = ορ(1 — τ'φ) (7.3.4) 


这 里 co 是 w 的 样本 方差 . 一 个 平行 的 表达 式 把 σα 和 Yo (w {138 
论 方差 ) 联系 起 来 ( 见 (3.2.8)), BP 


σα = γο(1 — ρϕ) 


这 里 p 和 $ 的 元 素 都 是 理论 值 。 因 此 由 (7.2.19), 估计 值 $ 的 协 
方差 阵 是 
V(¢) > nort = n! (1 — ρ'φ)Ρ-] (7.3.5) 
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如 (2.1.7) 所 定义 ， 上 式 中 的 TP 和 PP 是 AR(p) IE p 个 顺序 值 的 
自 协 方 差 和 互 协 方差 阵 。 
特别 地 ， 对 于 一 阶 和 二 阶 自 回归 过 程 ， 我 们 得 到 


AR(1) : V($) = n7! (1 -- 2) (7.3.6) 
Vide γω ματ 1792 -Φι(ΕΦο) 


通过 把 (7.3.5) 中 的 参数 用 估计 值 代替 , 就 可 以 得 到 方差 和 协 方差 
的 估计 。 因 此 


ϱ(9) =n(1-1'6)R! (7.3.8) 
例 : 序列 C,D,E Ε 已 被 识别 为 可 能 为 自 回归 (对 于 序列 
ο 是 一 阶 差 分 后 的 自 回归 ), 滞后 为 1 或 2 的 自 相 关 列 在 下 表 中 ， 
序列 ”试探 识别 Bee 。 有 关 估 计 的 自 相关 n 


C (1,1,0) 1 ri 一 0.805 225 
D (1,0,0) 0 r1=0.861 310 
E (2,0,0) 0 r,=0.806,r2=0.428 100 
F (2,0,0) 0 r1=-0.390,r2=0.304 70 


利用 (7.3.2), 我 们 得 到 在 表 7.12 中 列 出 的 Yule Walker 估计 ， 以 
及 由 (7.3.6) 和 (7.3.7) 计算 出 的 标准 差 . 利用 (7.3.7), 二 阶 目 回归 


37.12 PRI) C 到 下 的 Yule-Walker 估计 


seit fal βῆ 
序列 估计 值 标准 差 相关 系数 

C φις 0.81 +0.04 
D $1 = 0.86 +0.03 
E $1= 1.32 +0.08 

φα---0.63 +0.08 -0.81 
F $1=~0.32 +0.12 | 

$2= 0.18 +0.12 0.39 
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过 程 的 两 个 参数 估计 和 值 之 间 的 相关 系数 由 下 式 给 出 
cov[¢i,¢2] -fh 


VVG) 1-% 


我 们 注意 对 于 序列 E 的 情形 ， 估 计 值 之 间 存 在 高 度 负 相关 ， 这 表 
ΒΗ φι 和 bo 的 置信 域 将 沿 着 从 西北 到 东南 的 对 角 线 伸展 . 这 意味 
着 这 些 估计 值 相 当 不 稳定 ， 并 解释 了 对 于 这 一 具体 序列 在 表 7.12 
中 的 Yule-Walker 的 估计 和 表 7.11 的 最 小 二 乘 估计 之 间 何 以 存在 
相对 较 大 的 差别 . 


7.3.2 滑动 平均 过 程 


有 关 滑 动 平均 过 程 的 极 大 似 然 估计 ， 在 简单 的 情形 可 如 节 
7.1.6 PRE, 通过 图 形 得 到 ， 更 一般 的 情形 ， 如 节 7.2.1 所 述 ， 可 
通过 迭代 计算 得 出 。 由 (7.2.20) 可 知 ， 对 于 适度 或 较 大 的 样本 ， 
ᾳ 阶 滑动 平均 过 程 参数 估计 值 的 协 方差 阵 与 同 阶 自 回 归 过 程 相应 
矩阵 具有 相同 的 形式 . 

因此 ， 对 一 阶 和 二 阶 滑动 平均 过 程 ， 相 应 于 (7.3.6) 和 (7.3.7) 


ρίφι, $2) = 


A 


MA(1) : ν(θ) ~ π-Ί(ι — 6?) (7.3.9) 
1-0: -θι(11-Θ2) 


: A 9 ~ -1 
MA(2) : V (01,02) ~n -θι(1-Γθ9) 1-63 


(7.3.10) 
7.3.3 混合 过 程 


与 滑动 平均 过 程 一 样 ， 混 合 过 程 的 极 大 似 然 估计 (%,6) EM 
单 情形 可 以 由 图 形 得 出 ,对 更 一 般 的 情形 可 通过 递 推 计算 求 得 . 
对 于 中 等 及 大 样本 情形 ， 协 方差 阵 可 由 信息 阵 (7.2.18) 的 计算 与 
求 逆 得 到 。 对 一 些 重要 的 特殊 情形 ， 如 ARMA(1,1) 过 程 
(1 — $B)W = (1 — OB)a, 
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如 同 (7.2.23), 我 们 得 到 


τ a. -1 1—40 [(1—¢)7(1 — 99) ο ρα τν) 
V(e,0) =n oo [aw ο) (1 — 67)(1 -- φθ) 
i (7.3.11) 
我 们 注意 到 ， 当 4=8 时 ， 几 和 6 的 方差 是 无 穷 大 。 这 是 可 以 料 
想 的 ， 因 为 在 这 种 情形 下 ， 因 子 (1 一 $B) = (1 一 9B) 在 模型 两 边 
可 以 消去 ， 于 是 模型 成 为 
这 是 参数 元 余 的 特例 ， 我 们 将 在 7.3.5 节 中 更 充分 地 讨论 . 
7.3.4 在 估计 中 线性 和 非 线 性 分 量 的 分 离 * 


有 时 进行 这 样 的 分 析 是 有 意义 的 ， 将 混和 模型 参数 的 估计 分 
成 基本 线性 和 非 线性 两 个 部 分 。 考虑 一 般 混合 模型 ， 我 们 写作 


at = φ(Β)θ-;(Β)ῶ, 


af 
αι = Φ(Β){ει]θ) (7.3.12) 
其 中 
(ε(θ) = θ-1(Βγῶ. 
即 


对 于 任意 给 定 的 一 组 θ,ε 可 以 有 (7.3.13) 递 推 计 算 ， 可 记 为 
tt = W + θιει ι + θρει 2 Γ"':«--θ αξἰ--ᾳ 


该 递 推 可 以 由 设 未 知 的 e 为 0 而 开始 , 在 算出 e 后， 条 件 估计 éo 
便 可 立刻 得 到 。 这些 都 是 线性 模型 (7.3.12) 中 待 信 计 的 自 回归 参 
数 ， 该 模型 可 记 为 | 

at = Et — φιει-ι -ϕχει-2---' — ει ρ (7.5.14) 


”从 此 至 7.3.5 前 的 内 容 在 初次 阅读 时 可 以 略 去 . 
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正如 我 们 在 7.3.1 节 中 所 解释 的 , 自 回 归 参 数 的 最 小 二 乘 估计 可 以 
通过 直接 求解 简单 的 线性 方程 组 而 得 到 , 并 可 以 用 Yule-Walker 方 
程 来 近似 . 在 简单 的 情形 , 我 们 可 以 在 6 的 网 格 点 上 计算 S($0,9) 
并 绘 出 等 值 线 图 ， 以 此 考察 S(4o,6) 的 性 质 并 求 得 绝对 的 最 小 平 
FA. 


用 于 序列 CC 的 例子 ”根据 在 表 6.4 中 给 出 对 序列 C 所 作 试 
探 性 识别 ， 可 知 该 序列 可 能 是 由 (1,1,0) 模型 


(1 一 Bw = αι 


生成 ， 其 中 w = Vz, Elw) = 0 ， 确 定 该 模型 是 为 了 考察 数据 对 
于 更 复杂 模型 


(1 — $B)w, = (1 01B -- θ»ΕΖγαι 
的 估计 态势 . 由 上 述 讨论 得 知 ， 可 以 认为 该 过 程 是 由 非 线 性 模型 
Et = We -θιει ι-Γ ret 2 
和 线性 模型 
Qt = ει — Eti 
组 合生 成 的 . 对 于 可 逆 域 内 非 线 性 参数 0 = (01,02) 的 每 种 选择 ， 


递 推 算出 一 组 e, 然后 由 Yule-Walker 近似 可 以 得 到 估计 值 ο = 
ri(e), 并 同时 得 出 


ϑίϕο,θ) = >》 [1 — τ(ε)] 
t=1 
将 该 平方 和 在 θι MO 的 网 格 点 上 标 出 ， 它 的 等 值 线 如 图 7.6 中 
所 示 . 我 们 看 到 ， 最 小 值 接近 于 图 上 标 出 的 9 = 9s =0 的 点 , 在 
该 点 上 ri(e) = 0.850 ， 因 此， 可 以 确认 ， 在 (1,1,2) 阶 的 全 体 模 型 
类 中 ， 简 单 的 (1,1,0) 模型 (1 - 0.8B)Vz = αι 提供 了 最 恰当 的 表 
IR. 
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io > 
76 在 参数 9 容许 空间 上 画 出 和 的 S(4o,6) 等 值 线 图 


7.3.5 参数 宛 余 
模型 


ϕ(Β)ῶι = θ(Β)αι 
等 同 于 模型 
(1 -- αβΒ)ϕ(Β)ῶι = (1 ~ αΒ)θί Β)αι 

这 里 ， 自 回归 和 滑动 平均 算 子 都 乘 以 相同 的 因子 1 一 aqB 。 如果 
在 模型 拟 合 时 包含 了 宛 余 的 子 ， 则 在 估计 过 程 中 会 出 现 严重 的 困 
难 . 因此 , 需要 多 加 小 心 , 避免 出 现 元 余 或 接近 元 余 因 子 的 情形 . 
还 需要 注意 到 ， 宛 余 因 子 的 存在 不 一 定 是 明显 的 。 例如 ， 我 们 来 
看 一 下 ARMA(2,1) 模型 

(1 —1.3B + 0.4B?)a = (1 -- 0.5B)a, 
的 公共 因子 ， 只 有 对 左边 进行 分 解 因 式 才 得 出 

(1 --ο.5Β)(1 — 0.8Βγῶι = (1 — 0.5B)at 


从 而 有 
(1 一 0.8B)w; = at 


在 实际 中 ， 不 仅 是 精确 相等 的 因子 会 造成 麻烦 ， 近 似 相等 的 因子 
也 是 如 此 . 例如， 假设 真实 模型 是 


(1 — 0.4B)(1 — 0.8B)w, = (1 -- 0.5B)a, (7.3.15) 
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如 果 我 们 将 模型 拟 合 为 ARMA(2,1), 则 由 于 模型 左 、 右 两 边 存 在 
近似 相等 的 因子 (1 - 048) 和 (1 -- 0.58), 参数 估计 的 不 稳定 性 
是 可 以 想见 的 . 在 这 种 情形 我 们 会 发 现 ， 不 同 参数 值 的 组 合 将 得 
出 相近 的 [a] 和 相近 的 似 然 函 数 ， 而 且 左 边 参数 值 的 变化 可 由 右 
边 参 数 的 适当 变化 来 补偿 . 在 三 维 参数 空间 中 ， 平 方 和 等 值 曲面 
接近 于 倾斜 走向 的 柱 面 ， 我 们 能 够 找到 的 不 是 清晰 定义 的 最 小 值 
点 ， 而 是 成 直线 态势 的 “近似 最 小 二 滋 ”. 

从 一 个 稍 有 不 同 的 观点 来 看 ， 我 们 可 以 把 模型 (7.3.15) 用 无 
穷 阶 的 自 回归 算 子 表示 。 作 必 要 的 展开 后 ， 我 们 发 现 : 


(1 — 0.700B — 0.030B? — 0.015B3 — 0. 008B4 — --)@, = ay 


因此 ， 该 模型 非常 接近 于 


当 我 们 试图 用 ARMA(2,1) 模型 去 拟 合 时 ， 所 得 的 估计 值 会 出 现 
不 稳定 性 ， 这 是 因为 当 用 一 个 参数 就 可 以 表示 的 情形 下 ， 我 们 却 
党 试用 三 个 参数 去 拟 合 . | 


预先 识别 一 避免 参数 元 余 的 一 种 方法 ”在 模型 拟 合 之 前 要 
进行 模型 识别 ， 这 样 做 的 主要 原因 是 为 了 避免 因 参 数 元 余 而 引起 
的 困难 。 或 者 说 是 为 了 更 准确 可 靠 ， 为 了 实现 参数 化 的 简约 性 . 
因此 在 刚才 考虑 的 例子 中 ， 对 仅 有 几 百 个 观测 值 的 时 间 序 列 ， 可 
以 估计 出 其 自 相 关 函 数 ， 但 相应 的 数据 是 由 (7.3.15) 产生 ， 还 是 
由 简单 的 自 回 归 过 程 (7.3.16) 产生 ， 实 在 是 难以 区 分 . 

所 有 这 些 导 致 我 们 去 拟 合 ARI) 过 程 ， 通 常 这 样 做 就 足够 
了 。 只 有 当时 间 序 列 有 数 千 观 侧 值 时 才 需 要 去 检测 更 复杂 的 模 
型 。 在 这 种 情形 下 ， 才 能 有 充足 的 信息 来 得 到 额外 参数 的 较 好 佑 
计 。 

ARMA(1,1) 过 程 中 的 元 余 ”有 可 能 发 生 因子 直接 相约 的 最 
简单 的 过 程 是 ARMA(1,1 ) 过 程 : 

(1 — φΒ)ῶι = (1 -9B)ar 
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特别 地 ， 如 果 $= 9, 无 论 它 们 有 什么 样 的 值 ， 上 式 都 成 为 
Ws = az 


BRBAS w 是 由 一 个 白 噪 声 过 程 产 生 . 因此 ， 数 据 不 能 提供 
一 般 参 数 的 信息 ， 由 (7.3.11), $ M6 有 无 穷 大 的 方差 。 而 且 ， 无 
it ¢ 和 9 AA, S(¢,0) 在 直线 = 0 上 必然 为 常数 ， 就 象 图 
7.7 中 的 直线 ， 该 图 是 对 序列 A 作出 的 平方 和 函数 图 形 。 数据 的 
最 小 二 乘 估 计 $ = 0.92 和 6 = 0.58 所 对 应 的 点 并 不 特别 接近 于 
直线 $= 6, 在 估计 这 些 参数 时 不 会 发 生 困难 . 

在 实际 中 ， 如 果 采 用 了 我 们 推荐 的 识别 技巧 ， 这 些 困难 可 以 
避免 . 若 在 ARMA(1,1) 过 程 中 φ 接近 于 0, 则 通常 将 被 识别 为 白 
噪声 ， 或 者 ， 若 两 个 参数 之 间 的 差别 是 可 感知 的 ， 则 将 被 识别 为 
具有 一 个 很 小 系数 的 AR(1) 或 MA(1) 过 程 。 总 之 ， 

1. 我 们 应 该 避免 包含 近似 公 因子 的 混合 过 程 ， 且 应 提防 由 此 
而 造成 的 困难 . | 

2. 如 果 我 们 正确 地 使 用 了 识别 和 估计 方法 ， 就 能 自动 地 避免 
了 宛 余 参数 的 处 置 . 


1.0 


4 —> 
7.7 序列 A 的 平方 和 图 形 


7.4 使 用 Bayes 原理 的 估计 * 
7.4.1 Bayes 原理 


在 本 节 中 ， 我 们 仍 用 & 表示 一 个 一 般 的 参数 向 量 。 Bayes 原 
理 告诉 我 们 ， 若 pE 是 数据 采集 之 前 《上 的 先 验 概率 分 布 ，p(é&|z) 
是 上 关于 数据 z BERDA, pE) 可 通过 把 先 验 分 布 p(€) 和 
似 然 函数 LEl) 联合 起 来 而 得 到 ， 具 体 的 形式 为 


p(é)L(€|z) 
S p(€) LE lz) dé 


分 母 只 是 为 了 保证 p(€|z) 的 积分 为 1. 这 个 表达 式 的 重要 部 分 是 
分 子 ， 由 此 我 们 可 以 看 到 ， 后 验 分 布 与 先 验 分 布 和 似 然 函 数 的 乘 
积 成 比例 。 Savagef173] 已 说 明了 先 验 和 后 验 概率 可 被 解 糙 为 主 
观 概率 . 特别 地 ， 通 常 在 数据 可 利用 之 前 我 们 对 《 掌握 的 信息 非 
D, 我们 只 能 认为 在 相关 的 范围 内 & 所 显示 出 的 先 验 信息 是 : 
既 可 能 是 某 一 值 ， 又 可 能 是 另 一 值 . 在 这 种 情形 ， p(E) 可 取 为 局 
部 均匀 分 布 ， 因 此 p(élz) 与 似 然 函数 成 正比 . 

应 该 注意 到 , 为 了 使 该 结论 成 立 ,& 的 先 验 分 布 不 一 定 在 其 整 
个 范围 内 (对 于 某 些 参 数 这 一 范围 可 以 是 无 限 的 ) 是 均匀 分 布 . 
局 部 均匀 的 要 求 是 指 : 在 似 然 函数 可 被 估计 的 范围 内 近似 是 均匀 
的 ， 而 在 范围 之 外 不 会 取 特 别 大 的 值 . 

因此 ， 如 果 & 是 一 把 椅子 的 重量 ， 我 们 当然 可 以 明确 地 说 出 
这 样 的 先 验 信息 : 它 的 重量 超过 1 SA, BDF 1 吨 。 还 可 能 是 
这 样 ， 当 我 们 在 一 个 称 量 器 上 称 这 把 椅子 时 ， 得 到 一 个 观 侧 值 z 
及 误差 的 标准 差 σ, 我 们 就 可 以 老 老实 实地 说 ， 对 于 在 z+ 30 范 
围 内 的 先 验 值 我 们 都 会 同样 地 满意 . 例外 的 情形 是 ， 如 果 称 量 器 
称 出 一 把 明显 很 重 的 椅子 ， 比 如 重量 为 10:5]. 在 这 种 情形 ， 似 


ατα 节 的 内 容 在 初次 阅读 时 可 以 略 去 . 


p(é|z) = (7.4.1) 
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PR RA AS SEE J A ER. AURA 1481255} Bayes 
原理 来 组 合 它们 ， 而 是 检查 称 重 器 ， 若 它 是 准确 的 ， 则 应 更 仔细 
地 检查 椅子 。 | | 

当然 在 上 述 思 想 中 存在 某 种 武断 性 。 假 定 我 们 设 ξ 的 先 验 分 
布 是 局 部 均匀 的 ,于 是 这 蕴含 《 的 任意 线性 函数 的 分 布 也 是 局 部 
均匀 的 。 然 而 一 些 非 线 性 变换 a = all), 例如 a = logt, 其 先 验 
分 布 可 能 不 是 精确 局 部 均匀 的 .如果 我 们 能 得 到 & 相当 准确 的 估 
计 ， 则 这 种 武断 性 通常 几乎 没有 影响 。 那 么 ， 我 们 仅 在 一 个 小 区 
域 上 考虑 &, 在 该 区 域 上 对 于 《的 变换 ， 例 如 log’, 通常 将 会 非常 
接近 于 线性 的 . 

Jeffreys[117] RH: 最 好 选择 度量 a(t) 以 使 Fisher 信息 测 
FE Ia = --Ε[δ'Ι/δα”]) 与 值 a 及 & 独立 。 这 等 价 于 选择 al) 以 使 
其 极 大 似 然 估计 的 极限 方差 与 & 独立 , 这些 是 通过 选择 与 VI 成 
比例 的 先 验 分 布 来 得 到 的 . 

Jeffreys 在 对 所 使 用 的 参数 化 方法 不 变 的 基础 上 证 明了 这 一 
先 验 选择 。 特 别 地 ， 对 于 这 种 选择 ， α(έ) ME 的 后 验 分 布 满足 
P(é|z) = pla|z)da/d£, 这 里 ，al&) 和 & 由 1:1 的 变换 相 联 系 。 由 
下 述 讨 论 可 得 同样 的 结果 [58] 。 如 果 对 于 大 样本 ， all) 的 期 望 
似 然 函 数 接近 于 正 态 曲线 ， 于 是 该 曲线 的 期 望 与 方差 概括 了 可 望 
由 数据 得 到 的 信息 。 现 在 假设 可 以 找到 一 个 变换 alt), 对 于 它 来 
说 ， 不 管 参数 的 真 值 是 什么 ， 用 来 近似 的 正 态 曲线 都 有 接近 于 常 
数 的 方差 。 那么 ， 在 参数 化 中 ， 可 望 来 自 于 数据 的 唯一 信息 是 由 
预期 似 然 函数 的 位 置 来 传达 的 .所谓 我 们 对 这 个 预期 观测 信息 的 
有 关 先 验 一 无 所 知 ， 就 是 说 我 们 认为 a 的 不 同位 置 有 同样 可 能 的 
先 验 信息 。 等 价 地 ， 就 是 我 们 所 谓 的 a 应 取 为 局 部 均匀 的 . 

Jeffrey 准则 对 处 理 多 个 参数 的 推广 是 用 参数 ἐ 的 联合 先 验 分 
布 ， 将 其 取 为 与 下 式 成 比例 : 


Οἱ 
ο 
|Tel ΠΚ 


1/2 | 
(7.4.2) 


- 308 - 


在 [119] 中 指出 , 采用 这 样 的 度量 a, 使 得 似 然 函数 得 到 了 最 好 的 
考虑 与 设计 ， 这 时 Tu 独立 于 a 。 有 了 以 上 说 明 ， 我 们 注意 到 ， 
在 均匀 先 验 的 假设 下 ， 似 然 函数 和 后 验 密度 函数 是 成 比例 的 . 


7.4.2 参数 的 Bayes 估计 


现在 我 们 从 Bayes 观点 来 考虑 ARIMA 模型 的 参数 估计 .内 
录 A7.3 证 明了 : KA ARIMA(p, q,q) 过 程 长 度 为 W =m 上 +d 的 


时 间 序 列 z 其 精确 似 然 孙 数 的 形式 为 

L(,0|z) = στ” Γ(Φ,ϐ) exp -| (7.4.3) 
其 中 

S(¢,0) = Ὁ [at 办 0 + [eole,] (7.4.4) 


t=1 


如 果 我 们 没有 关于 ca,4 或 6 的 先 验 信息 ， 并 且 因 为 σι 的 信息 
不 会 给 出 乡 和 2 的 信息 ， 则 如 Jeffrey 所 述 ， 使 用 如 下 形式 的 $,6 
和 ca 的 先 验 分 布 是 合理 的 : 


Ῥίφ,θ, σὰ) œ (90) ca 
于 是 可 得 后 验 分 布 为 


Pld, 0,02|2) xoz "+ INCG Of (6, 0) exp | -S| (7.4.5 


如 果 我 们 现在 对 (7.4.5) 关于 ca 从 0 到 无 穷 积 分 ， 我 们 就 可 得 到 
参数 $ 和 9 精确 的 联合 后 验 分 布 : 


p(,9|z)  |E(¢,8)|*!? f(b, 0){S(b, 0)}-”/? (7.4.6) 
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7.4.3 自 回 归 过 程 


车 a 适合 于 一 个 (p, d,0) 过 程 ， 则 wi = Vin BAF p 阶 纯 

自 回归 过 程 。 在 附录 A7.4 中 指出 ， 在 任何 情形 下 ， 6) 和 

{(Φ) 都 被 S(O) 中 的 项 所 控制 ,实质 上 被 消去 了 。 这 样 就 得 出 了 

非常 简单 的 结果 : 在 给 定 假 设 之 下 ，w 的 AR(p) 过 程 其 参数 ϕ 
具有 后 验 分 布 为 

p($lz) ο  {5(9Φ)} (7.4.7) 


由 此 绪论 可 知 ， 当 先 验 信息 一 无 所 知 时 ， 平 方 和 的 等 值 线 ( 它 近 
似 于 似 然 函数 等 值 线 ) 就 是 后 验 概率 的 等 值 线 。 

自 回 归 参 数 的 联 食 分 布 ”在 附录 A7.4 中 已 证 明 : 对 于 纯 自 
回归 过 程 ， 使 5($) = Do, 极 小 化 的 4 的 最 小 二 乘 估计 为 


¢=D;'d (7.4.8). 
这 里 ， 
Πιο D22 D23 Dz, p41 
1 Dis D23 D33 D3 p+1 
$=|... | d= p= . 
> = . . ses 。 
Di, p+ D2 p+1 D3pi1 … Doti, p+ 
Dı : -d 
ΡΞ]... .... ... (7.4.9) 
-d : D, 
及 


Dij = Dj; = Wij + Wig Djyr + + npin (7.4.10) 


于 是 有 
5() = vs? + ($ - Φ) Ὀρ(ϕ -- ϕ) (7.4.11) 
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这 里 


2 = 59) , v=n-—p (7.4.12) 
及 
S(¢) = $.D$, = Dy 一 $ Did = Du -ᾱὉς ἆ (7.4.13) 
因此 我 们 可 以 写成 
ἂν 3 —n/2 
Ρ(ΦΙ2) ος [ + e ADe a (7.4.14) 
等 价 地 有 
1 th. 2 2 --τι/2 
ρίφ]5) x | 12E: D Suli- OG; - (7.4.15) 
ys 
其 中 


3°5(¢) 


Ce ee 
------ 


ij 一 2D; } 
” 86:84; that! 


于 是 得 到 自 回归 参数 的 后 验 概率 , 它 是 (A7.1.13) SEL t, 
自由 度 为 =n 一 p. 

具体 地 ,对 p = 1 的 特例 ，($ 一 各 /ss 恰好 是 自由 度 为 n 一 1 
的 学 生 分 布 ， 利 用 上 面 出 的 一 般 结果 ，$ 和 35 给 出 为 


/2 
~ Dag | 1 Du ( D?, ) , 
= mma Ss a Ir -r ων 1 — 7.4.16 
4 Dae Φ (n — 1) Doo D1 D22 ( ) 


对 于 大 样本 情形 ， 量 sz 趋 于 [(1 一 卢 )/n]1/2, 且 在 抽样 理论 框 
架 中 等 同 于 $ 的 大 样本 “标准 差 ”。 但 是 在 Bayes 框架 中 使 用 该 
式 及 类 似 的 表达 式 时 ， 应 该 记 住 参数 (此 例 中 是 $) 是 随机 变量 . 
象 $ 和 ss 这 样 的 量 是 已 发 生 数 据 的 函数 ， 它 们 是 固定 不 变 的 。 
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正 态 近 似 “对 于 样本 量 n> 50 这 通常 是 我 们 感 兴 趋 的 情 
形 ， 用 正太 分布 类 近似 上 分布 是 充分 的 。 因 此 ， 4 非常 接近 于 
变量 的 联合 正 态 分 布 N$, Dz's2), 其 均值 为 $, 方差 和 协 方差 阵 
为 站 s2 

最 高 概率 密度 的 Bayes 区 域 ”让 我 们 来 总 结 一 下 ， 有 关 各 种 
$ 的 值 后 验 分 布 到 底 告诉 我 们 什么 信息 ， 为 此 ， 指 出 所 谓 的 高 概 
率 密度 区 域 是 很 有 用 的 , 它 也 简称 [61] 为 HPD 区 域 . 一 个 Bayes 
的 1 一 ce 区域 有 如 下 性 质 : 

1. 任何 区 域内 的 参数 点 比 区 域外 的 点 有 较 高 的 概率 密度 . 

2. 区 域内 后 验 概率 总 量 为 1 一 e . 

由 于 具有 多 维 t 分 布 ， 所 以 由 (A7.1.4) 的 结果 得 到 


Pr{(¢ — $)'D,(¢ — $) < ps? F.(p,v)} -- 1--ε (7.4.17) 
EENT 6 精确 的 HPD 区域. ME, XF v =n- p > 100, 
pF.(p,v) ~ χείρ) 
另外 ， 
($ — 6) Ρ/(ϕ -- $) = : >》 Sildi- φι)(Φ; — $5) 
tJ 
因此 ， (7.4.17) 定义 的 HPD 区 域 使 得 近似 有 


》 Sis (bi — fihi — $3) < 282x2(p) (7.4.18) 
i,j 


若 我 们 令 52 = ο, 它 等 同 于 (7.1.26) 所 定义 的 置信 域 . 

尽管 这 些 近 似 区 域 是 相同 的 ， 但 应 记 住 它们 的 解释 是 不 同 
的 。 从 抽样 理论 的 观点 来 看 ，， 如 果 一 个 置信 域 是 根据 (7.1.26) 
计算 的 ， 那么 对 于 每 一 组 重复 样本 而 言 ,这 些 区 域 将 以 比例 1 一 < 
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包含 真正 的 参数 点 。 从 Bays 观点 来 看 ， 我 们 所 关心 的 只 是 具体 
观测 到 的 单一 样本 z 。 假设 我 们 所 取 的 是 无 信息 的 先 验 分 布 ， 那 
么 ， 当 给 定 后 ， HPD 区 域 中 相应 的 $$ 所 生成 的 概率 分 布 中 密 κ 
度 最 大 的 占 比 例 为 1-e . RAZ, 使 数据 z KEW 6 iF HPD 
区 域内 的 概率 为 1 一。 . 

利用 (7.4.11),(7.4.12) # (7.4.18), 对 于 大 样本 时 ， Bayes HPD 
区 域 是 以 下 面 曲 面 的 等 值 线 作 为 边界 : 


- δῷ = $5(9) [ + κ] (7.4.19) 
它 完全 对 应 于 (7.1.28) 定义 的 置信 区 域 . 
7.4.4 滑动 平均 过 程 


若 z 适合 于 一 个 (0,d,9) 阶 求 和 滑动 平均 过 程 , BA, w= Viz 
便 适合 α 阶 纯 滑 动 平 均 过 程 . 由 于 自 回归 模型 和 滑动 平均 模型 之 
闻 的 估计 结果 ， 特 别 是 信息 阵 存在 对 偶 性 ， 因 此 对 于 滑动 平均 情 
形 得 到 : 在 (7.4.6) 中 的 因子 µ(θ)/1/Σ 和 f(9) 在 任何 情况 下 都 被 
σ(θ) 所 控制 ， 当 大 样本 时 也 可 以 消去 。 对 应 于 (7.4.7), 我 们 求 得 
w 的 MA(q) 过 程 其 参数 b 的 后 验 分 布 为 


Ρ(θ|2) ος [S(@)}~"/? (7.4.20) 


对 于 适度 样本 ， 平 方 和 等 值 线 仍然 基本 上 为 后 验 密 度 的 精确 
等 值 线 。 然 而， 由 于 [αι] 不 是 6 的 线性 函数 ， 故 SO) 不 会 是 6 精 
确 的 二 次 型 。 尽管 对 大 样本 情形 ， 在 相关 的 区 域内 通常 是 接近 二 
次 的 。 这 时 ， 我 们 近似 有 


1 A A 
S(0) = vo? + 5 >》 S(O: — θι)(θ; — 0;) 
ij 


其 中 vs? = $(0),v=n—q. E (7.4.20) 中 替代 5(θ) 并 利用 指数 
近似 ， 我 们 得 到 : | 
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1. 对 于 大 样本 ，6 近似 为 多 维 正 态 分 布 Νίθ,2[6,;}-152}, 

2. ᾳ 代替 pO 代替 ϕ, 由 (7.4.18) 或 (7.4.19) 定义 了 近似 的 
HPD 区 域 . | 

例 : SF ΙΜΑ(Ο1 1) 过 程 参数 入 = 1 一 6 的 后 验 分 布 AT 
说 明 起 见 ， 表 7.13 列 出 了 由 序列 Β 得 到 的 后 验 分 布 密 度 plz) 
的 计算 . 表 中 的 第 二 列 给 出 了 在 长 度 为 h = 0.025 的 入 的 间隔 上 
计算 出 的 纵 坐 标 [S(A)]-"/2 x 1057 。 它们 的 和 E Æ 236,325. 用 
hE 去 除 坐 标 值 ， 我 们 得 出 后 验 概率 密度 函数 . 在 充分 近似 下 , 该 


表 7.13 对 序列 B 的 近似 后 验 密度 z( 和 lz) 的 计算 


入 1057 x{S(A)] 1545 p(Alz) 
1.300 4 0.001 
1.275 .-- 0.006 
1.250 212 0.036 
1.225 1,007 0.171 
1.200 3,597 0.609 
1.175 9, 956 1.685 
1.150 21, 195 3.582 
1.125 34, 762 5.884 
1.100 44,473 7.528 
1.075 44, 988 7.615 
1.050 35, 835 | 6.066 
1.025 22, 563 3.819 
1.000 11,277 1.908 
0.975 4,540 0.769 
0.950 1,457 0.247 
0.925 372 0.062 
0.900 76 0.012 
0.875 | 19 0.002 
0.850 2 0.000 


236, 325 40.000 
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t 


p(rA | z) 


i— » 
图 7.8 序列 B ΕΝ ΑΗ p( 和 |z) 


曲线 下 的 面积 等 于 1?.， 

在 图 7.8 中 夯 出 了 这 一 分 布 。 可 看 出 它 是 近似 正 态 的 ， 众 数 
为 入 = 1.09, 标准 差 约 为 0.05 。 95% 的 Bayes 区 间 近 似 为 0.98 < 
入 < 1.19, 置信 区 间 差 不 多 是 同一 区 间 . 

7.4.5 混合 过 程 

车 z 适合 于 一 个 (p,d,q) 阶 的 ARIMA TH, BA, w= νά; 
适合 ARMA(p,q) 过 程 p(B)wW = 90(B)at .可 以 证 明 ， 对 这 样 一 
个 过 程 (7.4.5) 中 的 因子 |Ι(Φ,Θ)|1 和 f(4$,0) 不 会 完全 抵 销 。 相 
反 ， 根 据 (7.4.5) 我 们 可 以 证 明 

IT($,0)|*/? f (¢, 0) = J($°|¢,0) (7.4.21) 
9 用 近似 的 数值 积分 来 获得 一 条 单位 面积 的 “标准 化 ”曲线 , 如 果 需 要 的 话 ， 

可 以 更 精确 地 进行 ， 使 得 可 以 读 出 具体 的 概率 密度 . 对 于 几乎 所 有 的 实际 应 用 ， 


这 一 修正 并 不 需要 . 计算 并 在 某 个 方便 的 标 度 上 画 出 [S(A)]-" 就 足够 了 ， 这 与 
实际 的 密度 成 比例 . 
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在 (7.4.21) P, ϕ 是 自 回 归 和 滑动 平均 算 子 相 乘 所 得 的 +gq 个 
参数 ， 有 


(1 — 1B — φο Β΄ 一 --- prta Β2 13) 
= (1 — $,B—---— $pBP) x (1 — 01B — --- — 6B?) 
B.J EM o 到 (6,0) 变换 的 Jacobi 行列 式 ， 即 
p($,0|z) x I($", 0)[S(¢,0)]-”/? (7.4.22) 


特别 对 于 ARMA(1,1) $ , df =o + 0,65 =— 90, J=\¢ -- A, 

且 
Ρ(Φ,θ2) ος | — θ[[5(Φ, oy? (7.4.23) 
这 时 ， 可 看 到 在 靠近 直线 φ--0 的 区 域内 ， Jacobi 行列 式 将 起 
主导 作用 ， 并 在 该 直线 上 得 到 零 密度 ， 这 是 合理 的 ， 因 为 平方 和 


S(>,0) 对 于 任何 $=69 取 有 限 值 Le, Rae σι 是 月 噪声 的 可 


能 性 。 然而 在 推导 中 ， 我 们 并 没有 限制 参数 的 区 域 Alt, φ-- 
的 可 能 性 与 (相等 ) 参数 的 无 限制 区 域 相 联系 。 限 制 参数 空间 ， 例 
如 引入 平稳 性 和 可 逆 性 (-1<4g<l-1i<6<1), 其 结果 是 使 密度 
得 到 一 个 较 小 的 正 值 ， 但 是 这 一 修改 看 来 几乎 是 没什么 价值 的 . 

Bayes 分 析 更 加 强 了 在 7.3.5 节 中 给 出 的 观点 : 对 混合 模型 进 
行 参数 估计 时 将 会 遇 到 困难 ， 特 别 是 当 人 参数 近 乎 元 余 而 又 需要 选 
代 求 解 时 ， 更 是 如 此 。 正 如 我 们 已 经 知道 的 ， 使 用 初步 识别 常常 
可 以 确保 避免 这 种 情形 发 生 . 


7 .5 基于 状态 空间 模型 的 似 然 函 孝 


我 们 来 回忆 一 下 在 5.5 节 中 已 经 指出 的 ， ARMA 过 程 的 状 
态 空间 表示 和 Kalman 滤波 方法 对 于 精确 的 有 限 样本 预测 和 精确 
的 似 然 函数 分 析 是 很 有 用 的 。 这 种 方法 已 由 Jones[123],Gardner , 
Harvey 和 Phillips [94] 及 其 它 一 些 人 描述 过 。 现 在 我 们 来 说 明 : 
如 何 利 用 状态 空间 模式 中 的 Kalman YE Hit SH BWR wR 


‘316- 


的 方便 方法 ， 我 们 再 次 设 定 ， 来 自 ARMA(p, q) 模型 的 n 个 给 定 
观测 值 为 w, w, Wn. 

如 5.5 节 所 述 ， 对 于 ARMA(p,¢) 模型 p(B)w = θ(Β)αι, K 
态 空 间 模 型 形式 由 YY = ΦΥ͂, +Y 和 wi = AY, 给 出 ， 其 中 
Y, = (wi, ὤι(1),:::, Ώε(τ-- Ί)};τ = maz(p,q4+1) ,H = (1,0,--- ,0), 


0, 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 ©.. 1 
Pr @r—1 μμ”... φι 


RW=(1,%,--:,%r-1). Kalman 滤波 方程 (5.5.5)-(5.5.8) 给 出 
了 状态 向 量 Y; 的 一 步 外 推 预报 信 为 ys_1 = EY jw, ,wi]， 
以 及 误差 协 方差 阵 Viei = Ε[Τι- ην )(Υε- ην 1. ΚΙ 
地 ， 对 于 ARMA(p,g) 模型 的 状态 空间 形式 ， 对 于 t= 1,2,---,n, 
递 推 方程 为 

Yi = σι ι + Ke(we — Wet-1) (7.5.1). 


其 中 K = γι. ιΗ|Η͂Ν ιν]. 及 Wilt—1 一 HY uy:_1, 且 
Yui= BY Vee = OV ιν +0200 (7.5.3) 


其 中 
Vie = I- KEW e- (7.5.3) 
以 上 对 于 =t=1,2,… ,n. 成 立 。 ΚΠΠῚ, 预报 向 量 的 第 一 分 量 是 
Welt—1 =HÝ e: = E[w,|we_-1, - . , w1], 元 素 συ, 一 HVit_1H’ = 
El(we — Weje-1)?] 是 预报 误差 方差 。 
为 了 用 上 面 的 结果 得 到 个 观测 值 的 向 量 w'= (w, w, wn) 
的 精确 似 然 函 数 ， 我 们 注意 到 w 的 联合 分 布 被 因子 分 解 为 


p(w|¢, 0, σα) 一 Πρίωι]ω ι, vr οτι, φ,θ, σα) (7.5.4) 
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其 中 p(wz|we_1,°°- ,w1,9,9,01) 表示 给 定 wt-1,… ,wi 时 wi 的 条 
件 分 布 . 在 正 态 假定 下 ， 该 条 件 分 布 是 具有 (条 件 ) 均值 好 |t-1 = 
Elw|w 1,:…: , w1] 和 (条 件 ) 方差 συ. -- Ε[(ω; 一 Ὅμε-.ι)΄] 的 正 
态 。 因此，w 的 联合 分 布 可 以 方便 地 表示 为 


-T 2 ，\ 一 1/2 1 (os 一 1 

p(wld, 8, σα) = Treow) exp 275 2 ~on 
(7.5.5) 
XE, MÉ ὧιν 和 σα 很 容易 由 Kalman 滤波 方法 确定 . 着 手 进 


行 Kalman 滤波 所 需 初 值 由 7 EAM ΒΕ Yo 0 =0 和 V = cov[¥o] 
给 出 . Yk 利用 第 5 章 的 关系 式 Wt+j = wl j)+ E Weary j—k 得 出 ， 


Vol 的 元 素 很 容易 确定 为 w: 的 ARMA(P,9) 过 程 的 自 协 方差 和 
Mo, 的 函数 .更 详细 的 内 容 见 [123] . 例如 , Æ w: 的 ARMA(1,1) 
模型 的 情形 ， 我 们 有 Y, = (w, ze(1)), 于 是 


- _ [> y - α]σαηα στη 
Vojo = cov[Yo] = [7 70 ο αὶ = o κ, aziyo t ,| 
通常 ,1 期 预报 值 ὧιμ ι 和 相应 的 误差 方差 o2v: 相当 迅速 地 接 
WT A Kaman 滤波 计算 在 某 些 阶段 (如 在 时 间 to 以 外 ) 可 
转化 为 简单 形式 : Wilt_1 = Sr diwe-1 — Σ1θίαι. ites κ σλυι = 


var[ayj2-1] = 02, 对 于 上 > to,age-1 = we — Wer. 。 细节 可 见 [94]. 


新 息 方 法 ”用 (7.5.5) 形式 所 表示 的 似 然 函 数 通常 称 为 新 息 
形式 ， 量 Ctlt 一 1 一 We 一 tt 一 1 二 1,.…,n 是 (有 限 样 本 ) 新 息 ， 
以 ARMA 过 程 的 状态 空间 模型 表示 和 相关 的 Kalman 滤波 算法 
为 基础 ， 这 种 新 息 形 式 似 然 函数 的 计算 已 由 许多 作者 给 出 ， 他 们 
包括 Gardner,Harvey, 和 Phillips[94], Harvey 和 Phillips[107], 以 及 
Jones[123] ， 似 然 函 数 的 新 息 形 式 也 可 以 不 直接 用 状态 空间 模型 
表 式 得 到 ， 而 是 通过 使 用 “新 息 算法 ”得 到 (lin, WW Ansley[11] 
和 Brockwell 及 Davis[63]) . 这 种 方法 主要 涉及 一 个 导出 的 MA(g) 
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过 程 w, = we — piwi 一 … 一 Φφρυι ρξαι-θιαι ι — +--+ — Agar, 
要 对 该 过 程 的 nxn 带 形 协 方差 阵 做 Cholesky 分 解 . 更 具体 地 ， 
用 附录 A7.3 中 的 记号 , 我 们 将 ARMA 模型 的 关系 式 写 为 Low = 
ρα + Fe,. 于 是 ， 导 出 变量 Loew 相应 问 量 的 协 方差 阵 是 


cov[Lyw] = cov[Lea + Fe,] = o?(LoLg + FOF’) 


这 是 一 个 带 形 阵 . 新 息 算 法 得 到 对 带 形 阵 LoL0' + FOF’ 的 (自由 
平方 根 )Cholesky 分 解 , WA GDG', RE, G 是 对 角 线 元 为 1 的 
下 三 角 带 形 阵 ， D 是 具有 正 对 角 线 元 素 vi,t = 1,:… ,n 的 对 角 
阵 。 因 此 ， 在 似 然 函 数 中 的 二 次 型 为 


w [cov(w)] τω = =u! (L; 'GDG'L} ') w | 


1 ic 
— in—-1, — 
= eP e 一 五 》 


这 里 e = GT Lew = (@1j0,@2)1, °°: On|n—1) 是 新 息 向 量 ， 它 由 
Ge = Lyw EHTS. 

当 序列 αι 的 某 些 值 未 被 观测 到 , 即 在 σι 的 顺序 值 中 存在 丢失 
值 的 情形 , 已 经 证 明 , 有 关 确 定 似 然 函 数 的 “新 息 ” 状 态 空间 方法 
完全 可 以 用 于 这 种 情况 下 ARMA 模型 的 参数 估计 问题 ， 例 如 可 
见 ，Jones[123],Harvey 和 Pierse[108], 以 及 Wincek 和 Reinsel(205] 
由 递 推 方程 (7.5.1)-(7.5.3), 用 Kalman 滤波 方法 计算 的 精确 的 似 
然 函 数 可 通过 数值 最 优化 算法 来 实现 极 大 化 . 这 通常 需要 对 数 似 
然 函数 关于 未 知 参数 某 些 形式 的 一 阶 导数 ， 利 用 数值 导数 来 得 到 
解析 导数 是 更 令 人 满意 的 . 从 (7.5.5) 中 似 然 函数 的 表示 形式 可 以 
看 出 ， 这 涉及 到 对 每 个 t= 1,… ,n 求 一 步 预 报 dye. 和 误差 方 
Æ ov: 的 偏 导数 。 Wincek 和 Reinse{[205] ŽAMET: 如 何 通过 
Kalman 滤波 算法 方程 (更 新 方程 和 预报 方程 (7.5.1) 到 (7.5.3)) 的 
微分 来 获得 Qlt—t = We — Wilt—1 和 συ. = var[azlt—1] 关于 模型 参 
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数 φ,θ 和 σ; 的 精确 导数 。 这样 便 再 次 导出 了 与 似 然 函 数 (7.5.5) 
有 关 的 极 大 似 然 估 计 和 办 代 算 法 的 显 式 表 示 ， 这 与 在 7.2 节 中 曾 详 
细 讨 论 的 非 线性 最 小 二 乘 方法 很 相似 . 
为 了 说 明 似 然 隆 数 计算 的 状态 空间 方法 , 我 们 参考 在 7.1.5 节 
中 的 例子 ， 该 例 中 涉及 来 自 于 一 个 ARMA(1,1) 模型 的 n=12 个 
数值 , 通过 此 例 来 说 明 Kalman 滤波 计算 的 结果 , 与 前 面 一 样 , 仍 
取 参 数值 o = 0.3,6 = 0.7 . 首先 ， 由 于 对 于 ARMA(1,1) 模型 有 ， 
oa Yo = (1+ 6? — 298)/(1 — $7), σαι = (1 — φθ)(ϕ — θ)(1 — 47), 
σα to- 1Ξ(Φ-- 8)?/(1— 8), 于 是 我 们 有 
1.176 ”一 0.347 
Voo = σα Bee 0.176 
另外 ,. 在 此 例 中 ， (7.5.1) 式 中 的 Kalman 增益 矩阵 Κι 形式 为 
Κι = (1, koe)’, 这 里 ku 等 于 矩阵 ην 中 (2,1) 位 置 上 的 元 素 
与 (1,1) RSH. 通过 相应 于 (7.5.1) 到 (7.5.3) 的 递 推算 式 ， 
我 们 求 出 了 Qtlt—1 = We 一 Wet-1, Vt = oa var[atlt—1), 和 ko: 的 终 
值 ， 有 关 值 列 在 表 7.14 中 . 与 表 7.4 中 的 [αι] 值 相 比较 ， 我 们 特 
MER, αι 和 vi 基本 上 从 上 = 7 之 后 达到 了 稳 态 形式 ， 因 
为 在 此 时 刻 之 后 yea 满足 αι ι = we — 0.δως ι + 0.7at-1|t 一 2， 
并 有 ve = 1.00, 从 而 oye ASR 7.4 中 的 [αι] 值 一 致 。 同 样 
Hb, im K: 大 约 从 上 = 7 之 后 接近 于 稳 态 值 = (1,41), 这 里 
φι = 6-0 = -04, 这 意味 着 (7.5.1) 中 的 方程 退化 为 稳 态 形式 
Weje-1 = 0.3wt-1 -0.Ται ια. BH, 我 们 求 出 用 Kalman 滤波 
算法 得 到 的 精确 平方 和 值 为 5(0.3,0.7) = 蓉 o3，,/ve = 89.158, 这 
与 在 7.1.5 节 中 用 不 同方 法 求 得 的 结果 一 样 同时 得 到 行列 式 什 
Πο, = [ΜΗ] = 1.345, 这 与 由 下 面 关系 式 
1 -- 6°" ($ -- 0)? 
1-62 1 一 l=- 
所 求 得 的 值 一 样 。 该 式 在 附录 A7.3 中 用 另 一 种 方法 导出 . 


ο 11 


- 320. 


表 7.14 ”对 于 由 模型 (1-0.3B)we=(1-0.7B)at 产生 的 12 个 什 
用 Kalman 滤波 的 递 推 计 算 


t Qtlt 一 1 Ut kat t Glt—1 vt kat 

1 1.10 1.18 —0.30 7 2.65 1.00 -0.40 
2 4.62 1.07 —0.35 8 -0.14 1.00 —0.40 
3 4.73 1.03 —0.38 9 0.17 1.00 —0.40 
4 1.60 1.02 —0.39 10 —0.09 1.00 -ο 40 
5 2.91 1.01 —0.39 11 0.83 1.00 —0.40 
6 4.74 1.00 —0.40 12 2.34 1.00 —0.40 


A 7.1 正 态 分 布 理 论 的 回顾 
A7.1.1 正定 二 次 型 的 分 块 
考虑 正定 二 次 型 Q = 2D le, RU pxl 向 量 z 在 第 pi 个 


元 素 之 后 分 块 ， 即 α΄ = (x) :25) = (σι, £2, Zp Lp 1) Lp); 
并 假设 p xp 和 矩阵 EEEE pi 行 和 第 pz 列 后 分 块 ， 于 是 


那么 ， 由 于 


ασ le = (x| : αὐ) 


I : Pp | | Στ: 0 I : O | fa 

Χ CE ὁ ο το .5..5.»5» | Ų Fha 4.5» 5 5 ο 8 « .«5.-«.-«" {| «544 4 ἡ ντος 
: : 1 σα: 1 -ι pel: 252 

0 : 1 0 : (522 -P21 £12) -£b : I 


Qp =2'te 总 可 以 写成 两 个 二 次 型 Qn AQ, ZA, 它们 分 别 包 
A pi 和 pz 个 元 素 ， 并 有 
Qp 一 Ωρ, + Ono 
Ωρ, 一 adi zl 
Ορ. = (22 一 2122il 11) (£22 一 Dib]: D12) (22 一 Σ1οΣ11 31) 
l (A7.1.1) 
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我 们 也 可 以 将 的 行列 式 写 为 


IE] = | 了 all222 — 212877 Σιο| (A7.1.2) 


A7.1.2 两 个 有 用 的 积分 


设 σος 是 z 的 一 个 正定 二 次 型 ， z 有 9 个 元 素 ， 即 z = 
(21, za Za), 其 中 —co < 去 < 二 oo 一 12 ο, BH a,b Am 
是 正 实数 。 则 可 证 明 有 


ασε ης ΟΕ) (αγ. 
/ (a+ b ) dz = a™/21C)1/2T|(m + ϱ)/2] (A7.1.3) 


这 里 9 重 积分 扩展 到 z 的 全 空间 RE, ΒΒ 


fesson,(l + 2'C2/m)—(™0/? dz oo 
二 -一 > 一 一 一 一 一 F dF (ΑΤ.1.4 
[π{1 + 2'C2/m)-(™+9)/2dz [ i p(F\q,m)dF ( ) 


其 中 函数 p(Fla m) 称 为 具有 自由 度 gq 和 m 4 ot, HELA 
_ (g/m)/2T[(m + 4) /2] τις ο q .\-(m+ta)/2 
Ρ(Ε]ᾳ, m) Tr E )/2 (1+ Ξε) 
(F > 0) (A7.1.5) 


车 m BFF, Wi 


~(m+q)/2 
m 


记 gqF = χ᾽, 我们 由 (A7.1.4) 得 到 


jcz>xz e- Cz)/2dz -Γ 


Te Oda - p(x? |q)dx? (A7.1.6) 


χο 
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x, KA p(x?lg) 称 为 自由 度 为 gq 的 x? 分 布 ， 它 定义 为 


p(X?|g) = 一 一 CC (2 > 0) (ΑΤ17) 


2-/2Γ{α/2 
这 里 及 别处 都 用 p(z) 作为 一 般 记 号 来 表示 一 个 随机 变量 α 的 概 
率 密度 函数 . | 
A7.1.3 JESS 
若 随机 变量 z 的 概率 密度 为 


p(x) = (π)1/2(σ2)- 1/2ε” (5 μ) /20° (A7.1.8) 


则 称 该 随机 变量 为 具有 均值 x 、 方 差 o 的 正 态 分 布 ， 或 称 其 分 
布 为 Νίμ,σ;). 因此 ， 单 位 正 态 偏差 u = (z - μ)/σ RADA 
N(0,1) . 在 第 五 部 分 的 表 忆 给 出 了 纵 坐 标 p(w = u) AA ue, 对 
于 给 定 e ,它们 满足 Pr{u>ujp=e. 


多 维 正 态 分 布 “向量 随机 变量 2! = (tiza,… ,zz) 称 为 具有 
» 变量 的 联合 正 态 分 布 Νίμ.Σ], 若 它 的 概率 密度 函数 为 


p(z) = (27) 5/2/Σ/ -1/2e 5 ΣΣ Η)/ (A7.1.9) 


概率 密度 等 值 线 是 由 (α- μ)Σ '(z 一 p) 等 于 常数 所 定义 的 椭圆. 
作为 例子 ， 图 A7.1 中 给 出 了 两 变量 正 态 分 布 的 椭圆 等 值 线 。 在 
点 2 = 上 处， 多 维 分 布 具有 最 大 的 密度 值 

max p(x) = p(s) = (27)? |E"? 
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二 维 分 布 p(z, ,zx,) 的 等 值 线 


z ——> 


图 A7.1 二 维 分 布 的 等 值 线 ， 同 时 给 出 边际 分 布 p(zt) 和 在 
Zi 一 zlio 处 的 条 件 分 布 p(zzlrio) 


”分布 是 作为 多 维 正 态 密度 等 值 线 以 外 的 概率 总 和 ， 对 于 
p- 变量 正 态 分 布 (A7.1.9), 其 密度 等 值 线 定义 为 


(z — μ)'Σ-'(α -- u) = χὸ 
”在 该 等 值 线 以 外 的 概率 总 和 定义 为 下 面 的 p 自由 度 的 x? 积分 : 


/ , p(x? |p)dx? 
Xo 


其 中 x? 的 密度 函数 定义 如 (A7.1.7) . 在 第 五 部 分 的 表 F 中 x2(p) 
的 值 ， 对 于 任意 给 定 的 < 有 Pr{x? > x2(p)} =e. 


多 维 正 态 的 边际 分 布 和 条 件 分 布 设 p = pi+ pz 变量 的 随 
ALI BER pi 个 元 素 之 后 被 分 块 ， 即 


α = (2) : 22) = (1, 22,°-- fp, : 2Zp1 » Lp, +p.) 
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其 方差 - 协 方差 阵 为 


L= 


Du ”| 


于 是 由 (A7.1.2) 和 (A7.1.2) 我 们 可 以 把 p = pi 十 pz 变量 的 多 维 正 
BASRA αι 的 边际 分 布 与 给 定 αι 时 zz HAAR, 
即 
p(z) = ρίαι, %2) = P(Z1)P(Z2|z1) 

= (27) -P:/? |R| 1/2 exp |- (zı 一 μπε, =) 

x (2m) ~??/?|Sto0 11 [71/2 exp |- (z2 - μαι) Faa (e2 一 #21) 


(A7.1.10) 
其 中 
Σ02.11 = P22 — ΣΣ Lie (A7.1.11) 
H µοι = p2 + Bo.1(@1 — μι) = Εἰσο|ει] 定义 了 在 (ρι + pe) 空间 中 
的 回归 超 平面 ， 它 刻画 了 当 zi 的 pi 个 元 素 变 化 时 ， zz po 个 
元 素 的 平均 轨迹 。 回归 系数 的 pl x pa PER b21 = ΣΣ 38Η. 
由 此 可 知 ， 多 维 正 态 的 边际 分 布 和 条 件 分 布 都 是 多 维 正 态 分 
布 。 可 以 看 出 ， 对 于 多 维 正 态 来 说 ， 除 了 其 位 置 ( 即 均值 ) 以 外 ， 
不 管 zl 是 什么 值 ， 条 件 分 布 p(z2|z1) 都 是 相同 的 。 


单 变量 边际 分 布 ” 特 别 地 ， 对 于 单个 元 素 zxi(i = 1,2,- ,p) 
的 边际 密度 就 是 NN(j;,o2), 这 是 一 个 单 变量 正 态 分 布 ， 其 均值 等 
于 A 的 第 1 元素， 方差 是 了 的 第 i 个 对 角 线 元 素 . 


ΞΕ ATHER, W A71 给 出 了 一 个 二 维 正 态 的 
边际 分 布 和 条 件 分 布 .在 此 例 中 ，zi 的 边际 分 布 是 Νίμι, σῖ), 而 
给 定 αι 时 z2 的 条 件 分 布 为 


σ 
Ν {Ha + p22 (a1 ~ pa), 0%(1 - py} 


- 325 - 


其 中 p= (01/02) Bo. 是 z1 和 zo 之 间 的 相关 系数 . 
A7.1.4 学 生 t 一 分布 
车 随机 变量 z 的 分 布 密度 为 
p(z) 一 (2m)-172(s2)-172 (“yr ( t *) 


2 
_ 2 —(v+1)/2 
ΠΟΙ 


(A7.1.12) 


则 称 其 为 具有 标 度 的 上 分 布 t(u, s?,v), 其 中 为 均值 ，s 是 标 度 
BH, ν 是 自由 度 . 

因此 , 将 上 标准 化 的 偏离 上 = (z-A)/s 具有 分 布 t(0,1,v) .在 第 
五 部 分 的 表 G 中 给 出 了 te 的 值 , 对 于 选 定 值 es 有 Prft > te} = e， 


趋 近 于 正 态 ”对 于 很 大 的 >, FERR 
p\—1/2 2 十 1 [V 
(5) τ( ; )r (3) 
趋 于 1, 而 (A7.1.12) 右边 的 方 括号 项 趋 于 εἰ 1/297 e-w)” .于 是 ， 


对 于 大 的 v 值 ， 我 们 可 记 s2 = o?, 因此 ， + 分 布 趋 于 正 态 分 布 
(A7.1.8) . 


Beet aw wy 为 一 px1 向 量 (j,p2,… ,1p),S 是 pxp 
正定 阵 。 若 向量 随机 变量 z 的 分 布 密度 为 
—p/2 ν 
ο. 
| ~(v-+p)/2 (A7.1.13) 


X + (= aS" e 


则 称 z 为 具有 标量 t 分 布 t(j,S,v)( 如 [73],[86| 所 述 ) , HP, p 
为 均值 ， 8 ERRER, v 为 自由 度 .多维 t 分 布 的 等 值 线 是 
(z — μ)γ8-'(α — μ)-- 常数 所 定义 的 椭圆 . | 
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趋 近 于 多 维 正 态 形式 ”对 于 很 大 的 v, FERR 
Qnr (Pre 


趋 于 1, 而 (A7.1.13) 右边 的 方 括号 项 趋 于 εἰ μμ, F 
是 ， 对 于 大 的 v 值 ， 我 们 可 记 S =E, 因此， 多 维 上 分 布 趋 于 多 维 
正 态 分 布 (A7.1.9) . 


F 分 布 作为 多 维 上 分 布 密度 等 值 线 以 外 的 概率 总 和 由 (A7.1.4)， 
p 维 上 218 te, S, ν) 的 密度 等 值 线 定义 为 


(z — μ)/δ--(α — p) = pFo 


在 该 等 值 线 以 外 的 概率 总 和 由 下 面具 有 自由 度 p 和 z PF RS 
给 出 [5 p(Flp,v)dF RE, 关于 下 的 密度 函数 由 (A7.1.5) EX. 
对 于 大 的 v,Pr{F > F.(p,v)} = Pr{x? > x2(p)}, HF pF =x’. 
因此 ， 可 以 料想 ， 当 vw 很 大 时 ， 多 维 上 分 布 密度 等 值 线 以 外 的 总 
和 等 于 多 维 t 分 布 所 通 近 的 多 维 正 态 分 布 相应 密度 等 值 线 以 外 的 
AM. 


Wit ath Bp=pitpe fA α, 其 分 布 如 方程 (A7.1.13) 
给 出 ,将 z 从 第 pi 元 素 后 分 块 ， 即 z' = (αι : αὐ), BA, WS 作 
类 似 分 块 ， 我 们 得 到 


S22.11 = $22 一 $5.87) S12 
μοι = fo + Boi (ai — μι) βοι = Sisir 
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那么 有 
p(z e2)=(2e)~ σι +P2)/218,,|— 1S2231| 一 性 ) Εμμ. 


ΧΤ(ΕΡΩΓΓ!(8) 


x [2+ (erway yy δα” ων) 


+ (ου -μ] 1) ST, (2 -- μα 1) | ~ (tpi +p2)/2 


v 


现在 利用 先前 的 结果 (A7.1.3), 有 
(zl --μι) δι (Z1 - μι) 
Vy 
b= vm =y + P1,4 = p2,C 一 Sou 我 们 得 到 
一 P1/ 
ples) = (20) Sa e (Z) p (2 SPL) p (2) 


-- --(νἠ-ρι)/2 
x [ 十 (σι μι) δΗ (a1 =v] (ta) 
Vv 


a 二 1 十 


(ΑΤ.1.14) 
因此 ， 若 一 个 > 维 向 量 z 具有 等 式 (A7.1.13) 的 多 维 t 分 布 ， 则 
任意 pi 个 变量 zl 的 分 布 是 p- 变量 t 分 布 tm, Siv). 

单 变量 t 分布 ”特别 地 ， 仅 一 个 元 素 zi(i = 1,2,… ,p) 的 边 
际 分 布 为 t(ji,sii,v), 这 是 一 个 一 元 tt 分布， 均值 为 μ 的 第 i 个 
元 素 ， 标 度 因 子 等 于 5 第 i 个 对 角 线 元 素 的 正平 方 根 ， 自 由 度 为 


条 件 t 分布 条 件 分 布 p(x22|z1) 可 由 联合 分 布 plz, 22) 与 边 
际 分 布 pla) 之 比 得 到 ， 于 是 


ptz2z|Z10) = pna) 
经 分 解 后 ， 我 们 有 
Ρ(252|510) 
二 常数 {1 + (en "μι [Μιλάμε pd) ην 
V + pi 


(A7.1.15) 
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其 中 c(z10)( 对 于 给 定 £10) 由 下 式 给 出 


V + pi 


CiT 一 一 
(10) y+ (219 — μι) ST, (£10 — μι) 


(A7.1.16) 


因此 ， 对 于 给 定 的 αι = πιο ο 的 分 布 是 多 维 上 分 布 
ἑ{μο + B2.1(£10 - µι),ο (£10)S22.11, V + Pi} 
这 里 B22.11 = 51.87) 


二 维 t 分 布 ”如 前 所 述 ， 通 过 研究 二 维 分 布 tj,S,v) 可 以 得 
出 对 于 一 般 多 维 情形 的 一 些 了 解 。 其 图 形 显示 类 似 于 图 A7.1, 看 
上 去 和 二 维 正 态 很 相 象 .然而 相应 边际 分 布 是 具有 自由 度 v 的 单 
变量 上 分布 ， 而 条 件 分 布 却 是 自由 度 为 v 十 1 的 七 分 布 。 而 且 ， 
条 件 分 布 比 如 p(x2|z10) 的 标 度 因 子 将 依赖 于 zio, 这 与 正 态 情形 
是 不 同 的 ， 正 态 的 条 件 分 布 具 有 与 zlo 无 关 的 相同 的 方差 . 


A 7 .2 线性 最 小 二 乘 原理 的 回顾 
A7.2.1 正规 方程 
假设 模型 为 
ii 一 Dizil 十 poziz 十 .十 Br 这 十 ei (A7.2.1) 
这 里 wi(i = 1,2,… ,n) 是 从 某 个 实验 得 到 的 观测 值 ， 其 中 独立 变 
Εξ tati, o ,zik 取 确 定 的 已 知 量 ， Bi; 是 有 待 于 从 数据 估计 的 


未 知 参 数 ，ei 是 不 相关 误差 ， 其 均值 为 0, 且 具 有 相同 方差 o2 . 
关系 式 (A7.21) 可 以 改写 成 矩阵 表示 


Wy Til 31 *'* Lik βι cl 

W2 £21 T22 ‘*' Lok βο €2 
LJ = . . . + + 

Wn Eni Tn2 “re Tnk Bn En 
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或 
w = Χβ--ε (A7.2.2) 


这 里 XX 被 假定 为 是 大 满 秩 . 在 [23] 中 叙述 的 Gauss 最 小 二 乘 原 
理 可 表述 如 下 : 参数 β KITA β = (δι, bo,--- βὲ) 对 于 观测 值 
是 线性 的 且 关 于 B 是 无 偏 的 , 它 在 所 有 这 样 的 函数 中 使 得 参数 的 
线性 函数 和 A1B1 十 和 2B2 十 … 十 和 kBk 的 均 方 误 差 最 小 ， 它 是 通过 极 
小 化 如 下 平方 和 求 得 : 
S(B)=e'e= (w — XP’ (w — XB) (A7.2.3) 
为 了 得 到 5S(B) 的 最 小 值 , 我们 注意 到 向 量 w- Χβ 可 以 分 解 
为 两 个 向 量 w 一 XB A XB- Ê), B 
υ-Χβ-ω-Χβ-Χί(β--β) (A7.2.4) 
因此 得 出 ， 若 我 们 选 定 β 使 得 
(X'X)B = X'w (A7.2.5) 
则 有 
S(B) = 5(β) + (6 - β)Χ’Χ(β -- P) (A7.2.6) 
TEHE w- XB M Χ(β- β) 是 正 交 的 .由 于 (A726) 中 的 第 


二 项 是 一 个 正定 二 次 型 ， 所 以 当 B = β 时 可 求 得 最 小 值 ， 这 里 
B = (X'X)-X'w 由 正规 方程 (A7.2.5) 给 出 。 


A7.2.2 残 差 方差 的 估计 
利用 (A7.2.3) 和 (A7.2.5), 在 最 小 值 处 的 平方 和 为 
S(B) = w'w — B X' XÊ (A7.2.7) 


从 而 ， 若 我 们 定义 


a. SÊ) 
n—k 


(A7.2.8) 
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则 可 以 证 明 [158]: Els?] = σΣ, Witt, ?给 出 了 o 的 一 个 无 偏 佑 
it. | 


A7.2.3 估计 值 的 协 方差 阵 
由 于 εον]ω,τω] = 102, 估计 值 的 协 方差 阵 可 定义 为 
V (Ê) = εον[β,β] 
= cov[(X'X) IXw,wX(XX) ') (A7.2.9) 
-- (Χ’Χ) 10? 
A7.2.4 置信 域 


在 正 态 假设 下 [158],(A7.2.6) 中 的 二 次 型 S(B) M (B—B)X'X (B- 
β) Baw), RAB HEA n-k Mk i σ’ x? 随机 变 
量 的 分 布 。 因 此 ， 


(6 — B)X'X(B - B) n-k 
S(B) k 
分 布 为 『(k,n 一 k) 。 利 用 (47.2.8) 可 得 到 
(B — B)X'X(B — B) < ks? F.(k,n— k) (A7.2.10) 
定义 了 B 的 1 一 e 置信 域 . 
A7.2.5 相关 误差 


假设 (ΑΤ.2.2) 中 的 误差 e 有 已 知 的 方差 阵 Y, 这 里 VO = 
PP'/o? ΠΗ (7.2.2) 可 以 写 为 


P'w = P'XB+ P'e 


w* = X*B+e* (A7.2.11) 
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ε’ = P'e 的 协 方差 阵 是 
cov[P’e,e’P] = PVP = Ισ) 


因此 我 们 可 以 对 变换 后 的 模型 (A7.2.11) $ V = Io? 应 用 一 般 最 
小 二 乘 原理 。 在 这 里 ， ww 由 w* = Pw RE, ΧΗΙΧ’-Ρ/Χ 
RE, | 


Α1.3 次 动 平均 和 混合 过 程 的 精确 似 然 函 数 


为 了 对 MA(q) 模型 求 得 所 需要 的 似 然 函 数 , 我 们 必须 对 w = 
(w1, We, το” ) Wn) 推导 概率 密度 函数 ， 假设 该 序列 是 由 下 面 的 q BT 
滑动 平均 模型 产生 : 


We = Gt 一 θιας 1 一 θοαι. 2 — t.. — θᾳαι- ᾳ (A7.3.1) 


HP 多: = ωι- pu, p= Elw]. Ea Ἀπὸ, Mill ὦ ΙΓ 
布 的 假设 下 ， 联 合 密度 可 以 写 为 


w= 


ot (0,4) ~ 
ρίω]θ,σ., μ) = (2702)|M 0 17? exp aad (A7.3.2) 


这 里 ，(M 名 2)-1c2 记 ARMA(p,q) IH w 的 nxn 协 方差 阵 . 
我 们 现在 考虑 一 种 计算 MOS 的 方便 方法 ， 为 简便 起 见 ， 我 
们 假设 μξο, 于 是 u = w. 

由 模型 (A7.3.1) 我 们 可 以 写 出 n 个 方程 


2 一 和 一 0ai ι 一 加 ai-2 一 …… 一 qat—q (t =1,2,--- , 7) 


这 n 个 方程 可 以 用 n HE je ΒΕ w = (w1, We, τον , Wy) ,@' = (a1, @2,- ἡ 
απ), 及 q 维 初 值 向 量 a, = (αι. ᾳ;α2.ᾳ,--- ,ao) 用 矩阵 形式 表示 为 
w = Loga + Fa, | 
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这 里 Ze 是 主 对 角 线 元 素 为 1 的 nxn 下 三 角 阵 ， 第 一 次 角 线 为 
-θι, 第 二 次 角 线 为 -92, 如 此 等 等 ， 当 i > gq 时 有 08:=0。 进而 ， 
Fienxq, € F=(B,0), 这 里 Bo Æ gx EHSF 


0, Or --: ϐι 
0 0, ::: @ 
Βα -- . > 2. @ ee s . +. 
ο 0 ... 6, 


现在 ， (a',a,) Pn+q 个 元 素 的 联合 分 布 为 
ρίανα-|σι) = (2n02)-+#/* exp |- (a'a + aan) 


我 们 注意 到 ， 从 (a,a:) 到 (ω,α.) 的 变换 是 单位 Jacobi 型 且 a = 
15 (ω-- Fa,), w = Ώρα + Fa, Fla, 的 联合 分 布 是 


Ρίω,α.|θ,σ.) = (2πσ) ("9/2 exp |- τπτ δίθ,α.)] 
这 里 
S(0,a.) = (w — Ρα.) Ly lL (w — Fa,) + ala, (A7.3.3) 
MER â, 是 使 达 5ίθ,α,) RAMANA, A-MHR)O RAH 
可 以 证 明 有 â, = Ό ΤΕΙ 1 L51w, Hep D =1,4+F'L, ΡΕ. 
因此 利用 (A7.2.6) 的 结果 ， 我 们 有 
δ(θ,α.) = S(0) + (a, — &,)/D(a, — ἃ.) 

其 中 

5() = S(0,6,) = (w Fâ, Y 1, Πρ (w — Fa,) + âlâ, (A7.3.4) 
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是 观测 值 而 不 是 初始 值 a ΗΡΑ, TÆ 


p(w,a,|@, σα) 


= (πσ3) ("+9)/2 exp {-πα [S(0) + (a. -- 4.)’D(a, — a.))} 


ρίω,α.|θ,σα) = p(wl8, o,)pla.|w, 0, σα) 
因此 ， 与 (A7.1.10) 类 似 ， 有 
πία.|ω,θ,σα) = (2πσ2) 2101/32 
i | 
x exp πας. --ᾱ-) D(a. 一 é.)| 
206 (Α7.3.5) 
ρίω]θ, σα) = (2702) 2Η] 1/2 exp -总 sj 
Ἴσα (A7.3.6) 
现在 我 们 可 以 推导 出 以 下 结果 : | 
1. 由 (Α7.9.5) 我 们 看 到 ， â, 是 在 给 定 w HO WH a, 的 条 件 
期 望 。 因 此 ， 利 用 在 7.1.4 节 中 引入 的 记号 ， 我 们 得 到 


â. = (a, |w, 6] = [αι] 


这 是 [a] = Lo (ω-- Εἶα.]) 是 给 定 z 和 ww 时 a 的 条 件 期 望 ， 利 用 
(A7.3.4) 有 


S(8) = [α][α] + [α.]]α.] = X. [αι]7 (A7.3.7) 
---]--η ΠΠ 
为 了 计算 5(θ), BG [αι] = [αι]ω,θὶ 可 以 利用 估计 值 [as] = (αι. ο], 
[aaa], -+ , [ao]), 使 用 和 前 面 一 样 的 对 初 值 反 向 预报 的 方法 得 出 ， 
并 且 从 关系 式 Loa = w — ΕἾαι), 可 以 由 弟 推 计算 而 获得 [αἱ 的 元 
素 [αι], [αὐ]»--- ; [απ] 为 
[αι] = w; + θι[αι. τι] Fee θιίαι. αἱ (t= 1,2,--- ,n) 
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我 们 注意 到 ， 若 在 (A7.3.4) PAA ᾱ, 的 表达 式 ， 则 经 整理 得 到 
S(0) = w Ly Un — L7 'FD'F'L7')Lz'w = αἲ αἲ -- ἃ’ Dâ, 
这 里 αὐ = Lhw 表示 向 量 , 其 元 素 αὐ 可 由 四 --ω, Εθιαϑ ;十 .二 
0sat_o,t = 1,2,- ,n 递 推 计算 ， 且 设 初 值 a STO. 因此 ， 上 
面 的 第 一 项 $.(6) = aa? = È (ap)? 是 如 7.1.2 节 所 讨论 的 给 出 

2. ΒΗ. 我 们 得 到 

MOD = To (In — Ly ΕΡ ΙΡ Ες ')L;' 
E S0) = w'MO%w | 而 且 通 过 比较 (A7.3.6) 和 (A7.3.2) 我 们 有 
μι Μο) 
”3. 反 同 预报 â., = ία. Ha, = Ό F'u 进行 计算 是 最 方便 的 
了 (例如 ， 通 过 解 Dâ, = F'w), XE, u= Ly 1Ly1w = Ly 1a = 
(ui, U2, Un) ο 注意 ， u 的 元 素 Ut 是 通过 如 下 反 向 递 推 计算 
的 : 
Wt =a? + Opty tee + OgUt+,¢ 

HEA t =n 到 t= 1, HANTER ung = = Ung, =O, 
ERP af 记 零 初始 值 a, = 0 条 件 下 αι 的 估计 值 ， 另 外 ， 向 量 
h = F'u Hick hj = = 370g jit j 二 1,.… ,4 AM. 

4. 最 后 ， 利 用 (A7.3.6), 非 条 件 似 然 函数 由 下 式 精 确 地 给 出 


D2 
Ca t=1—~¢ 


L(9,0,|w) = (σ1)-2|.|-1/2 exp {sy [ai]? | (A7.3.8) 
例如 ， 在 MA(9) HRB, AF = -(6,0,---,0) 为 n 维 向 量 , 
了 6 使 得 L,' 的 第 一 列 等 于 (1,9, 63, το” ,0"—*), 从 而 

， 1-- θ2{τ1-1) 

D= 14+ F'L, 'L;'F = 1 -- 62 -- 644+...+497" = ΙΤ τς 
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另外 ， 条 件 值 a9 由 αὖ = wi 十 9a9_1,t = 1,2,---,n 递 推 计算 求 
得 , WAIE al = 0, 而 向 量 w = Lg la0 由 反 向 递 推 wt = αὐ + Ours 
从 t=n 到 t= 1 计算， MHA un = 0 。 于 是 有 
”Wo(1— θ2) 

1 — 02(n+1) 
这 里 up = abg + Ou, = bui, 于 是 得 到 精确 似 然 函数 


a. 一 [ao] 一 --Ρ-}θαι = -Ὁ tuo = 


2\1/2 n 
L(9, σα[ω) = oD On exp (- 去 S [ee]? 
(47.3.9) 
推广 到 目 回 归 和 混 含 过 程 上 面 所 概括 的 方法 可 以 很 容易 地 
推广 到 对 于 混合 模型 到 出 非 条 件 似 然 函数 ， 一 般 混 合 模型 为 
ϕ(Β)ῶ, --θ(Β)αι Ἢ (A7.3.10) 
这 里 ， wi = Viz 定义 了 一 般 的 ARIMA 过 程 。 详细 的 推导 已 由 
Newbold[149] 和 Ljung 和 Box[139 给 出 ， 而 另 一 种 求 精确 似 然 函 
数 的 方法 用 到 带 形 协 方差 阵 的 Cholesky 分 解 ， 这 是 由 Ansley[11] 
给 出 的 。 首先 假设 过 程 具有 零 均 值 ， 与 前 文 类 似 ，ARMA 模型 
的 关系 可 以 写成 矩阵 形式 : 
Lw = ρα + Fe, 


其 中 Lo E nxn EKS Lo 的 形式 相同 , 只 需 用 φι RE 0;,e, = 
(WG) --(ωι..»»::: ) W0, Ω1--ᾳΣ᾽"᾿ αρ) 是 (p+q)- 维 初始 值 向 量 ， 


且 
一 A, B, 
-|9 ο) 
有 
Pp Φρ-ι το) Qı a, 05-1 n.. θι 
0 Pp eee Qz 0 θα ἐν 0» 
Αρ = eee vee aes c.. mB, = 一 aan s.a een eae 
ο 0 + $ 0 0 --: 6 


996: 


ο “Ἔδει Rig tnt Bete eee 


LEN WORE pia ο 


设 Qo? = Εᾖε,ε'] ide. 的 协 方差 阵 。 该 矩阵 表示 为 
Qoi = ο, 7 | σα 

这 里 , Tp = Είω.ω,] 是 pxp 阵 , 其 (i,j) HRA γι 1σαΟ = Efasw,] 
的 元 素 定 义 为 - Εία;. α 01. ϱ = σὰψι ι ριᾳ 对 于 7 一 t—pt+q> 0， 
否则 为 0 yk 是 MA 无 穷 算 子 φ(Β)Ξφ 1(Β)6(Β)- wrB* 的 
系数 ， 其 中 wo = 1, 它们 很 容易 通过 3.4 节 中 的 等 式 递 推 地 确定 
H. Γ» 中 的 自 协 方差 Vk 可 以 用 系数 $i, 9; 和 o2 并 通过 (3.4.2) 
中 的 前 (p +1) 个 方程 直接 确定 (W Ljung 和 Box[139]) 。 

类 似 于 (A7.3.3) PHAR, HF a = Ly (Ίφω -- Fe.) We, 
是 独立 的 ， 故 也 Mle. 的 联合 密度 是 


Ρίω, θε], θ, σα) = (2πσα) ++? exp f- 5900,0.) l 


这 里 
S(¢,0,e,) = (ζω — Fe,)’L, Πρ (Lyw — Εε,) +e,Q71e, 
再 由 广义 最 小 二 乘 原理 我 们 可 以 证 明 
5($,0,e,.) = S(g,@) + (e, — 8) Ὀ(ε, — ên) 
其 中 
S(¢,0) = S(¢,0,é.) =26 十 iD-16， (47.3.11) 
是 非 条 件 平方 和 函数 ， 而 
ê, = Ele.|w,¢,6] = [e,] = D-IF'L Ly Low (ΑΤ.3.12) 


是 初 值 e* MAR, He D=0-14 ΕΙ ΕΡΕ 4 = |a] = 
Γρ (Low — Fé.) .通过 对 w fle. 联合 分 布 的 因 式 分 解 ， 得 到 


p(w\$, 8,4) =(2n02)-"/?(9|-1/2|D|-1/? exp [-ποο”ώ.Θ) 
" (A7.3.13) 


-337- 


这 是 非 条 件 似 然 函数 . 由 (A7.3.13) 立刻 可 得 σ; 的 极 大 似 然 估计 
是 62 = S(p,6)/n, 这 里 ， 几 和 6 表示 极 大 似 然 估计 值 . 
我 们 再 次 注意 到 ， οίφ, θ) = Σία αι] + 6.Ώ-!ὲ, ΤΙ ἃ = [αἱ 的 


元 素 [αι], [a2],--- , [an] 都 是 递 推 计算 的 ， 递 推 关 系 式 是 Lola] = 
Lw — Fle,| 及 


[αι] = we --φι[ωι 1] 一:… 一 -- p) + Bilar] +--+ Oplata] 


WF t=1,2,---,n, 这 里 利 了 初 值 的 反 向 预报 值 [lex], 以 及 [w] = 
Wi 一 1 27 .另外 ,反问 预报 值 6, = [ει] 可 以 由 es = D-t Fu 
计算 ， Ep u= Ly Lj Lew=1, 'a? Hu 的 元 素 u 可 通过 反 
向 递 推 计算 如 下 ，; 


ut = a? + O12 1 treet Ogut+q 


初始 值 为 Until = Untag 一 ”一 0,a° 一 Το ρω 的 元 素 记 为 αὐ, E 
TES He.= 0 条 件 下 αι MT. Ko, ΠΕ h= Fu 由 
TER pta TETRAN 


j . Ρ 
Σϕρ--γη-ες JI 1,. "Dp 
h. - ἐ--1 - 
了 j-p 
一 2 6 ερ „J =pl, :Pig 
i=1 


最 后 ,利用 (A7.1.1) 和 (A7.1.2), 在 5(¢,0) PREIE êN- ê, = 
ἃ ἃ + (ῶ' — σ"ᾱ,)/Κ-!(Ώ.Ο'ᾱ.), FR, RNA 


S(¢,0) = 3 la} + (ὦ, —C’a,/K-1 (a, - σὰ) (A7.3.14) 
t=1-q 
tp K =07°T, -C'C, BẸ | --ΙΚΙ. 
因此 一 般 地 ， 若 z 是 由 任何 ARIMA 过 程 生 成 有 nn 十 d 个 值 
的 序列 ， 则 与 其 相 联 系 的 似 然 函 数 由 下 式 给 出 : 


L(g$,0,00|z) = (2x02)—"/?|M(P'9)|1/2 exp |- Sea (A7.3.15) 


- 338 - 


这 里 | 
(6,0) = Slax)? + Eae, 
t=1 | 
H [MPD] = |0)-3|D|-? ΚΙ οι, Ab, 通过 把 混合 ARMA 
模型 考虑 为 无 限 阶 的 滑动 平均 : w, = (1 -- ψιΒ + yB? + ++ )ar, 
并 参考 纯 MA 模型 的 结果 ， 可 知 在 混合 模型 的 非 条 件 平方 和 函 
数 中 ， 我 们 有 关系 式 UN = Y a]. 因此 ， 我 们 也 有 表达 


t=— oo 


式 5($,0) = b [αι], 在 实际 中 [αι] 的 值 可 从 某 点 上 = 1-@ 开 
始 求 和 并 进行 递 推 计算 ， 而 在 该 支点 以 外 的 [αι] 是 可 忽略 的 . 


作为 特例 的 自 回归 过 程 ”在 p 阶 纯 AR 模型 的 特殊 情形 : 
- hiwi = αι, 前面 的 结果 稍 有 简化 。 这 时 我 们 有 e= w, 
Q = ΣΕ. Lo = In, D = σος + F'F = o°D>' + ALA, 以 及 
Ù, = D-F'Lọw = D'A, Liaw, 这 里 w, = (W, WwW2, , Wp) Li 
是 Ls 的 左上 p x p 子 和 矩阵 ， 于 是 可 以 证 明 ， 反 向 预报 值 由 关系 
A We = hiwr +--+ dpWi+p ~=0,-1,-:--,-p 所 确定 ， 其 中 对 
1 <t < n A b = wi, 因此 这 与 在 7.1.4 节 中 所 讨论 的 用 反 向 模型 
方法 对 AR 模型 特例 所 得 的 值 一 样 。 这 样 ， 我 们 得 到 精确 平方 和 
为 S$) = Pla] +i o. HT RAR, SE wi 的 一 阶 
自 回归 过 程 : 


一 φως ι = ay (A7.3.16) 


这 里 wt 可 以 是 实际 观测 序列 的 d 阶 差分 Vin, 并 且 有 一 个 长 度 
为 n 十 d 个 观测 值 的 序列 z ， 为 了 计算 似 然 函数 (A7.3.15), 我 们 
要 求 
S($) = Zla? +(1— φ7γῶᾷ 
= Σω ε--φωι τι)” + (wi — dtp)? + (1 — pú? 
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ο TT he Ee rte A A Sa RE E Ἢ κα αμα Bha on aac na 


其 中 用 到 Ta =y = 041-0)! ,现在 由 于 D = ort +4 A A = 
otys +2 = 1, I ὢρ = pwi, 以 此 代入 上 式 5(9) 的 最 后 两 项 ， 
则 该 式 简 化 为 


S(¢) = Ὁ (ul — pwt)” + (1— $j (A7.3.17) 
| t=2 
这 一 结果 可 由 附录 A7.4 中 讨论 的 方法 更 直接 地 得 到 . 


以 ARMA(1,1) 作为 例子 ”作为 混合 模型 的 例子 ， 我 们 考 
E ARMA(1,1) 模型 : 


οι — φωμ. Ξ-αι 一 θαι | (A7.3.18) 


于 是 我 们 有 e, = (wo, 40),A1 = ġ, Bı = —0, 以 及 


-2 
ση = σ᾽ ο i 


这 里 oa?% = (1+ 6? — 2φθ)/{1--ϕ7). 。 因 此 我 们 有 


D =Q! ΕΙΣ Ε 
1 1 -1 1-025[Φφ} -φθ 
-mi opno] t Tao |. δν 
ΠΠ 1Π1Β 8} 6. = Dh RH, HP A’ = (hy, he) = (ϕ, -θ)υι, 
而 ut 是 从 反 向 递 推 u = a) + Our BE, HP uray = 0, 而 
a? = wz — φως 1 十 0a9_1,t 二 1,2,… ,n 利用 零 初 值 w? = al = 0 
得 出 ， 其 中 we = wi,1<t < n 。 于 是 求 得 精确 的 平方 和 为 


S(¢, ϐ) = lal? + (to — ἆο)᾽ (A7.3.19) 
t=0 


σα΄ηα —1 
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CO REO de eA "η 


其 中 [αι] = We 一 lwr] + θ[αι. ι]. t = 1,2,---,n, Η oZ? yo -- 1 -- 
Κ-(- θ)2/(1 -- 2). 。 另 外 ， 我 们 有 MRI = {K| |D}! 其 
中 

(1 — 67") (¢ — 0)? 

(1 — θ2)(1 — $?) 


A7.4 自 回 归 过 程 的 精确 似 然 函数 


现在 我 们 假设 ， 给 定 序列 w = (wi,w2,… ,wn) 是 由 下 面 ? 
阶 平 稳 自 回归 模型 生成 : 
We — P1Wy-1 一 φχγώϊι..2----- PpWt—p = at 
这 里 暂时 假设 ω 有 均值 4 = 0, 但 是 如 前 所 述 ， 有 关 讨 论 可 推广 
到 py 去 0 的 情形 。 对 a RRES, Mit w IR, w 的 联合 概 
率 密度 函数 是 


|K||D| = 1+ 


wM?” w 
p(wl$, σι) = (2002)-"/?| MiP | exp Κι (A741) 


AFR RUE, nxn 矩阵 MP? 关于 它 的 两 个 

主 对 角 线 都 是 对 称 的 。 我 们 称 这 样 的 矩阵 为 双 对 称 的 。 现 在 有 
Ρ(ω]φ,σα) = p(wp41, Wpt2,°** »Wn|Wp,F, σα)ρίωρ!φ. σα) 

其 中 w, = (wi, wz,… ,wp) 。 右 边 第 一 个 因子 可 通过 使 用 如 下 分 

布 求 得 


_(n- 1 τ 
P(@p41,°°' san) = (270a) (n-p)/2 exp -z » αὖ] (Α7.4.2) 


a t=p+1 


对 于 固定 的 wp,(ap+l,…… ,Qn) 和 (wp+l…… ,wn) 由 以 下 变换 相 联 
系 : 


Cp 十 1 一 Wp41 一 P1Wp Tt φρωι 


an = Wn — φιώη.1--''- PpWn—p 
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该 变换 具有 单位 Jacobi 行列 式 . 因此 我 们 得 到 


S(Wp41,- "ta wn|wp, $, Oa) 
1 % 

= (2πσ2)-ς- "οφ |- 302 (Heda dye 
Ca 1p+1 


及 
_ 1 
Ρίωρίφισε) = (2ro2) -PIMPA exp |e, MP an 


因此 


202 


p(w|, ao) = (2πολ)᾽ ο. 23 (A7.4.3) 
这 里 


S(¢) = 3 S mP wie, + ` (wi — piwi 一 … 一 όρωι. ρ) 


---1 41 t=p+1 
(ΑΤ.4.4) 
FA 
‘Yo Ύι Ύρ-- 
B γι YN … Yp- 
MPO = {mP} =i Ss . | σ 
Yp-1 Yp-2 +? Yo 
(A7.4.5) 


这 里 yo,7t…… ;Yp-1 为 过 程 的 理论 自 协 方差 , HIME” = MP], 
现在 令 n= p+1, 于 是 有 


7 (p,0 (p) 


+ 二 1 7 一 1 
十 (wp+1 一 P1Wp 一 φορ. ι 一 ”一 ppw)? 


- 342 - 


0 ge gpgp 1 “es : 一 加 
ΜΝ 0 φρϕ»-ι p21 Leet —bp-1 
Ῥ : . ᾿ ᾿ , 
MY?) = M; | 十 : : Dt 
-Φι 
o 0 τε 9 -óp -Φρ- :+ : 1 


通过 考虑 到 MP 和 MO, 都 是 双 对 称 的 , 于 是 可 将 MP = MP 
的 元 素 推出 。 因此， 例如 


(1) 2 _ 1 -ϕι 
MP = | Mir -ΦΊ ‘a _ | 
2 --ϕφι 1 --ϕι mi + 6? 


令 两 矩阵 中 元 素 相 等 ， 我 们 有 
MP = mi) =1-¢2 | 
依 此 处 理 ， 我 们 对 工 阶 和 2 阶 过 程 求 得 
MP =1-¢? , Αι) =1-¢ 
m? =| 1-¢2 —¢1(1+ φο) 
2 —$i(l+¢2) 1-¢% 
IMP] = (1 + $2)? [(1 — 42)? — ¢?] 
例如 当 p = 1 时 有 : 


Ρ(ω]φ, σα) = (2πσ2) "21 — 的 2)172 


sef- π᾿ ΠΣ > Wt 一 pwr) |} 


t=2 
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这 检验 了 (A7.3.17) 的 结果 . ERE RA BER 8 eM, 
其 元 素 为 $ 的 二 次 型 . 
因此 由 (A7.4.4) 显然 可 见 ， 5ίφ) = WIM ay 7 PFE w 的 一 
次 型 ， 而 且 也 是 参数 的 二 次 型 ， 记 和 = (1,91,92,… ,8p), 设 
HRED 是 某 个 (p 十 1) x (p 十 1) 阵 ， 其 元 素 是 ww 的 二 次 函数 ， 则 
下 式 显然 成 立 
wM Pw = p, Dhu 


现在 记 
Diy -Di2 —-Di3 -+ -διργι 
-Di2 D22 ος -:: Da pti 
D=) | | i (A7.4.6) 
—Dipt! Daop+l Dapti … Dori p 


对 (A7.4.4) 的 考察 表明 ， D;; 是 滞后 乘积 及 平方 的 对 称 和 ， 定 义 
为 


Di; = Dji = ὠνω 十 wie Wj 1--::ωώηῃι. μι. (AT.4.7) 


其 中 ， 和 式 Di; ABn-G-1)-G-1) 1. 
最 后 , 我 们 可 以 写 出 精确 的 概率 密度 , 也 即 精 确 的 似 然 函数 ， 
它们 是 


Ρ(ω]φ, σα) = L(g, Calw) = (0πσ2) | MP) |1/2 exp κ. 5) 


Ar 4.8) 
其 中 
S(¢) = w, M Pw, + > (we — drwe_-1 — ++ — bpp)” = $u Dou 
t=p+1 . 
Pt (A7.4.9) 
对 数 似 然 函数 为 
I($, Calw) = τς ]η(σ2) + = = In ΙΡ) — =) (A7.4.10) 
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7 np pe pert Prep A Ea e ep PR aT es ae a E ᾿ ... ... το 


极 大 似 然 估计 在 (47.4.10) 中 对 每 个 ORE, RAR 
al __n , 5) 


一 一 A7.4.11 
Όσα z 3 ) 
al | 
dd; > M; + 07°(Dij41 — $1D2j41 -:'' — φρὂρειει); 
J 
(7 =1,2,--- ,p) 
(A7.4.12) 
其 中 
(p) 
M; = δ(3 ln |My") 


06; 
因此 ， 通 过 令 这 些 表 达 式 为 0 并 对 得 到 的 方程 求解 ， 便 可 得 到 极 
大 似 然 估计 . 

由 (A7.4.1) 我 们 立刻 有 

δὲ = se) | (ΑΤ.4.13) 

和 的 估计 “在 处 理 方程 (A7.4.12) 时 会 有 一 定 的 困难 发 生 ， 因 
为 通常 Mj;(i = 1,2,… ,p) 是 $ 的 复杂 函数 .在 这 里 我 们 考虑 其 
它 的 四 种 简化 方法 ， 

L 最 小 二 乘 估计 . 

”虽然 S(4) 的 期 望 值 与 n REA, MP 的 值 与 独立， 上 且 

对 于 中 等 和 大 样本 情形 ， (ΑΤ.4.8) 被 S) 和 ο) 中 的 项 所 控 
制 ， 而 MP) 中 的 项 相 比 起 来 更 小 ， 

如 果 我 们 忽略 该 项 的 影响 ， 则 有 


ἰ(φ,σα|ω) 一 -- ]π(σ; τῳ (A7.4.14) 


由 极 大 化 (A7.4.14) 得 到 $ 的 估计 值 $6 就 是 极 小 化 5($) 所 得 的 
RD ktit. RE, H (A7.4.9) 有 5ίφ) = pD., 这 里 DD EF 
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方 和 乘积 对 称 和 的 (p +1) x (p+ 1) 和 矩阵 。 因 此， 通过 微分 ， 最 小 
化 值 为 


Ώιω =¢1D22 +$2D23 +: … 十 加 Da,p+1 


Pas = #1028 ως. +: "Ἔώρὂορη (ΑΤ.4.15) 


D, ΡΕΞ iD; Da p+1 十 *… ΜΝ Ῥ 1,» 11 
用 清楚 的 矩阵 记号 可 以 写成 
d=D,¢ 
FRA 
$= D;'d 
这 些 最 小 二 乘 估计 也 使 后 验 密度 (7.4.15) 极 大 化 。 
2. 近似 极 大 似 然 估计 | 
现在 我 们 来 回忆 一 个 以 前 的 结果 (3.2.3), ET BA 
— $17j-1 — ¢27j-2 —***— Op¥j-p =O (7 >0) (ΑΤ.4.16) 
另外 ， 通 过 在 (A7.4.12) 中 取 期 望 ， 并 利用 Ε[Θί/ϑΦη} = 0 这 一 事 
实 ， 我 们 得 出 
Μισα + (n—9)95 一 (一 -16771 一 人 人 一 了 一 2)g277-2 


—+++— (n—j—p)bptj—p = 0 
(A7.4.17) 


(A7.4.16) RA τι, 并 从 (A7.4.17) 将 其 减 去 ， 我 们 得 到 

Myo? = jy- (j + Vbr75-1 — (J ἠ-ρ)ϕργ]-ρ 
因此 ， 通 过 用 Ριγι}1ι/ία- 1-9 FA y-a 的 估计 值 ， 那 么 ， 
Mjo? 的 一 个 很 自然 的 估计 值 就 是 


.D1 Də 
jt Litl -G+ Dg H (j + p) bp PHL 
τι -- 了 一 工 ?一 了 
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在 (A7.4.12) 中 代入 这 个 估计 值 ， 得 出 


a ~ no,” (et --ϕι _P2,5+1_ _ bp ΤΑ 
00; n— j n—-j-l1 nm—j-p 


于 是 推出 一 组 形 如 (A7.4.15) 的 线性 方程 ， 只 不 过 现在 用 


nD; 


Ἠ-π-ση-ς-η 


来 代替 Dij. 


3. RPP RAN RA it 

对 于 中 等 和 相对 较 大 的 n, 我 们 也 可 考虑 条 件 平方 和 函数 ， 
这 是 用 在 7.1.3 节 中 的 方法 所 得 到 的 。 这 样 ， 对 于 表达 式 (A7.4.2) 
指数 中 的 平方 和 有 


5.(ϕ) - δ΄ (ωι- bw — +++ — Gpwe—p)? 


t=p+1 


这 就 是 在 给 定 ws = (wi,we,-- ,aop) 时 与 ὤρει,'-- ,wn 的 条 件 分 
布 相 联系 的 平方 和 。 条 件 最 小 二 乘 估计 是 通过 极 小 化 SA) 而 得 
到 ， 这 是 一 个 与 线性 模型 w = φιώε ι-Γφουι. 2 十 … 十 和 wwt ρ- 
a,,t=pt+l,---.n 相 联系 的 线性 最 小 二 乘 回 归 问 题 。 这 就 得 到 
人 们 所 熟悉 的 最 小 二 乘 估 计 ᾧ =D, d, 与 在 (A7.2.5) 中 一 样 ， 

这 里 万 ,的 第 (i,j) THE δε = Y ωι τωι ιά 的 第 i 元 素 是 


~~ n 
di = Ss; Wt—iWt a 
t=p+1 


4. Yule-Walker 估计 
Bia, WME n 是 中 等 或 较 大 的 ， 作 为 一 种 近似 ， 我 们 可 以 用 
适当 的 ” 售 自 协 方差 估计 值 来 代替 (A7.4.15) 中 对 称 的 平方 与 科 
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积 和 . 例如 Di;;( 这 里 -j| -- κ) 将 用 ποι = Drs. ΒΒ neo 去 


除 所 有 得 到 的 方程 ， 我 们 便 得 到 以 自 相关 函数 估计 人 Tk = Ck/Co 
表示 的 如 下 关系 


ry= φι Ἔφατι +: :十 gprp-1 
ro= 171 +2 十 ……， + pT p—2 


rp = φιτρ..1 十 arp 2 十 aon +p 


这 就 是 众所周知 的 Yule- Walker 77 ΤΕ. 
在 矩阵 (7.3.1) 中 它们 可 以 被 写 为 > = RO, 于 是 


¢=R'r | (A7.4.19) 


这 相应 于 方程 (3.2.7), REH r KRE pp, 用 R 代替 Pp 

为 了 说 明 这 四 个 估计 的 差别 ， 我 们 以 p=1 为 例 加 以 说 明 ， 
于 是 相应 于 (A7.4.12) 有 Mioa = -γιιϕ 的 极 大 似 然 估 计 是 下 式 
的 解 


n τι--1 
一 人 + Υ ww 一 o> wi Ξ0 
t=2 t=2 


HR, nm = σ;φ/(! -- $7), 并 且 用 如 (A7.4.11) 得 到 的 极 大 似 
然 解 ô = 5(Φ)/Π, 其 中 5($) = Di — 26Diz + φ Ώου 来 替换 上 
面 似 然 方程 中 γι 表达 式 中 的 02, 我 们 就 可 得 到 $ 的 一 个 三 次 方 
程 ， 其 解 便 是 φ 的 极 大 似 然 估计 。 

近似 方法 (1) 相当 于 完全 略 去 γι 项 ， 得 到 


$ ες t=2 — Dı2 
τι--1 [ου 
we 
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(2) 相当 于 用 估计 值 Swe /(n - 1) REN, 得 到 


_i/(n-1 
ja i/(n ) n — 2 Dıs 


Vw?/(n-2) n — 1 D22 


t=2 


模型 的 最 小 二 乘 估计 ， 于 是 有 l 


WWE 1 
b= 2 _ Dr 
= 52 = ; 
Dwl Da + wi 


通常 ， 与 该 例 一 样 ， 对 中 等 及 大 样本 ， 各 种 近似 方法 给 出 的 估计 
值 之 间 差 别 很 小 。 我 们 一 般 都 用 (1) 给 出 的 最 小 二 乘 估 计 。 当 然 
这 些 估计 值 可 直接 由 (A7.4.15) 计算 。 当 有 计算 软件 包 可 以 利用 
时 ， 单 独处 理 自 回归 过 程 几 乎 是 无 意义 的 ， 我 们 发 现 ， 即 使 在 拟 
合 目 回归 过 程 时 ,使 用 7.2.1 节 中 所 述 计算 任意 ARMA 过 程 的 一 
般 迭 代 算 法 也 是 最 简便 的 . 


cz 的 估计 对 (ΑΤ.4.9) 和 (ΑΤ.4.13) 运用 近似 (4), 得 


1 i r 1 
α- 38 oars). ει. ο) 
-- : R 


«849. 


~ 


将 右边 乘 出 ， 并 注意 7 — Rd = 0, 我 们 得 到 
6? = ορ(1 — 1’) = co(1 -- ν' Ror) = co(l - $ RG) (A7.4.20a) 
已 经 证 明 ， o2 可 由 理论 相关 函数 用 相似 的 形式 写 出 
σὲ = γο(1 -- p'$) = Yll—p Pi!p)= γο(1 — φ'Ῥ»ϕ) (ΑΤ.4.200) 
这 与 (3.2.8) 的 结果 一 致 . 


信息 阵 ”对 (A7.4.11) 和 (A7.4.18) 作 两 次 微分 ， 我 们 得 到 
91 _ η  35S(¢) 


bg = nat os (A7.4.21a) 
ar ~ -207 3 (A7.4.21b) 
nen ~ = Έτος (ΑΤ.4.215) 
现在 ， 由 于 
"δ]-- 


对 于 中 等 或 大 样本 来 说 ， 得 到 


921. 
-------]-0 
ΕΙ TA 


及 
[(ϕ,σα)| = Ημ(ϕ)}Η(σα) 
其 中 ο 
O21 n 
Noa) ΞΕ - =] -总 


现在 ， 利 用 (A7.4.21), 我 们 有 


reed | n . nYo - (p)\-1 
I(¢) = -E EA 一 gal? = πας, = n(M? ) (A7.4.22) 
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因此 


-1 


I($, 


自 回归 参数 估计 值 的 方差 和 协 方差 ”在 [196] 所 充分 讨论 的 
情形 中 ,信息 阵 的 道 给 出 了 极 大 似 然 (ML) 估计 的 渐 近 方差 - 协 
方差 阵 . 而 且 ， 如 果 对 数 似 然 函数 近似 为 二 次 型 ， 且 最 大 值 不 接 
近 边 界 ， 那 么 ， 即 使 样本 数目 是 中 等 大 小 的 ， 这 个 矩阵 的 元 素 通 
常 也 会 给 出 估计 值 的 方差 和 协 方差 的 充分 近似 . 

因此 ， 由 (A7.4.33) 和 (A7.4.20) 给 出 了 


ν(Φ) -ΙΓ1() ~n MP =n σερ) 
=n 1 -ρΡρ ϱ)Ρρ) 
=n~*(1—¢'P,¢)P5' 
=n} (1 — p'$)P7' 


(A7.4.23) 


特别 地 ， 对 于 一 阶 和 二 阶 自 回 归 过 程 有 


V(b) πι -- 9”) | 
” ?Vl 1-¢5 μα 
V ($102) =m [a 十 加) 1-4 (A7.4.24) 
方差 和 协 方差 的 估计 值 可 以 在 (A7.4.24) 中 用 估计 和 值 来 代替 参数 
而 得 出 。 例 如 ,我们 可 以 在 (A7.4.24) PA τ RE p, 用 $$ RE ϕ 
而 得 到 
V(¢) =n! --τ'φ)Β-! (A7.4.25) 


A 7 .5 参数 估计 误差 对 预报 概率 限 影响 的 例子 


5.2.4 节 中 对 预报 值 给 出 了 方差 和 概率 限 , 这 是 建立 在 ARIMA 
模型 的 参数 (%,6) 为 确切 知道 的 基础 之 上 的 ， 而 在 实际 中 ， 必 须 
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用 它们 的 估计 值 (4,6) 来 代替 . 为 了 更 进一步 理解 估计 误差 对 预 
报 误差 方差 的 影响 ,我们 考虑 非 平稳 IMA(0,1,1) 过 程 和 平稳 一 阶 
自 回归 过 程 的 特殊 情形 。 对 这 两 个 过 程 及 建立 在 中 等 长 度 序列 基 
础 上 的 参数 估计 表明 ， 这 种 估计 误差 的 影响 是 较 小 的 . 


IMA(0,1,1) JE WEM Va = a, --θαι ι, 对 t+lt+1- 
21 — Zt = Qt (1— 9) (@t41-1 τι: Ἔαεμι)-- θαι 


SBR 确切 知道 时 ， 用 2.(16) 记 向 前 期 预报 。 在 时 刻 t 对 


2(1/6) = σι ~ Oz 
2(16) = 2,(1/@) (>2) 

Ak, [ΠΒ i 期 预报 误差 为 

ez(ll0) = Ζει — 22 (1/4) 

= at+ + (1 — 0)(at+i-1 +--- + at) 

而 提前 ! 期 预报 误差 的 方差 是 κ 

V(I) = E,[e?(1|6)] = o2[1 + (1 -- 1)λ2] (A7.5.1) 
mBA=1-0, 

| 因此 ， 车 对 于 w: = Va in 个 值 构 成 的 时 间 序 列 ， 得 到 了 

估计 值 6, 并 由 它 来 代替 6, 则 有 


2,(1|0) = Z 一 6a, 
2ι(16) = 21116) (122) 
其 中 ἂν = z — δι. ι(1|0). 。 因此 由 6 所 得 的 提前 1 期 预报 误差 为 
er(1|6) = ziyi — δε(1|9) 
| = 2441 — 2ι + θᾶι (A7.5.2) 
= ει(1]θ) — (θα, — δᾶι) 
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因 为 V zi 一 (1 一 θΏ)αι = (1 一 θ Β)ᾶι, 可 得 出 


、 (Ane | 
a; = | 一 一 一 一 | a, 
1 --68 


FF AM (A7.5.2) 中 消去 Ge, 我 们 写成 


、 ϱ- 6 
ει(1]θ) = e,(1|8) - ———a 
(16) = ει({|0) ο δρα 
那么 
和 ~ a 一 1 
09-6 _ 6-61, 02B] , 
1-@B  1-6B 1—6B ΄ 
θ-- ϐ (0 -- ϐ)8Β 
~ A7.5.3 
1- 6B i_6B |“! ( 


‘= (0 — θ)(αι --θαι ι + θται 2--- ΙΙ) 
— (0 — θ)2(αι ι + 20a 2 + ἆθλαι. 3 ἠ----) 
假设 预报 值 和 估计 值 9 是 建立 在 基本 上 不 重 迭 数 据 的 基础 
E, W ÊF anain 是 独立 的 。 且 对 于 中 等 大 小 样本 来 说 ， 6 
是 以 8 APL, FHA (-θῆ)/η 的 近似 正 态 分 布 。 在 这 些 假设 
之 下 可 以 证 明 (A7.5.3) 中 表达 式 的 方差 为 


2 3 1 +0? 
Za (14t 
n n 1 — 802 


Ait, Æ lol 不 接近 于 1, 则 


νατ]ει({1} ~ σ;[1 + ({-- 1)λ2] + σε (A7.5.4) 


显然 ， 当 精确 的 预报 误差 下 降 到 cx 时 ， 对 于 1= 1 方差 中 的 比例 
变化 是 最 大 的 . 在 这 种 情形 ， 对 基于 中 等 长 度 序列 的 参数 估计 ， 
概率 限 将 按 倍数 (τι 十 1)/n 增加 。 
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一 阶 自 回 归 过 程 ”在 时 刻 上 +1 SHAM 5, = φξι 1+ a: 并 
关于 时 刻 t 取 条 件 期 望 ， 若 参数 的 真 值 已 给 出 ， 则 提前 ! 期 的 预 
报 值 是 | 

Zelll) = pll — 14) = $2, 


类 似 地 ， 有 
% (Id) = Gall -- 116) = φ'Ζι 
因此 有 l | 
εε(1}φ) = εε(11Φ) + (4' -- φίγξι 
所 以 ， 


Erle? (Ud)] = Eile? (11Φ)] + 2 Εε[(Φ' -- Φ'] 
于 是 一 般 说 来 有 
| «αὶ -- o”) Ε[(Φ' -- ¢')?| 
νατ[ει(1]Φ)] > σα 2) + σα 7 ga (A7.5.5) 
利用 (5.4.16), 4 l= 1 时 ， 


、 2 _ a2 
νατ[ει(1|Φ)] = o2 + 1 Sa : $ 


-a 
n 


(A7.5.6) 


对 于 ! > 1, 我 们 有 
arvl 
p'-e = ¢'-{¢-(6-4)}' =p -e ( 一 ον ~ Ig'-1(¢ - φ) 


因此 ， 一 般 有 ， 


2 


a 


a 1242-1) 
νατ[ει(1|Φ}] = νασ[ει(1|Φ)] + = 


σ 
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且 偏 差 的 量 级 仍 为 n-! . 

对 于 一 般 的 AR(p) BA, Yamamoto[210] 给 出 了 参数 估计 误 
差 对 预报 方差 影响 的 有 关 近 似 结果 。 特别 地 ， 对 于 ?了 Br AR 模型 
的 一 步 预 报 ， 立 刻 可 以 得 到 下 面 的 近似 式 : 


νατ[ει(1|ϕ)] = o? 2 (1 十 4 


A 7.6 关于 背 动 平均 参数 估计 的 特别 注 记 


如 果 最 小 二 乘 和 迭代 允许 伸延 到 可 逆 域 以 外 ， 则 可 以 找到 相应 
平方 和 上 比 真 正 最 小 值 更 小 的 参数 。 然而， 这 并 不 能 给 出 合理 的 估 
计 ， 而 且 是 毫 无 意义 的 .。 为 了 说 明 起 见 ， 假 设 一 个 序列 由 一 阶 滑 
动 平均 模型 w, = (1 一 9B)ai 生成 , H-1<0<1, 那么 该 序列 
等 价 于 由 相应 的 反 向 过 程 w = (1 一 9F)et 产生 ， 其 中 σὲ = ca 。 
现在 后 一 过 程 也 可 记 为 wt = (1- 6 B) 而 此 处 的 9 是 在 可 
Bim Lob. 然而， 在 该 表达 式 中 o2 = o202, 该 量 本 身 就 是 9 的 函 
数 ， 因 此 ，6- 的 有 效 估计 将 不 能 由 Σ αἲ = θ᾽ Sa? 的 极 小 化 给 
出 。 事 实 上 ， 上 式 在 θΓ! = 00 处 达到 极 小 。 

上 述 困 难 是 可 以 避免 的 : 

1. 通过 用 在 模型 识别 阶段 得 到 在 可 逆 域 内 的 初始 估计 作为 初 
估计 . 

2. 通过 检验 收敛 已 经 发 生 后 所 得 的 滑动 平均 估计 和 值 ， 这 些 佑 
计 值 应 在 可 道 域内 . | 

另外 ， 还 可 以 在 编写 最 小 二 乘 程 序 时 使 估计 值 限 制 在 可 逆 域 
A. 


8 
模型 的 诊断 检验 


经 过 模型 识别 和 参数 估计 后 ， 随 之 要 对 模型 进行 诊断 检验 ， 
检验 模型 的 一 种 有 效 方法 是 “过 拟 合 ”, 也 就 是 对 于 我 们 信和 其 为 真 
的 一 类 模型 ， 我 们 用 稍 许 广 泛 一 些 的 模型 去 估计 其 参数 。 这 种 方 
法 假设 我 们 能 够 猜 出 模型 大 概 在 哪些 方面 不 恰当， 因此， 必须 采 
”用 一 些 方法 对 拟 合 模 型 的 残 差 做 不 很 特殊 的 检验 .使 得 我 们 可 以 
从 数据 本 身 出 发 ， 提 出 对 于 模型 修改 的 建议 。 我 们 将 要 讲述 的 就 
是 这 样 的 检验 方法 ， 所 使 用 的 工具 是 (1) 残 差 的 自 相关 函数 ， 

(2) 残 差 的 累计 周期 图 . 


8.1 随机 模型 的 检验 
8.1.1 基本 原理 


”假设 使 用 一 个 特定 的 时 间 序 列 ， 运 用 第 6 章 和 第 7 章 的 方 
法 ， 我 们 已 经 进行 了 模型 识别 和 参数 估计 。 剩 下 的 问题 就 是 要 确 
定 模 型 是 否 恰当 。 如 果 存 在 拟 合 严 重 不 当 的 证 据 ， 那 么 就 需要 弄 
清楚 在 下 一 环节 中 应 该 如 何 去 修 改 模 型 。 我 们 着手 做 的 这 些 工作 
只 能 用 “检验 拟 合 优 度 ”一 词 来 做 不 全 面 的 描述 。 我们 需要 揭示 
出 模型 到 底 怎 么 不 恰当 , 并 提出 如 何 进行 适当 的 修改 .为 了 说 明 问 
A, 将 要 参考 时 间 序 列 以 外 的 一 些 熟 知 的 方法 , 例如, 由 Anscombe 
和 Tukey [9],[10] 所 述 有 关 方 差分 析 的 残 差 检验 , 以 及 由 Daniel[76] 
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引入 的 用 正 态 图 和 其 它 方法 的 因子 试验 鉴别 ， 所 有 这 些 我 们 都 称 
之 为 诊断 检验 . 

从 来 没有 一 种 模型 能 绝对 真实 地 描述 客观 现实 .所 以 在 给 出 
充足 数据 的 前 提 下 ,统计 检验 就 是 对 于 当下 使 用 充分 适合 的 模型 
提出 质疑 。 从 另 一 方面 说 ， 检 验 也 可 能 不 能 指出 模型 对 假设 有 严 
重 偏离 ， 这 是 因为 这 些 检 验 对 所 发 生 偏 离 的 类 型 是 不 灵敏 的 。 因 
此 ， 最 好 的 方针 就 是 设计 出 尽 可 能 灵敏 的 统计 方法 ， 但 是 ， 对 于 
一 些 拟 合 精度 明显 不 足 的 模型 ， 出 于 某 些 充 分 的 理由 ， 我 们 仍然 
准备 使 用 它 ， 那 么 ， 就 要 尽 可 能 地 弄 清 楚 客 观 事实 ， 然 后 加 以 判 
μι. | 

显然 ， 诊 断 检验 必须 将 模型 置 于 被 否决 的 境地 ， 也 就 是 说 诊 
新 检验 方法 必须 对 所 有 可 能 发 生 的 偏离 都 很 人 敏感。 当然 ， 任 何 诊 
断 检 验 系 统 都 不 可 能 是 非常 全 面 的 ， 因 为 在 数据 中 常常 会 有 一 些 
意料 之 外 的 特征 可 能 会 被 忽略 。 但 是 ， 如 果 诊 断 检验 是 经 过 精心 
设计 的 ， 且 将 其 应 用 于 由 大 量 数据 所 拟 合 的 模型 ， 也 并 没有 显示 
出 严重 但 离 ， 那 么 我 们 在 使 用 该 模型 时 就 会 更 加 放心 。 


8.1.2 THE 


可 用 于 诊断 检验 的 一 种 方法 就 是 过 拟 合 . 在 识别 出 一 个 确信 
是 正确 的 模型 后 ， 我 们 事实 上 去 拟 合 更 复杂 的 模型 。 这 样 就 把 识 
别 出 的 模型 置 于 被 否决 的 境地 ， 因 为 复杂 的 模型 包含 了 多 余 的 参 
数 , 因而 也 包含 唯 恶 出 现 偏离 的 方面 . 至 于 模型 应 该 怎样 去 推广 ， 
这 一 问题 要 仔细 加 以 考虑 . 特别 地 , 与 在 7.3.5 节 中 关于 模型 元 余 
的 讨论 相 一 致 ， 在 ARMA 模型 的 两 边 同 时 追加 因 式 是 愚蠢 的 。 
如 果 通 过 分 析 并 没有 表明 追加 因 式 是 必要 的 ,但 是 那 当然 也 并 未 
证 明 我 们 的 模型 是 正确 的 . 一 个 模型 只 有 对 它 施 以 如 同 圣经 般 的 
检验 ， 才 能 称 得 上 是 被 “证 明 ”正确 了 的 .正如 Saint Paul 在 
致 Thessalonians 的 第 一 封 信件 中 所 指出 的 ,我们 所 能 做 到 的 就 
是 “去 证 明 一 切 ， 但 要 牢 牢 守住 正确 的 东西 ”. 
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过 拟 合 的 例子 ”作为 例子 ， 我 们 仍 考虑 某 些 ΙΒΜ 股票 价格 
的 数据 。 为 进行 分 析 ， 使 用 的 数据 是 在 本 书 第 五 部 分 “时 间 序 列 
汇集 ”中 列 出 的 序列 B . 这 里 的 序列 是 由 1959. 6.29 一 1960.6.30 
这 段 时 期 ”的 IBM 股票 价格 所 构成 。 考 虑 (0,1,1) 模型 
Vz = (1 — θΒ)α, 
对 于 255 个 有 效 的 数据 进行 识别 、 拟 合 , 得 到 Xo = 1~6= 0.90. 
(0,1,1) 模型 可 以 完全 等 价 地 表示 为 如 下 形式 


Vzt = λραε-ι + ναι 
用 过 拟 合 方法 考虑 的 推广 模型 为 (0,3,3) 过 程 ， 
V 2 = (1 ~ 01B — θιΒ’-- θεβῦ]αι 
或 利用 (4.3.21) 写成 如 下 形式 
Vaz = (AV? + AV + λο)αι. 1 + Vĉa: 


用 这 种 特定 方式 推广 模型 的 直接 动机 是 检验 由 Brown[64] 提出 的 
建议 :序列 应 由 一 个 自 适 应 的 二 次 预报 孙 数 来 作 预 测 。 在 第 5 章 
中 已 经 证 明了 : 对 于 一 个 IMA(0, 4,4) 过 程 ， 其 最 优 预报 函数 应 是 
一 个 gq 一 1 次 的 自 适应 多 项 式 .。 因 此， 对 于 前 面 推广 的 (0,3,3) 模 
型 来 说 ， 提 前 | 期 的 最 优 预报 函数 是 ! 的 二 次 多 项 式 : 


Zali) = 0 + bP + 912 


这 里 的 系数 BM, οἱ) 和 OS 随 着 每 一 个 新 数据 的 获得 而 调整 . 
然而 ,我 们 已 识别 出 的 模型 为 一 个 (0,1,1) 过 程 ， 得 出 的 预报 
函数 是 
2,(1) = δ) (8.1.1) 


”前 面 考虑 的 IBM 股票 数据 也 叫做 序列 B, 但 复 盖 了 另 一 段 时 期 ，1961.5.17- 
1962.11.2 。 
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图 8.1 序列 B 关于 (0,3,3) 阶 推广 模型 的 平方 和 格 点 值 和 等 值 线 
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0, 05 0. T3 0. τ 0. 20 0. 25 D. 30 ml 
Ay — 


(c) Ào = 1.1 


8.1 序列 B 关于 (0,3,3) 阶 推广 模型 的 平方 和 格 点 值 和 等 值 线 ( 续 ) 


这 是 ! 的 零 次 多 项 式 . 因此 ， 隐 含 该 模型 的 预报 值 与 ! 独立 ,也 就 
是 对 于 任何 具体 时 刻 上 它 的 提前 工期 ，2 期 等 等 的 预报 值 都 是 相 
AN. 换 句 话说 , 序列 中 只 包含 序列 未 来 水 平 的 信息 , 而 没有 斜率 
或 曲率 的 任何 信息 。 初 看 上 去 这 似乎 有 些 奇怪 ， 因 为 由 事后 的 观 
Ἐξ, 在 序列 中 似乎 存在 非常 确定 的 线性 或 非 线 性 趋势 . 而 A AM A 
非 零 将 导致 预报 的 趋势 性 ， 因 此 检验 这 两 个 值 非 零 到 底 是 否 发 生 
是 很 有 意义 的 . 图 8.1 给 出 了 在 Xo = 0.7,0.9,1.1 上 δ(λι, λρ|λο) 的 
平方 和 格 点 值 。 从 图 中 可 以 看 出 最 小 值 点 接近 于 Ay = 0.9,λι =0 
和 λο = 0, 还 可 以 清楚 地 看 到 λι MA 的 值 将 会 导致 较 大 的 平方 
和 值 ， 因 此 ， 对 识别 出 的 IMA(0,1,1) 模型 在 这 两 个 方向 上 的 偏离 
是 与 事实 相悖 的 。 具体 地 说 ， 这 意味 着 二 次 的 预报 函数 将 会 比 预 
188 (8.1.1) 给 出 更 差 而 不 是 更 好 的 预报 值 ， 这 事实 上 就 是 在 
A5.3.3 节 中 已 说 明 的 情形 . 


8.2 应 用 于 残 差 的 诊断 检验 


过 拟 合 方法 是 在 某 个 特定 的 方 同 上 对 模型 加 以 推 请， 并 假设 
我 们 已 经 知道 哪 类 偏差 是 要 提防 的 。 对 于 这 种 知识 依赖 较 少 的 方 
法 是 建立 在 残 差 分 析 的 基础 上 . 然而 ， 不 能 过 分 地 强调 对 残 差 图 
本 身 的 直觉 观察 ， 尽 管 这 是 在 检验 过 程 中 不 可 缺少 的 第 一 步 . 


8.2.1 自 相关 检验 
Kw, = Viz, 假设 模型 
o(B)w, = θ(Β)αι 
已 被 拟 合 出 ， 并 得 到 参数 的 ML 估计 (4,6) 。 于是， 我 们 称 该 量 
ἂν = 0-1(B)d(B)a (8.2.1) 


ARH. REH θ(Β)ᾶι = ὁ(Β)ῶι 递 推算 出 ， 即 为 
Pp 、 q ~、 
âr = ὦ, - δ ὁμῶι t Dba; (t=1,2,---,n) 
j=1 j=1 


有 关 递 推 时 a 和 w 的 初 值 ， 或 是 用 零 初 值 (条 件 方法 ), 或 是 用 反 
相 预 报 初 值 (精确 方法 ) . 于 是 可 以 证 明 ， 如 果 模 型 是 适合 的 ， 有 


、 1 
επ το (ος) 


当 序 列 的 长 度 增 大 时 ， ἂι 就 越 来 越 接 近 于 白 曝 声 a, 。 因 此 ， 可 
望 通过 对 & 的 研究 来 指示 模型 不 当 的 存在 与 特征 。 特 别 地 ， â 
自 相 关 估 计 值 的 可 辨认 形态 会 指明 对 模型 应 做 的 适当 修改 。 这 一 
点 将 在 8.3 节 中 进一步 讨论 。 

现在 假设 模型 的 形式 是 正确 的 ， 并 且 我 们 已 知 参 数 的 真 值 
于 是 ， 利 用 (2.1.13) 及 Anderson [6] 的 一 个 结果 ， 可 知 a 的 自 相 
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AR(1), ¢= .3 AR(1), d= .7 
MR(1), ϐ -- .3 MA(1), ὁ = .7 


(a) 


-2 δω... ον 2 mac πε, 
ντι AR(2)， Φι = -δ,Φ = -25 Vn AR(2), $; =10,¢, = —.75 
MA(2), 6, = .5,0, = .25 MA(2), 6, = 1.0.6. = 一 .75 
(c) | (4) 


8.2 RAEN r (G2) 的 标准 差 限 


关 估 计 τκ(α) 是 互 不 相关 的 ， 且 近似 于 0 附近 方差 为 n! 的 正 态 
分 布 ， 从 而 标准 差 就 是 mn-122 利用 这 些 事实 我 们 可 以 近似 地 评价 
自 相 关 从 零点 明显 偏离 的 统计 显著 性 . 

然而 , 事实 上 我 们 并 不 知道 真正 的 参数 值 , 只 有 估计 值 ($,6)， 
于 是 ,利用 (8.2.1) 我 们 能 够 计算 的 不 是 a 而 是 &。 从 人 的 自 相 
关 就 能 得 出 有 关 拟 合 欠 缺 的 有 用 证 据 和 模型 不 当 的 可 能 特征 。 但 
是 ，Durbin[88] 已 指出 ; 标准 差 n-1/2 对 于 rla) 是 适合 的 , WE 
此 基础 上 来 评价 自 相关 估计 和 值 ri(&) 从 理论 值 (0) 偏离 的 统计 显 
著 性 却 可 能 是 很 危险 的 。 Durbin 能 够 说 明 ， 比 如 对 于 具有 参数 o 
的 AR(1) 过 程 ，r1(&) 的 方差 是 on, 该 值 可 能 远 远 小 于 n-1. 
随后 ， Box 和 Pierce [56] 对 由 任意 ARMA 过 程 所 得 ἃ Mh BX 
函数 推导 出 了 大 样本 的 方差 和 协 方差 、 他 们 并 证 明了 : 在 任何 情 
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况 下 对 于 低 阶 滞后 会 发 生 方差 减 小 ， 而 且 在 低 阶 滞后 的 rk(a) 可 
能 会 高 度 相关 , 尽管 如 此 , 这 些 影 响 在 高 阶 滞后 会 很 快 地 消失 . A 
此 ， 以 n-1/2 作为 reâ) 的 标准 差 会 低估 低 阶 滞后 时 自 相 关 对 零 
明显 偏离 的 统计 显著 性 ， 但 通常 可 以 对 一 般 和 较 高 的 滞后 使 用 . 

为 了 说 明 起 见 , 在 图 8.2 中 , 对 于 两 个 一 阶 自 回 归 过 程 和 两 个 
二 阶 自 回归 过 程 给 出 了 râ) 大 样本 的 一 倍 和 二 倍 的 标准 差 限 . 
它们 也 对 同样 参数 的 滑动 平均 过 程 提供 了 相应 的 近似 标准 差 (如 
图 8.2 所 示 ) . 

我 们 可 以 得 出 结论 : 除非 对 于 相当 高 的 滞后 ，n-12 应 被 视 为 
对 ri(&) 的 标准 差 提 供 了 一 个 上 界 ， 而 不 能 就 作为 标准 差 本 身 . 
如 果 对 于 低 阶 滞后 也 用 ni 作为 râ) 的 标准 差 ， 那 么 我 们 可 
能 严重 地 低估 明显 偏离 的 显著 性 . 


8.2.2 拟 合 不 足 的 一 揽 子 检验 


如 果 对 τκ(ᾶ) 不 是 去 单个 地 加 以 考虑 ， 比 如 ， 将 前 20 个 自 相 
关 函 数 作 为 一 个 整体 考虑 ， 通 常 还 需要 有 一 项 指标 来 指出 是 否 存 
在 模型 不 当 。 假 设 我 们 有 任意 ΑΒΜΑίρ,η) 模型 的 前 K 个 自 相 
Kr, (4)(kK=1,2,---,K), 那么 如 果 拟 合 模型 是 适合 的 ， 则 可 以 
证 明 |56] 


K 
Q=n ` πχ (8) (8.2.2) 


为 近似 的 x°(K —p—9) 22, 其 中 n= Ν- ἆ 是 用 于 模型 拟 合 的 
w 的 数目 。 另 一 方面 ， 如果 模型 是 不 适合 的 ， 则 8 的 平均 值 会 陡 
增 。 因此， 为 了 考虑 上 面 讨 论 的 问题 ,设计 出 了 一 种 对 模型 适当 
性 假设 的 近似 综合 检验 方法 ， 也 就 是 所 谓 的 “一 找 子 ”检验 ， 该 
检验 可 以 通过 观测 到 的 8 值 并 参照 χ’ 的 百分点 表 (如 第 五 部 分 
H FR) 而 进行 。 


9 这 里 假设 K 取得 足够 大 ， 从 而 记 为 形式 名.=6-!1(B)9(B)at=yw(B)ae 的 模 
型 中 的 权 数 ψ, 在 j=K 之 后 小 到 可 以 忽略 ， 


-363- 


但 是 ， Ljung 和 Βοχ[195] 曾 指 出 : 在 零 假 设 之 下 ， x? 分 布 
并 不 能 对 统计 量 8 的 分 布 提 供 足 够 的 近似 ， O 值 比 在 x? 分 布 
下 所 预期 的 略为 偏 小 。 Davies, Trigges 和 Newbold[78] 提供 的 经 
验证 据 支 持 上 述 观 点 。 由 此 ，Ljung 和 Box 给 出 了 对 上 面 统 计量 
的 一 种 修正 形式 (修正 的 Ljung-Box-Pierce 统计 量 ): 


K 
Q =n(n+ 2) >》 (η — k)~* rj, (a) (8.2.3) 
k=1 


该 修正 统计 量 的 均值 近似 为 已 @]~ 天 一 p 一 9 XÆ χῖκ-ρ- ᾳ) 
的 均值 。 (8.2.3) 得 到 改进 的 原因 在 于 : 对 于 来 自白 曲 声 序列 reâ) 
的 方差 而 言 , 更 精确 的 值 是 (n Κ)/η’, 而 不 是 1/n 。 一 揽 子 检验 
统计 量 的 修正 形式 被 建议 用 于 具有 典型 的 样本 容量 n, HERB 
分 布 非常 接近 于 x?(K 一 p 一 a) 分 布 的 情形 ， 当 然 ， Davies 等 人 
[78] 也 指出 ， Ο 的 方差 有 可 能 会 超过 相应 x? 分 布 的 方差 . 


对 序列 ο 拟 合 的 (0212) 模型 ”为 了 举例 说 明 一 揽 子 检验 
准则 (8.2.3), ZEA 8.1 中 列 出 了 由 IMA(0,2,2) 过 程 V?z = (1 -- 
0.13B —0.12B?)a, 得 出 自 相 关 7. (4) 的 前 25 个 值 ，(0,2,2) 是 在 第 
7 章 中 对 序列 C 拟 合 的 模型 之 一 。 因 为 有 n= 224 个 w, 所 以 单 
个 自 相关 的 标准 差 近似 上 界 为 1/V224 ~ 0.07. 与 该 标准 差 的 界 
限 相 比 ， 73(&) = 一 0.125,79(&) = —0.130, r11 (â) = —0.219, τιτ(ᾶ) 
= 0.153, r22(â) = 0.132, 以 及 τος(ἃ) = 一 0.127, 这 些 值 都 是 相当 大 
W. 当然， 即便 在 随机 序列 中 偶尔 也 会 出 现 大 的 偏差 ， 但 是 把 这 


表 8.1 对 序列 C 氢 合 模型 σ2οι = =(1-0.13B-0.12B")a; 
所 得 残 差 的 自 相 关 rk(G) 


e ma | fe πι» κ k 
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表 8.2 ”对 序列 Ο 拟 合 模型 (1-0.82B) Vz 所 得 残 差 的 自 相关 rk(G) 


站 | | na | 


些 结果 作为 一 个 整体 考虑 ， 就 必定 会 有 模型 拟 合 不 当 的 嫌疑 . 
为 了 作 更 正式 的 评价 ， 我 们 对 


(0.020)? Ν (0.032)? Ν (—0.127)? 


2 Vee) 4. 
= (224)(226) σος 222 199 


参照 自由 度 为 23 的 x? 4. 自由 度 为 23 的 x? 分 布 的 10% 和 5% 
点 分 别 是 32.0 和 35.2. 因此 ， 该 模型 的 恰当 性 存在 一 些 疑 问 。 


对 序列 ο 拟 合 的 (11.0) 模型 ”我们 在 第 7 章 中 确定 的 模 
型 (1- 0.82B)Vz = a, 对 序列 C 给 出 了 一 个 更 好 的 描述 ， 表 8.2 
中 给 出 了 该 模型 残 差 的 前 25 个 自 相 关 。 对 于 该 模型 有 Q = 
(225)(227) 527°, r2(a)/(225 — κ) = 31.3. 参照 自由 度 为 24 的 χ2- 
表 ， 说 明 没 有 理由 对 此 模型 质疑 . | 

基于 K = 25 个 残 差 自 相关 ， 表 8.3 对 于 表 7.11 中 拟 合 序列 
A 到 下 的 模型 概括 了 准则 @ 的 值 。 但是， 特别 对 于 长 度 较 短 的 
序列 ， 如 序列 已 和 了 , 建议 在 (8.2.3) 中 实际 采用 小 一 些 的 ΚΒ, 
因为 随 着 样本 长 度 n 的 增加 ， 涉 及 统计 量 Ω 分 布 的 渐 近 理论 也 
依赖 于 K 的 增加 (但 只 是 缓慢 的 ， 满 足 K/n 一 0) ( 见 8.2.4 节 来 
尾 的 有 关 讨 论 ) . 

考察 表 8.3 可 见 ， 只 出 现 两 个 @ 较 大 的 可 疑 值 ， 一 个 是 在 对 
序列 C 拟 合 (0,2,2) 模型 后 得 到 的 值 36.2, 对 此 我 们 已 作 过 讨论 . 
另 一 个 是 对 序列 B 拟 合 (0,1,1) 模型 后 得 到 的 值 8 = 38.8 。 由 于 
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表 8.3 对 序列 A 到 下 拟 合 各 种 模型 所 得 残 差 做 残 差 一 揽 子 检验 的 总 结 


Fr 自由 
列 n=N-d MARN ς ΔΚ 
Α 197 zt—0.92zt_1=1.45+a: —0.58a,_4 28.4 23 
196 V z:=a; —0.70a4—1 31.9 24 
B 368 wz 一 ai 一 0.09a ι 38.8 24 
C 225 V zt —0.82V z1 =at 31.3 24 
224 V? ze=a:—0.13a¢_1 —0.12a1-2 36.2 23 
D 310 Σι-- 0.872. 1Ξ1.17--αιε 1.5 24 
309 V2z4—a;—0.06a:_1 18.8 24 
E 100 2e—1.422z4_-14+0.372z,_2=14.35+4a, 26.8 23 
100 Ze—1.572¢-1+1.02z;_2—0.212z¢-3=11.31+a; 20.0 22 
Ε 70 Ze+O0.34z,_ 1—0.192z,_2=58.87+4; 14.7 23 


自由 度 为 24 的 x? 分 布 5% 和 10% 点 分 别 为 36.4 和 39.3, RE 
味 着 某 些 模型 是 不 恰当 的 。 我 们 在 下 一 节 中 将 讨论 这 种 不 当 的 可 
能 特征 . 


8.2.3 参数 值 改变 引起 的 模型 不 当 


可 以 想象 ， 若 模型 形式 保持 不 变 ， 但 在 很 长 的 时 间 范 围 内 模 
型 的 参数 改变 了 ， 由 此 而 发 生 的 是 模型 不 当 的 一 种 重要 形式 . 对 
于 IBM 股票 拟 合 的 (0,1,1) 模型 ， 用 这 种 方式 来 解释 模型 可 能 的 
不 当 是 有 根据 的 . 

表 8.4 给 出 了 分 别 对 序列 B 的 前 半 部 分 . 后 半 部 分 以 及 整个 序 
列 拟 合 (0,1,1) 过 程 所 得 的 结果 . AA 和 λ9) 表示 从 两 个 部 分 所 
得 的 估计 值 , 我 们 发 现 AD -AD 的 标准 差 是 V(0.070)? + (0.074)? 
= 0.102 . 因为 差 值 为 Ad) — A(2) = 0.26, 它 是 标准 差 的 2.6 倍 ， 所 
以 看 来 很 可 能 和 真 的 发 生 了 变化 。 对 @ 的 考察 表明 ， 对 于 不 同 
时 间 段 的 参数 作 适当 修改 后 的 (0,1,1) 模型 可 以 更 确切 地 解释 这 
AEA., REDE ὁ; 的 估计 结果 也 显著 表明 ， 序 列 两 部 分 之 间 
的 波动 程度 确实 发 生 了 变化 。 根据 对 数据 的 更 进一步 考察 ， 序 列 
特征 的 变化 大 约 发 生 在 时 刻 上 = 236 附近 . 
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表 8.4 ”对 序列 Β 的 前 半 部 和 后 半 部 拟 合 (0,1,1) 模型 对 比 


n 6 λ-1--6 ™ δ: o ΗΕ 
前 半 部 184 -0.29 1.29 +0.070 26.3 24.6 24 
后 半 部 183 -0.03 1.03 +0.074 77.3 37.1 24 
整体 368 -0.09 1.09 +0.052 52.2 38.8 24 


8.2.4 用 于 模型 检验 的 得 分 检验 


作为 模型 检验 中 直接 使 用 过 拟 合 方法 的 替代 , 还 可 以 使 用 La- 
grange 乘 子 检验 或 得 分 检验 方法 ， 这 种 方法 与 一 的 子 检 验方 法 
联系 紧密 。 一 般 的 比值 检验 方法 由 Silvey[179] 给 出 ， 该 方法 在 
ARIMA 模型 中 的 应 用 Godfrey[96],Poskitt #1 Tremayne(159] 都 曾 
讨论 过 。 得 分 检验 在 计算 上 的 优势 在 于 它 仅 要 求 被 检验 的 零 模 型 
中 参数 的 极 大 似 然 估 计 ， 但 得 到 的 检验 却 渐 近 等 价 于 直接 由 过 拟 
合 模型 得 到 的 似 然 比 检验 。 而 且 该 检验 的 统计 量 很 容易 计算 ， 它 
的 形式 为 样本 数目 m 乘 以 由 特定 “辅助 ” 回归 决定 的 一 个 系数 . 

因此 ,假设 已 对 观测 必用 ML 估计 了 一 个 ARMA(p,9) 模型 ， 
通过 检验 零 模型 与 对 立 的 备 择 模型 ARMA(p+r,9) 或 ARMA(P, q+ 
τ), 我 们 希望 评价 模型 的 恰当 性 . 即 对 于 备 择 模型 ARMA(p+7,Q), 
检验 Ho: p1 = = ppr =0, 而 对 备 择 模型 ΑΒΜΑίρ, α 1- τ), 检 
验 Ho: O41 二 '… = 二 064r 二 0 。 得 分 检验 方法 是 建立 在 对 数 似 然 
晴 数 一 阶 偏 导 数 (或 对 数 似 然 函 数 的 得 分 ) 的 基础 上 的 ， 似 然 函 
数 关于 备 择 模型 进行 计算 ， 但 它 是 在 零 模 型 下 所 得 ML 估计 处 取 
值 。 对 数 似 然 函 数 通常 给 出 为 != —(n/2) In(o2) —(1/202) 7? . 
于 是 ，! 关于 参数 (4.0) 的 偏 导数 为 


al 1 = Oat 


δῷ; ~~ 03 2 δν 


@ t=] 


al 1 z Ga; 


— 


56, "σὲ 2 δρ," 


a i=l 4 
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与 (7.2.9) 和 (7.2.10) 中 一 样 ， 我 们 有 


这 里 ， wt 6”1(Β)ῶι = ¢ 1(Β)αι, Ru = 一 0 1(B)at 。 对 零 模 
型 进行 ML WA BSR a 给 出 如 下 : 


Pp q 
一 ὁιῶι; 十 》 jG; (t= 1,2,--- , 1) 
j=1 j=1 


在 零 模 型 的 ML 估计 下 取 值 的 wi 与 ve 可 以 弟 推 地 计算 例如 初 
ETRAF, ERAN 


Ut = Wr + 61 us 1 十 ……… 十 6jUt—q 
vt = --ᾱι + θιυι ι 十 … 十 bui_4 
关于 所 有 模型 参数 一 阶 偏 导数 的 得 分 向 量 可 表示 为 
δι ly | 
86 = σὰ * a (8.2.4) 
这 里 ， a= (αι, n. ,an) X 是 nx (pt+qtr) 阶 和 矩阵 ， 在 ARMA(p+r, 
ᾳ) 备 择 的 情形 ， 该 矩阵 的 第 t 行 是 (uris **, Ut—p—r, Vt—1; ον vt—a)) 
而 在 ARMA(p, qtr) 备 择 的 情形 ᾿ 35 t 行 是 (ue-1 y ty Ut—p, Ὅι- 1) 
M-g-r). TÆ, 8 (7.2.17) RW, AF β 的 大 样本 信息 阵 可 以 由 
ôI X'X 一致 地 估计 ， 这 里 aan a = n 1ᾶ, 因此 ， 检 验 
附加 的 7 个 参数 等 于 0 的 得 分 检验 统计 量 为 
a X(X'X) Xa 
一 — a 
Godfrey[96] 指出 ， (8.2.5) 中 统计 量 的 计算 可 以 解释 为 等 于 由 辅 
BEHSE PA EBURA n 倍 ， 也 就 是 ， 若 备 择 模型 为 
ARMA(p+ r,q), 我 们 考虑 辅助 回归 方程 


bt = Auty +: + Op+rUt-p-r t βιυι..1 +°- + Bava ει 


(8.2.5) 
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而 当 备 择 模型 为 ARMA(p,g 十 7) 时 ， 我 们 考虑 回归 方程 
at = Q1Ut-1 十 … + QpUt—p 十 βιυι..1 +--+ Ba+rYt-q-r + έι 


用 ἓι 表示 该 回归 方程 普通 最 小 二 乘 估计 的 残 差 那么， 由 (8.3.5) 
ait, A 实质 上 可 以 表示 为 


EE ἂν 对 ut 和 Ue; 作 回 归 所 确定 系数 的 n 倍 .在 拟 合 ARMA(p, 
9) 模型 是 正确 的 零 假设 之 下 ， 统 计量 A 具有 自由 度 为 τ 的 渐 近 
x? 分 布 , 对 于 大 的 A 值 , 零 模型 被 拒绝 并 认 其 为 不 当 , 正如 God- 
frey[96] 和 其 它 人 所 指出 的 , 车 通过 得 分 检验 方法 对 零 模型 拒绝 ， 
但 这 并 不 能 作为 采纳 具体 备 择 模型 的 依据 ， 它 只 能 作为 拟 合 模型 
不 恰当 的 证 据 . 与 此 相应 地 ， 可 以 感到 应 该 有 一 种 推广 形式 的 得 
分 检验 方法 ， 它 具有 相当 的 效力 去 检验 拟 合 模型 中 的 不 恰当 性 ， 
甚至 当 正 确 的 模型 不 是 备 择 假 设 下 的 特定 形式 ， 这 种 检验 方法 仍 
然 有 效 。 特别 地 ， 例 如 Poskitt 和 Tremayne[159] 证 明了 ， 针 对 
备 择 模 型 ARMA(p +r, q) 的 得 分 检验 渐 近 等 价 于 针对 备 择 模 型 
ARMA (p,q +r) 的 检验 。 因 此 ， 得 分 检验 方法 对 于 备 择 假设 下 特 
定 的 具体 模型 是 不 敏感 的 ， 但 是 ， 该 检验 的 实现 当然 会 依赖 于 特 
定 附加 参数 个 数 τ 的 选择 . 

我 们 还 注意 到 得 分 统计 量 A 的 另 一 种 形式 . 利用 ML 估计 方 
法 ， 可 知 一 阶 偏 导数 O1/0¢d;, 7 = 1,--- p 及 olaj = 1,:… ,gq 
在 ML 估计 值 处 取 值 皆 为 零 ， 因 此 ， 得 分 向 量 81/8p 在 零 模型 的 
ML 合计 处 取 值 时 ,只 包含 7 个 非 零 元 素 , 它们 是 关于 备 择 模型 
个 附加 参数 的 偏 导数 . 因此 (8.2.5) 中 的 得 分 统计 量 也 可 被 看 作 是 
这 "个 非 零 值 的 二 次 型 ， 当 在 零 模型 下 所 得 ML 估计 处 取 值 时 ， 
这 个 二 次 型 的 矩阵 是 这 r 个 得 分 值 协 方差 阵 之 逆 的 相合 估计 。 由 
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于 这 7 个 得 分 值 在 零 模 型 下 是 均值 为 零 的 渐 近 正 态 分 布 ， 因 此 容 
易 看 出 ， 在 零 假设 下 渐 近 x*(7) 分 布 也 是 正确 的 。 Newbold[150] 
还 指出 ， 针 对 7 个 附加 参数 备 择 假设 的 得 分 统计 检验 方法 ， 与 建 
立 在 前 7 个 拟 合 模型 残 差 自 相关 nâ) 之 上 的 适当 统计 量 是 密切 
相关 的 .在 前 > 个 残 差 自 相关 中 ， 检 验 统 计量 基本 是 二 次 形式 ， 
但 是 ， 比 (8.2.2) 中 一 揽 子 检验 统计 量 的 形式 要 复杂 一 些 。 作 为 简 
明 的 示例 ， 假 设 拟 合 模型 和 零 模型 是 纯 AR) 模型 ， 而 在 得 分 
检验 方法 中 的 备 择 模型 是 ARMA(p,7) 模型 。 于 是 由 前 述 可 得 变 κ 
ΒΒ Ut 等 于 —Ât—j» 这 是 因为 在 零 模型 假设 下 θ(Β)Ξι. 因此 ， 
(8.2.4) 中 得 分 癌 量 的 非 零 元 素 等 于 n 乘 以 拟 合 模型 的 前 τ 个 残 
差 自 相关 71(6),… ,7r(&), 从 而 直接 可 以 看 出 得 分 检验 统计 量 就 
是 这 前 7 个 残 差 自 相 关 的 二 次 型 。 鉴 于 与 其 它 因素 之 间 的 联系 ， 
Ljung|[137] 建议 当 用 于 模型 检验 时 ， 在 (8.2.3) 中 修正 的 一 揽 子 检 
验 统计 量 应 采用 相对 较 小 的 ΚΒ (例如 K= 5). 


8.2.5 累积 周期 图 检验 


在 某 些 场合 ， 特 别 是 在 第 9 章 所 讨论 的 季节 时 间 序 列 拟 合 
中 , 慌 怕 很 可 能 会 未 充分 考虑 到 序列 的 周期 特性 , 因此 , 我 们 应 注 
意 残 差 中 的 周期 性 。 自 相关 函数 对 于 这 类 从 随机 状态 的 偏离 并 不 
能 给 出 灵敏 的 指示 ， 因 为 周期 效应 本 身 常常 融会 在 自 相 关 之 中 . 
而 另 一 方面 ， 周 期 图 就 是 为 检验 在 白 噪声 背景 下 周期 波形 的 模式 
而 设计 的 . 

正如 2.2 节 中 所 定义 的 ， 一 个 时 间 序 列 at = 1,2,--- nr 的 
周期 图 是 


I(fi) = i (Sector ) + [Σ«κκώκλο) | (8.2.6) 


其 中 fi=i/n 为 频率 . 因此 周期 图 是 把 of 和 不 同 频率 的 正弦 和 余 
弦 波 相 联系 的 一 种 工具 。 在 残 差 中 若 含 给 定 的 频率 ， 则 在 该 频率 
上 相应 的 正弦 或 余弦 波 会 使 波形 增强 ， 从 而 产生 大 的 工 户 ) 18. 
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累积 周期 图 Bartlett[26] 已 经 证 明了 (也 可 见 [122]), 累积 
周期 图 为 非 随 机 的 周期 检测 提供 了 有 效 的 工具 。 白 噪声 的 功率 谱 
p(f) 在 0 到 0.5 周 的 频率 区 域 上 都 具有 常 值 202 。 因 此 ， 白 噪声 
的 累积 功率 谱 


f 
Ps) = | plojas (8.2.7) 


对 f 作 图 就 是 从 (00) 到 (0.5,c2) 的 直线 ， 即 P(f)/o2 是 一 条 从 
(0,0) 到 (0.5,1) 的 直线 。 如 2.2.3 节 所 述 ， If) 给 出 了 频率 了 处 
功率 谱 的 估计 。 Bsc ΓΕ, HFARRFA EJU) = 207, 因此 估计 
是 无 偏 的 。 故 UYE) 给 出 了 积分 功率 谱 的 无 偏 估计 ， 且 


σα) = ΠΧ; (8.2.8) 


是 P(f,;)/o2 的 估计 ,其 中 s? 是 o2 的 估计 . BAN CF) 为 归 一 
化 的 累积 周期 图 . 

现在 ， 如 果 模 型 是 恰当 的 且 参 数 精 确 地 已 知 ， 那 么 ，a 就 可 
以 从 数据 算出 ， 并 得 到 一 个 白 噪声 序列 。 对 于 和 白 噪声 序列 来 说 ， 
Ci) 对 于 fi 的 图 将 会 散布 在 连接 点 (0,0) 和 (0.5,1) 的 直线 附 
近 . 另 一 方面 ， 模 型 不 恰当 将 会 产生 非 随机 的 a, 累积 周期 图 就 
会 表现 出 对 上 述 直 线 的 系统 偏离 。 特 别 地 ，a 的 周期 性 会 导致 
I(f;) 产生 一 系列 相 邻 的 大 值 . 这 些 大 的 纵 坐 标 值 在 C( 方 ) 中 相互 
加 强 ， 从 而 相对 于 预期 的 直线 形成 一 个 隆起. 

事实 上 ， 我 们 并 不 知道 参数 的 精确 值 ， 仅 知道 其 估计 值 .我 
们 没有 a 只 有 估计 的 残 差 a 。 然 而 对 于 大 样本 来 说 ， 6 和 a 的 
周期 图 具有 相似 的 特征 ， 因 此 ， 仔 细 考 察 8 的 周期 图 能 够 提供 有 
用 的 补充 诊断 检验 ， 这 种 方法 特别 可 以 指出 考虑 不 当 的 周期 性 . 


例 :序列 C 我 们 已 经 知道 序列 C 用 下 面 的 (1,1,0) 模型 可 
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(b) (0,2,2) 阶 模型 
8.3 ”序列 C: 最 佳 氢 合 过 程 残 差 的 累积 周期 图 
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以 很 好 地 拟 合 : 
(1 — 0.82B)Vz% = at 


而 用 IMA (0,2,2) 模型 
V2z = (1 — 0.13B — 0.12B")a, 


就 稍 差 一 些 ， 但 它 与 前 一 模型 几乎 是 等 价 的 . 我 们 对 序列 C 拟 合 
不 恰当 的 IMA(0,1,1) 模型 


ναι = (1 — 9B)z 


然后 分 析 残 差 a 看 到 底 会 发 生 什么 ， 由 此 来 说 明 累 积 周期 图 检 
验 . 

当 模 型 被 如 此 限定 时 ， 我 们 求 出 θ 的 最 小 二 乘 估计 是 -0.65. 
该 模型 残 差 的 归 一 化 累积 周期 图 在 图 8.3(a) 中 给 出 .通过 对 图 形 
的 考察 显然 可 知 ， 累 积 周期 图 呈现 出 对 线性 的 明显 偏离 。 这 些 偏 
离 在 低频 处 非常 明显 ， 在 本 例 中 由 于 差分 不 足 出 现 这 种 情况 是 可 
以 料想 的 . 图 8.3(b) 对 拟 合 最 好 的 IMA(0,2,2) 过 程 给 出 了 相应 的 
图 形 。 这 时 ， 累 积 周期 图 的 点 更 紧密 地 素 集 在 期 望 直线 附近 ， 但 
是 ， 正 如 我 们 在 图 8.3(b) 中 所 见 ， 还 有 其 它 迹 象 显示 出 该 模型 的 
AR ZA. 

在 图 上 既 标 明 周 期 也 标明 频率 , 这 是 很 方便 的 , 这 样 是 为 了 当 
残 差 包含 周期 而 出 现 隆起 时 便于 识别 。 例 如 在 月 度 销售 数据 中 ， 
隆起 靠近 周期 12,24,36 等 等 ， 这 表明 对 季节 影响 考虑 不 当 ， 

累积 周期 图 和 积分 谱 之 间 的 概率 关系 与 经 验 累 积 频率 函数 
和 累积 分 布 函数 之 间 的 关系 完全 一 样 。 正 因 如 此 ， 我 们 可 以 利用 
Kolmogorov-Smirnov 检验 [99] 判断 周期 图 对 于 预期 a, HARA 
情形 的 偏离 。 利用 这 一 检验 ， 我 们 可 以 在 理论 直线 附近 设置 概率 
R, ara 为 白 噪 声 时 ， 周 期 图 相对 于 理论 直线 的 偏离 ， 仅 以 
指定 概率 越过 此 界限 。 然 而 ， â EWAH, MIR as 故 可 知 
即使 模型 是 正确 的 ， ἀ, 也 不 是 精确 的 白 品 声 过 程 。 因 此 ， 作 为 


χο. 


模型 不 恰当 性 的 检验 ， Kolmogorov-Smirnov 概率 限 的 应 用 只 能 
指出 近似 的 概率 值 。 然 而 ， 给 出 累积 周期 图 上 的 概率 限 是 有 意义 
的 ， 因 为 它 提 供 了 粗略 的 指向 一 什么 样 的 偏离 应 视 为 可 疑 ， 什 
么 样 的 偏离 要 进一步 注意 . 

对 于 真正 随机 的 序列 ， 上 述 概率 限 将 会 以 时 间 的 比例 e 被 越 
过 。 它们 画 在 理论 直线 上 、 下 方 距 离 为 土 Ke/Va tt, KE, Β τ 
为 偶数 ， 9 = (n 一 2)/2; An ABM, gq=(n-1)/2. 358.543 
出 了 Ke 的 近似 值 . 

表 8.5 对 于 累积 周期 图 计算 近似 概率 限 的 系数 


ε 0.01 0.05 0.10 0.25 
K: 1.63 1.36 1.22 1.02 


对 于 序列 C 来 说 ， g = (224 一 2)/2 = 111, 在 图 8.3 PRE 
的 5% 概率 限 从 理论 直线 的 偏离 值 1.36111 = 士 0.13 。 与 此 类 
似 ， 2555 概率 限 的 偏离 值 为 土 1.02V111 = 150.10. 


结论 前 文 所 述 检验 方法 都 有 各 自 的 优点 和 缺点 。 建 立 在 考 
察 自 相关 函数 估计 值 和 累积 周期 图 基础 上 的 检验 方法 ， 虽 然 能 够 
指出 序列 不 容 置疑 的 特性 ， 但 可 能 并 不 十 分 灵敏 。 过 拟 合 方法 对 
于 特定 偏差 的 检验 更 灵敏 一 些 ,但 它 无 法 提防 一 些 意 外 的 麻烦 . 


8 .3 利用 残 差 修正 模型 
8.3.1 使 用 不 正确 模型 时 残 差 的 相关 特征 


当 某 个 拟 合 模型 的 残 差 自 相关 函数 表明 模型 不 恰当 时 ， 就 必 
须 考虑 应 该 如 何 对 模型 进行 修正 .在 8.3.2 节 中 我 们 说 明了 如 何 
利用 残 差 自 相关 给 出 修正 方案 .作为 介绍 ， 我 们 考虑 拟 合 不 正确 
的 模型 对 残 差 自 相 关 的 影响 ， 

假设 正确 的 模型 是 


φ(Β)ῶι = θ(Β)αι 
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而 所 采用 的 不 正确 模型 是 
οί Βγῶ, = θο(Β)ὸι 
于 是 不 正确 模型 的 残 差 是 相关 的 ， 并 且 因 为 
δι = 03 (Β)θ(Β)φοίΒ)Φ-!(Β)α. (8.3.1) 
所 以 5 的 自 协 方差 生成 函数 为 
02(051(B)651(F)6(B)O(F)¢0(B)bo(F)$'(B)o (F)] (8.3.2) 


例如 ， 假 设 在 IMA(0,1,1) 模型 中 ， 我 们 用 某 个 其 它 的 bo E 
来 代替 正确 的 0 值 . 那么 残 差 将 服从 下 面 的 (1,0,1) 阶 混合 过 程 


(1 一 0o Β)δι 一 (1 一 θβ)αι 
利用 (3.4.8), 我 们 有 | 


_ (1 — 66) (80 — ϐ) 
Pı T+ 6 — 266, 
pi = p16, * (7 = 2,3,---) 


例如 ， 假 设 在 IMA(O,1,1) 过 程 中 ， 
V zt = (1 一 θβ)αι 
当 正 确 值 为 6= 0 时 ， 我 们 取 9 = 0.8 。 于 是 有 


θα --0.8 ; 6-- 0.0 
pı = 0.8 9 p; 一 0.87 


Al, ὁ RAK, HW E Bae 


(1 — 0.8B)b; = αι 
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8.3.2 利用 残 差 修 正 模型 
假设 ， 来 自 模型 
do(B)Vaz = θο(Β)δι (8.3.3) 


的 残 差 b 显示 出 非 随 机 性 。 利用 δι WBA ΡΑΣ, WAR 6 
章 的 方法 来 对 序列 bi 识别 模型 


4(B)Vab = θ(Β)α, (8.3.4) 
用 (8.3.3) 和 (8.3.4) 消去 δι, 我 们 得 出 一 个 新 的 模型 
¢o(B)$(B)V” Vz = θρίΒ)θί Β)αι (8.3.5) 


现在 即 可 对 该 模型 进行 拟 合 及 诊断 检验 . 
例如 ， 一 个 序列 被 错误 地 识别 为 IMA(0,1,1) 过 程 ， 经 拟 合 给 
出 模型 


再 假设 对 残 差 序列 识别 出 模型 
Vb; = (1 —0.8B)a, (8.3.7) 


那么 ， 由 (8.3.6) Al (8.3.7) 消去 bi, 我 们 将 得 到 
V?z, = (1 — 0.2B — 0.48 B? Ja; 


这 表明 现在 我 们 应 该 接受 一 个 ΙΜΑ(Ο,2,2) $E. 
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在 第 3 章 到 第 8 章 中 ， 我 们 考虑 了 一 类 线性 随机 模型 的 性 
质 ， 它 们 对 于 描述 平稳 和 非 平 稳 时 间 序 列 是 有 意义 的 ， 并 且 我 们 
还 看 到 了 怎样 用 这 些 模型 来 预报 。 随 之 ， 我 们 考虑 了 将 这 些 模 型 
与 实际 数据 相 联系 时 产生 的 识别 、 拟 合 及 诊断 检验 等 实际 问题 。 
在 这 一 章 中 ,我 们 将 运用 这 些 方法 来 分 析 和 预报 季节 序列 ， 同 时 
也 提供 了 一 个 机 会 ， 使 我 们 得 以 说 明 如 何 将 前 几 章 的 方法 运用 于 
当前 ， 


91 季节 时 间 序列 的 简约 模型 


图 9.1 给 出 了 1952,1953 和 1954 年 的 国际 航线 旅客 总 数 ， 这 
是 Brown[64] 引用 的 一 个 长 序列 (12 年 的 数据 ) 中 的 一 部 分 ， 并 
作为 序列 G 列 在 本 书 第 五 部 分 的 “时 间 序列 汇集 ”中 。 该 序列 呈 
现 明显 的 季节 模式 ， 因 为 旅行 在 夏季 的 月 份 达到 最 高 峰 ， 而 第 二 
高 峰 出 现在 春季 . 许多 其 它 序列 ， 特 别 是 销售 数据 ， 也 呈现 出 类 
似 的 季节 特征 . 

通常 ， 在 一 个 序列 中 ， 若 经 过 s 个 基本 时 间 间 隔 后 呈现 出 相 
似 性 ， 我 们 就 说 序列 表现 出 以 s 为 周期 的 周期 特性 .在 前 面 的 例 
子 中 ,基本 时 间 间 隔 为 1 个 月 ， 周 期 为 12 个 月 。 当然， 也 会 出 现 
s 取 其 它 值 的 例子 。 例 如 ， 对 于 在 一 年 中 显示 出 季节 影响 的 季度 
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9.1 国际 航线 旅客 总 数 (是 序列 G 的 一 部 分 ， 单 位 ， 千 人 ) 


数据 ， 有 s = 4 。 有 时 也 可 能 发 生 不 止 一 个 周期 的 情况 。 下面 就 
是 这 种 情形 ， 由 于 帐 单 往往 是 按 月 支付 的 ， 所 以 我 们 可 以 料想 ， 
一 个 银行 每 周 所 做 的 业务 会 在 月 度 内 显示 出 s = 4 的 周期 ， 但 月 
度 业 务 会 显示 出 s = 12 的 周期 . 


9.1.1 拟 合 与 预报 


以 往 对 时 间 序 列 分 析 中 的 一 个 缺陷 就 是 ， 对 一 个 时 间 序 列 进 
行 拟 合 与 对 其 进行 预报 二 者 之 间 的 混淆 .。 例如， 假设 一 个 时 间 序 
列 在 茶 个 特定 时 期 呈现 增长 趋势 ， 同 时 也 服从 某 种 季节 模式 。 一 
种 通常 的 分 析 方 法 就 是 主观 地 把 这 个 序列 分 为 三 个 分 量 ，“ 趋 势 
PE” “STR” ”和 “随机 分 量 ”。 趋 势 可 以 用 一 个 多 项 式 来 
We, 季节 分 量 用 Fourier US. 然后 ,进行 预 报 是 用 这 些 拟 合 函 
数 推算 出 的 . 

这 种 方法 可 能 会 给 出 极其 错误 的 结果 . 例如， 我 们 已 经 知道 
IBM 股票 价格 (序列 B) 的 特征 可 由 随机 游 动 模型 Vz, = αι 来 很 
好 地 近似 ， 即 为 


t—1 
2ι = z0+ > a; | (9.1.1) 
420 
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这 意味 着 All) = zt 。 换言之 , 股票 未 来 价格 最 好 的 预报 值 非常 接 
近 于 今天 的 价格 。 从 序列 的 短期 数据 来 看 ， 似 乎 它们 确实 可 以 用 
二 次 曲线 来 拟 合 。 但 这 只 是 反映 了 随机 偏离 有 时 确实 会 表现 出 的 
性 质 。 然而， 使 用 二 次 的 预报 函数 是 没有 根据 的 ， 这 将 会 得 出 很 
坏 的 预报 值 . 当然 , 那些 可 以 作出 物理 解释 的 真正 的 系统 影响 ,应 
该 通过 在 模型 中 引入 一 个 恰当 的 确定 性 分 量 而 加 以 考虑 。 例 如 ， 
假 者 已 知 热量 被 稳定 地 加 到 一 个 系统 上 ， 那 么 ， 就 可 以 在 随机 分 
量 之 外 增加 一 个 恰当 的 时 间 确 定性 函数 ， 以 此 来 明确 地 解释 因 加 
热 而 导致 的 温度 升 高 。 


9.1.2 包含 自 适 应 正弦 、 人 余弦 项 的 季节 模型 
通常 的 线性 模型 为 


Zt 一 pL 十 αι = ὃ φιαι-/ αι (9.1.2) 
j=l ; 
系数 π; Ad; 取 恰当 的 值 就 完全 足以 描述 许多 季节 时 间 序 列 。 问 
题 在 于 要 为 这 种 模型 选择 一 个 简约 参数 的 适当 系统 . 正如 我 们 前 
面 所 到 的 ， 这 并 不 是 一 个 数学 问题 ， 而 是 如 何 更 好 地 表现 址 务 的 
问题 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 我 们 只 能 在 实际 的 时 间 序 列 上 试验 一 些 
方法 ， 并 发 展 那些 看 来 是 富有 成 效 的 概念 。 
我 们 已 经 看 到 ， 对 于 非 季节 性 的 时 间 抒 列 ， 可 以 得 到 一 个 有 
用 且 简 约 的 表达 式 ， 其 形式 为 


此 外 ， 广 义 自 回 归 算 子 p(B) 决定 了 最 终 预 报 函 数 ， 它 是 如 下 差 


分 方程 的 解 : 
| (Β)2ι(1) = 0 


这 里 ， B 理解 为 作用 在 ! 上 的 运算 . 在 描述 季节 特性 时 ， 我 们 想 
为 预报 卫 数 找 出 一 种 季节 模式 . 我 们 首先 想到 的 就 是 p(B) 可 以 
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生成 一 个 这 样 的 预报 函数 ， 它 由 正弦 和 余弦 混合 组 成 ， 并 且 还 可 
能 混 有 多 项 式 ， 因 而 容许 序列 水 平 的 改变 以 及 周期 模式 的 变化 . 
这 样 的 预报 函数 能 够 完全 自然 地 出 现在 一 般 模 型 (9.1.3) 的 结构 
中 . 例如 ， 对 于 月 度数 据 ， 某 个 预报 函数 是 以 12 个 月 为 周期 的 正 
i, MMAR ERAN, ΤΠΊΒΡΕ RCH EAH 


(1-- V3B + B?)z,(1) -- 0 


这 里 ， 将 B 理解 为 作用 在 1! 上 的 运算 。 然而， 周 期 特性 并 不 一 定 
能 用 正弦 和 余弦 的 混合 作出 简约 的 表示 。 例如 ， 为 了 描述 受 圣 诞 
节 ， 复 活 节 以 及 其 它 季节 性 购买 的 销售 额 ， 将 需要 许多 项 正弦 - 
余弦 分 量 。 考 虑 一 个 极端 情形 ; 英国 的 烟花 销售 量 很 大 程度 局 限 
在 11 月 5 日 之 前 的 几 个 星期 ， 因 为 这 时 要 庆祝 Guy Fawkes 爆炸 
国会 楼 企图 的 失败 。 打 算 直 接 用 正弦 和 余 驼 来 描述 烟花 销售 量 的 
“is ”可 能 是 无 益 的 ， 对 这 一 问题 显然 需要 更 仔细 地 考虑 ， 

从 先前 的 分 析 中 可 知 ， 我 们 没有 必要 去 估计 p(B) 的 所 有 分 
量 . 当 需 要 d 次 差分 以 达到 平稳 时 , 我 们 记 为 p(B) = φ(Β)ί(1-- ΡΒ), 
这 相当 于 设 定 方程 p(B) = 0 的 d 个 根 等 于 1. 车 这 样 的 表达 式 
被 证 明 是 合适 时 ， 我 们 就 可 以 接 下 去 对 w = Viz 做 较 简 单 的 分 
H. 这 样 , 我 们 使 用 了 Y = 1- 妃 作为 简化 算 子 . 在 其 它 问题 中 , 可 
能 不 同 种 类 的 简化 算 子 是 适用 的 。 例如 ， 供 热 的 燃油 耗 量 极 大 地 
依赖 于 周围 环境 的 温度 ， 由 于 地 球 围绕 太阳 旋转 ， 因 此 可 知 环境 
温度 近似 地 服从 周期 为 12 个 月 的 正弦 波 . 在 分 析 燃 料 油 的 销售 量 
时 , 引入 1-V3B+B? 作为 简化 算 子 可 能 是 合理 的 , 该 算 子 构成 了 
广义 自 回 归 算 子 p(B) 有 供 献 的 一 个 分 量 。 如 果 这 样 的 表达 式 被 
证 明 是 有 效 的 , 那么 , 我 们 接 下 来 就 可 以 对 w: = (1-V3B4+ B?)z 
做 简单 的 分 析 。 我 们 注意 到 ， 这 个 算 子 是 齐 次 非 平稳 的 变形 ， 且 
在 单 为 圆 上 有 零点 e+(3"/12) . 


9.1.3 一 般 的 乘积 季节 模型 
简化 算 子 ,1 一 8B 关于 周期 为 s 的 季节 时 间 序 列 有 一 个 基本 
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BS, AANA s 的 观测 值 是 相似 的 。 因 此 ， 可 以 指望 
BF D2 τσι. 将 会 在 季节 序列 的 分 析 中 起 重要 作用 ， 而 且 ， 
因为 在 序列 22, zta zs 中 可 望 会 有 非 平稳 性 ， 因 此 简化 算 
T Vaz = (1 — Β’}2ι = Zt Zt—s 可 能 是 有 用 的 ， 稳定 的 非 平稳 算 
Ἔι-Β’ 有 s 个 零点 ei(2"K/s)(k =0,1,--- ,s 一 1), 均匀 地 分 布 在 
单位 圆 上 。 另外， 最 终 预报 函数 满足 (1 一 Β')2ι({) = 0, 因而 可 以 
(但 不 是 必须 ) 用 完全 互补 的 正弦 和 余弦 来 表示 : 


人 _ (t) [s/2] μ8) 2πἠΐἱ (t) _; 2rjl 
2ε({) = ὃς +2 11 COS — + b3; sin -- 


这 里 b 是 适应 系数 ， 若 s ABR, [3/2] = 3s; Hs HAR, 
[8/2] = {5 -1). 


乘积 模型 ”假设 有 一 个 显示 出 季节 特性 且 周 期 为 已 知 的 序 
列 ， 我 们 把 数据 安排 成 含 列 的 表格 形式 ， 这 样 做 是 很 有 意义 
的 ， 如 表 9.1 所 示 ， 该 表 中 所 列 是 取 对 数 后 的 航空 线 旅客 数据 . 
对 于 季节 数据 来 说 挑选 适当 的 变换 需要 特别 小 心 . 在 这 个 例子 中 
( 见 9.3.5 节 ), 对 于 数据 的 分 析 支 持 使 用 对 数 变换 。 表 9.1 的 安排 
是 为 了 强调 这 样 的 事实 ， 对 于 周期 性 数据 重要 的 时 间 间 隔 不 是 一 
个 , 而 是 两 个 . 对 这 个 例子 来 说 , 这 两 个 时 间 间 隔 对 应 于 月 和 年 ， 
AUK, WF: (a) 在 特定 年 份 中 连续 月 份 的 观测 值 ， (b) 在 
连续 年 份 中 同一 月 份 的 观测 值 ， 我 们 希望 在 这 些 数据 之 间 都 有 联 
系 发 生 。 这 种 情形 有 些 象 双重 方差 分 析 模 型 ， 可 以 料想 同一 列 的 
观测 和 同一 行 的 观测 都 有 相似 性 . 

参考 表 9.1 中 的 航空 旅客 数据 ， 季 节 效 应 意味 着 某 一 特定 月 
份 的 观测 值 ， 例 如 4 月 ， 与 以 往 4 月份 的 观测 值 是 相关 的 .假设 
第 t 个 观测 值 z 就 是 4 月 份 的 值 ， 我 们 可 以 通过 如 下 形式 的 模 
型 将 该 观测 值 与 以 往 4 月 份 的 观测 值 联系 起 来 ， 


6(B°)VP x = Θ(Β")αι (9.1.4) 
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表 9.1 国际 航空 旅客 月 度 总 数 (FAH) 的 自然 对 数 (序列 G) 


1949 
1950 
1951 
1952 
1953 
1954 
1955 
1956 
1957 
1958 
1959 
1960 


1949 
1950 
1951 
1952 
1953 
1954 
1955 
1956 
1957 
1958 
1959 
1960 


XE s= 12,V, = 1 - B’,O(B*) 和 Θ(Β’) FH Β’ K P KMQ 
次 多 项 式 且 满足 平稳 和 可 逆 性 条 件 。 与 此 类 似 ， 模 型 
6(B°)\VP zi = Θ(Β7)αι..Ι 

可 以 用 来 把 当前 3 月 份 的 特征 和 以 往 3 月 份 的 观测 值 相 联系 ， 如 


此 等 等 ,对 于 12 个 月 中 的 每 一 个 月 都 可 以 这 样 做 。 并 且 ， 假 设 在 
这 些 月 度 模 型 中 所 含 参 数 Φ 和 9 对 每 个 月 都 近似 相等 ， 这 种 假 


1 月 
4.718 
4.745 
4.977 
5.142 


5.218: 


5.318 
5.489 
5.649 
5.753 
5.829 
5.886 
6.033 


7 月 
4.997 
5.136 
5.293 
5.438 
5.576 
5.710 
5.897 
6.023 
6.142 
6.196 
6.306 
6.433 


设 也 是 合理 的 ， 
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a em A Sh ae mp a ena 


2 月 
4.771 
4.836 
5.011 
5.193 
5.278 
5.236 
5.451 
5.624 
5.707 
5.762 
5.835 
5.969 
8Η 
4.997 
5.136 
5.293 
5.489 
5.606 
5.680 
5.849 


6.004: 


6.146 
6.225 
6.326 
6.407 


NE ru A- EE He re rp. ο... 
rr A YL cr a Tu abe μιας ei ee 


3 月 
4.883 
4.949 
5.182 
5.263 
5.464 
5.460 
5.587 
5.759 
5.875 
5.892 
6.006 
6.038 
9 月 
4.913 
5.063 
5.215 


- 5.342 


5.468 
5.557 
5.743 
5.872 
6.001 
6.001 
6.138 
6.230 


4 月 
4.860 
4.905 
5.094 
5.199 
5.460 
5.425 
5.595 
5.746 
5.852 
5.852 
5.981 
6.133 


10 月 
4.779 
4.890 
5.088 
5.252 
5.352 
5.434 
5.613 
5.724 
5.849 
5.883 
6.009 
6.133 


5H 
4.796 
4.828 
5.147 
5.209 
5.434 
5.455 
5.598 
5.762 
5.872 
5.894 
6.040 
6.157 


11 H 
4.644 
4.736 
4.984 
5.147 
5.193 
5.313 
5.468 
5.602 
5.720 
5.737 
5.892 
5.966 


6 H 
4.905 
5.004 
5.182 
5.384 
5.493 
5.576 
5.753 
5.924 
6.045 
6.075 
6.157 
6.282 


12 H 
4.771 
4.942 
5.112 
5.268 
5.303 
5.434 
5.628 
5.724 
5.817 
5.820 
6.004 
6.068 


(9.1.5) 


现在 这 些 模型 中 的 误差 分 量 at αι... HAR KY. 
例如 ， 1960 年 4 月 的 旅客 总 数 和 以 往 4 月 的 旅客 总 数 相关 ， 与 
此 同时 它 也 会 和 1960 年 3 月 ，2 月 1 月 等 等 的 总 数 相 关 。 由 此 
我 们 可 以 料想 ， (9.1.4) 中 的 αι 与 (9.1.5) 中 的 αι ι 相关， 还 与 
ar: 相关 ， 等 等 。 因 此 ， 为 了 照顾 到 这 种 联系 ， 我 们 引入 第 二 个 
模型 

Φ(Β)νέαι = θ(Β)αι (9.1.6) 

HP, αι WARENI, ὀ(Β) 和 60(B) PHBH pM a 次 
多 项 式 ， 且 满足 平稳 和 可 逆 性 条 件 ， 并 有 V=V1=1-B. 

将 (9.1.6) 代入 (9.1.4), RU RABA MH RRR 


¢p(B)Op(B°)V°V2 z = 0,(B)89(B*)a: (9.1.7) 


这 里 ， 对 于 这 个 具体 例子 ，s = 12 。 另外， 在 (9.1.7) 中 加 上 了 
下 标 p,g, P.Q, 是 为 了 提醒 读者 各 种 算 子 的 阶 数 。 可 以 称 所 得 到 
的 乘积 模型 的 阶 为 (p,d,q) x (P,D,Q). 为 了 考虑 多 重 季 节 性 ， 
我 们 可 以 用 类 似 的 讨论 去 得 到 有 三 个 或 多 个 周期 分 量 的 模型 . 


9.2 FARA (0,1,1)x(0,1,1) 12 模型 对 航空 旅客 数据 的 描述 


在 本 章 的 余下 部 分 我 们 考虑 前 面 引 入 的 季节 模型 的 基本 形 
式 ， 以 及 该 类 模型 的 预报 能 力 。 我 们 还 要 考虑 将 这 种 模型 与 数据 
相 联系 而 引出 的 识别 、 佑 计 和 诊断 检验 问题 。 做 这 些 工 作 并 不 需 
要 新 的 理论 ， 只 不 过 是 我 们 在 第 6 章 到 第 8 章 中 详细 讨论 过 的 方 
法 和 思想 的 应 用 。 在 9.2 节 中 我 们 从 相当 仔细 地 讨论 一 个 具体 例 
TEF. 在 9.3 节 中 我 们 讨论 对 于 一 般 季 节 模 型 特别 需要 注意 的 
方面 。 

本 节 所 要 详细 说 明 的 是 将 (0, 1,1) x (0,1,1) 模型 和 序列 G 的 
航空 旅客 数据 联系 在 一 起 . 在 9.2.2 节 中 我 们 考虑 模型 本 身 ， 9.2.3 
节 讨 论 模型 的 识别 ; 9.2.4 节 讨 论 模型 的 拟 合 ， 最 后 在 9.2.5 Wit 
论 模 型 的 诊断 检验 . 
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9.2.1 乘积 (0,1,1)x(0,1,1)12 模型 


我 们 看 到 ， 对 于 一 个 非 平稳 而 又 不 含 季 节 分 量 的 时 间 序 列 进 
行 分 析 ， 能 广泛 适用 且 简 单 的 随机 模型 就 是 IMA(0,1,1) 过 程 。 按 
照 9.1.3 节 中 的 讨论 ， 我 们 采用 如 下 模型 


Vizzt = (1 一 ƏB”? )ay 
以 便 联系 间隔 为 1 年 的 2. 进而， 我 们 使 用 相似 的 模型 
ναι = (1 一 OB)az 


把 相 隅 1 个 月 的 a 联系 起 来 ， 这 里 ，9 和 6 通常 有 不 同 的 值 . 
将 这 两 个 表达 式 合并 ， 我 们 就 得 到 乘积 季节 模型 


ννιο2ι = (1 — ΘΒ)(1 -- OB" Ja; (9.2.1) 


模型 为 (0,1,1) x (0,1,1): 阶 。 该 模型 显然 可 以 写 为 
Zt — 2-1 — 24-12 + 2-13 = at — θαι..1 ~ Θαι..12-θθαι..13 (9.2.2) 


这 个 模型 的 可 道 域 由 (1 -- ΘΒ)(1 — OB?) = 0 的 根 在 单位 圆 外 这 
一 条 件 所 要 求 ， 它 由 如 下 不 等 式 定义 ， 


-1<@<1 , -1<@<1 


ER, Æ (9.2.1) 右边 滑动 平均 算 子 (1 -0B)(1- OB) =1-0B- 
ΘΒ’ + 00B" 的 阶 为 9+s@ =1+12(1) = 13. 

我 们 将 在 9.2.3,9.2.4 及 9.2.5 节 说 明 ， 取 对 数 后 的 航空 旅客 数 
据 可 由 一 个 形 如 (9.2.1) 的 模型 很 好 地 拟 合 , 在 充分 的 近似 下 有 : 
6 = 0.4, = 0.6, 以 及 ô? = 1.34 x 10-3 。 以 此 作为 前 提 ， 我 们 就 
可 以 考虑 如 何 使 用 带 有 参数 估计 值 的 模型 ， 并 可 以 方便 地 对 序列 
的 未 来 值 作 预报 . 
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9.2.2 MR 


在 第 4 章 中 我 们 看 到 ， 考 虑 一 般 的 模型 有 三 种 不 同 的 基本 方 
式 ， 每 一 种 都 在 第 5 章 中 引出 了 考察 预报 的 不 同形 式 。 我 们 现在 
就 对 季节 模型 (9.2.1) 的 预报 考虑 这 三 种 方法 . 


差分 方程 方法 直接 由 差分 方程 本 身 来 计算 预报 值 是 最 好 的 
办 法 .。 因此， 由 于 

zt 二 一 Ztail + Zttiti2— t+- + αγῃι-γθαε 1 Oat + θΘαιρι-13 

(9.2.3) 

在 令 0 = 0.4,9 = 0.6 A, 原点 t+ 提前 i 期 最 小 均 方 误差 预报 立刻 

给 出 为 | 


Zell) = [2ε-μ-.1 + 2t41-12 一 241-13 
+ atp 一 0.4at+i—1 — 0.6@441—12 + 0.24444 1-13] 
(9.2.4) 
. 正如 第 5 章 中 一 样 ， 我 们 称 


[2ι-εε] = Ei ze41(9, Θ, Zt Ζέ--1ν"᾿ | 


Azzy 在 原点 t 所 取 的 条 件 期 望 .。 在 上 面 表达 式 中 ， 假 设 参数 
确切 地 已 知 ， 并 假设 序列 Ζι,2ι-.1.-:: 的 信息 一 直 伸延 到 遥远 的 过 
£. 

实际 应 用 依赖 于 下 述 事实 : 

1. 对 实际 数据 拟 合 所 得 的 可 逆 模型 ， 通常 只 能 得 出 仅仅 明显 
依赖 于 序列 近期 值 的 预报 。 
2. 由 于 估计 误差 而 引起 参数 值 的 微小 变化 ， 预 报 值 对 此 是 不 
REKK. | 


现在 有 
Zt+j 3 1 «0 
21.4.1] = 9.2.5 
e+] {22 , 150 (9.2.5) 
Ct 十 7 ， 9 <0 
.] 一 9.2.6 
OE 7 (9.2.6) 
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因此 ， 正 如 在 第 5 章 中 一 样 ， 为 了 得 到 预报 值 ， 我 们 简单 地 用 预 
报 值 来 代替 未 知 的 z, 而 用 0 来 代替 未 知 的 a 。 已 知 的 a 当然 是 
已 计算 出 的 提前 1 期 外 推 预报 误差 ， 即 at = 2ι-- %_i (1). 

例如 ， 为 了 得 到 提前 三 个 月 的 预报 值 ， 我 们 有 


2443 = 2442 + 2-9 — 2-10 αιγα — 0.4αιφο 一 Ό.6αι. ϱ + 0.24at—10 
在 原点 上 取 条 件 期 望 : 

2:(3) = 2ι(2) + 21.9 — 2-10 — 0.6αι. 9 + 0.24a4_10 
即 为 
Zi(3)=Z4(2)+ 2-9-Zt-10 — 0.6[2:-9—Zt-10(1)] 1-0.24[2ε..10--2ε--11(1)] 
因此 


2ι(3) = βι(2) + 0.4249 — 0.762, 10 + 0.63. ιο(1) 一 0.242,- (1) | 

9.2.7 

这 是 用 既往 的 > 和 既往 z 的 预报 来 表示 当前 的 预报 值 。 虽 然 对 每 

一 预报 提前 期 各 自 的 表达 式 可 以 很 容易 地 写 出 ， 但 预报 值 的 计算 

最 好 用 单一 的 表达 式 (9.2.4) 直接 进行 ,该 式 右边 的 元 素 由 (9.2.5) 
和 (9.2.6) ΕΝ, 

图 9.2 给 出 了 提前 期 直到 36 个 月 的 预报 值 ， 这 些 预报 都 是 对 
任意 选 定 的 原点 1957 年 7 月 而 做 的 。 我 们 看 到 ， 这 一 仅 包 含 两 
个 参数 的 简单 模型 忠实 地 再 现 了 季节 模式 ， 并 给 出 了 极 好 的 预报 
É. 当然 我 们 还 记得 ， 同 所 有 从 一 般 线 性 随机 模型 得 到 的 预报 值 
一 样 ， 这 种 预报 函数 是 自 适应 的 。 当 季节 模式 发 生变 化 时 ， 这 种 
变化 会 适当 地 反映 到 预报 值 中 去 。 我 们 注意 到 ， 当 提前 1 个 月 的 
预报 值 太 大 时 ， 则 从 这 点 起 所 有 未 来 的 预报 值 都 有 过 大 的 趋势 . 
这 是 可 以 想象 的 ,因为 正如 附录 A5.1 中 曾 指 出 ， 从 同一 原点 开始 
但 不 同 提前 期 的 预报 误差 之 间 是 高 度 相 关 的 . 当然 提前 期 很 长 的 
预报 ， 例 如 36 个 月 ， 必 和 定 包含 相当 大 的 误差 .但 是 在 实际 中 ， 一 
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BE he 

旅 6.20 r μ y 
Ξ 6.00 yi 

数 5.80 

T 5.60 

的 5.40 

自 5.20 

然 一 一 - 实际 值 
5.00 ---- 预报 什 
值 4.80 


4.60 1949 1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958 1959 1960 


92 序列 G 的 提前 1,2,3… ,36 个 月 的 预报 值 ， 所 有 预报 
都 是 以 任意 选 定 的 1957 年 7 月 为 原点 


开始 是 很 下 远 的 预报 值 将 会 不 断 地 被 修正 ， 并 且 随 着 预报 提前 期 
的 缩短 ， 可 能 会 得 到 较 好 的 精度 . 

上 述 预 报 方法 对 于 参数 值 的 适度 变化 是 稳健 的 。 因此， 我 们 
用 8 = 05,0 = 0.5 RÆ 90 = 0.4,0 = 0.6, 预报 值 不 会 受到 很 
大 的 影响 ， 即 使 对 于 提前 多 步 的 预报 (如 12 个 月 ) 也 是 如 此 . 18 
过 研究 平方 和 曲面 可 以 看 到 调整 参数 值 对 提前 一 步 预报 的 近似 影 
πι, EETA k 个 参数 β 的 近似 置信 域 通常 是 由 等 值 线 S) = 
σ(β)[ι + x2(k)/n] 所 界定 的 ， 它 以 概率 1 一。 包含 真实 参数 。 因 
此 ， 我 们 知道 ， 如 果 使 用 了 参数 真 值 ， 则 具有 同样 概率 的 提前 1 
期 预报 误差 的 均 方 不 会 增加 到 超过 原来 的 1-+ x2(k)/n i. 


预报 项 数 及 其 修正 ， 预 报 误差 友 差 ”正如 我 们 在 第 5 BH 
$, 在 实际 中 ， 差 分 方程 方法 对 于 实际 计算 和 修正 预报 值 是 最 简 
单 且 最 方便 的 . 但 是 ， 有 关 由 计算 得 到 预报 值 的 性 质 以 及 预报 值 
的 修正 ， 差 分 方程 方法 本 身 并 没有 揭示 出 更 多 的 东西 。 我 们 现在 
从 其 它 的 观点 来 考虑 预报 是 为 了 曾 明 有 关 方 面 的 问题 ， 而 不 是 给 
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出 其 它 的 计算 方法 . 
MRKA AH (5.1.12) 得 到 
Ζει = z,(t) + e(l) (9.2.8) 


其 中 


e(l) 三 Qt 十 Wai 十 :十 内 -1at+l 


现在 ， (9.2.1) 右边 的 滑动 平均 算 子 的 阶 为 13, 因此 ， 由 (5.3.2) 和 
对 于 ! > 13, 预报 值 应 满足 差分 方程 


(1 — Β)(1 — Β'΄)Ζε({) = 0 (l > 13) (9.2.9) 


在 此 方程 中 ， B 是 作用 在 Ε. 

我 们 现在 记 | = (r,m) = 12r 十 m,r = 0,1,2,…, 以 及 m = 
1,2,-… ,12, 以 此 来 表示 预报 提前 期 为 7 年 零 m 个 月 ， 例 如 ， 
1 = 15 = (1,3) 。 于 是 预报 函数 是 (9.2.9) 的 解 ， 该 方程 的 初始 条 
件 由 前 13 个 预报 值 给 出 ， 预 报 函 数 的 形式 为 


2ε(1) = 2:(r,m) = of), + rol? (I > 0) (9.2.10) 


它 包含 13 个 可 调 系数 0} OY), 00,00, 表示 12 个 月 度 贡献 
值 和 1 个 年 度 贡 献 值 , 它们 是 由 前 13 个 预报 值 确定 . 由 图 9.3 可 以 
更 清楚 地 了 解 预报 函数 的 性 质 ， 在 图 中 给 出 了 一 个 这 类 的 函数 ， 
只 是 周期 为 -- 5, 因而 有 6 个 可 调 系数 OY 09,.-- 0,0 | 

等 价 地 ， 由 于 2ι(ἰ) 满足 (9.2.9), H (1 - Β)(1 - BY’) = 0 HR 
1,1, 一 lett2r7/12),7 = 1,2,---,5 都 在 单位 圆 上 ， 如 (5.3.3) 中 的 
预报 函数 能 够 表示 为 


5 . 
| 2π1ἱ 2πἠἱ . 
δι(1) = > ον cos (Fe + Bf sin (7) +b% (-1) +o) +00] 


καὶ παπα ee ee ee ee ee ee παπα ee eee eee ee eee eee 
μ9 


--- e -- αρ. "ΙΙ σα πας e a EE -ᾱ- -- A ---- -- e - Á ας a -- a Á e μα μα 


93 ”由 模型 νν,2ις(1-θΒ)(1-ΘΒ")αι 生成 的 季节 性 预报 函数 ， 其 中 5=5 


这 表明 (0) 是 由 季节 频率 为 2rj7/12,7 = 1,… ,6 的 正弦 曲 
线 混合 生成 ， 另 外 还 加 上 一 个 斜率 为 OO 的 线性 趋势 。 上述 表 
达 式 中 的 系数 οἱ), δἰ), OW 和 OT 关于 预报 原点 上 是 自 适应 的 ， 
且 由 前 13 个 预报 值 所 确定 . 与 (9.2.10) 相 比 显然 可 见 ， 例 如 ， 
pM) = 120765, CERE & (1) 中 的 年 度 变化 率 ， 而 5:( 是 月 度 变 
化 率 . 


φ 1. AVY Bi RENE IE ASE AS μι BURR Ze “Ὁ 的 方差 ， 我 们 


πονηπεφαίεκα 
(1 -- 6B)(1— ΘΒ’) = (V + λΒ)(Ψια + AB") 
XH, X=1-6,A=1-0, 因此 模型 (9.2.1) 可 记 为 
VVuz = (V + AB)(Vi2 + ΛΒ]2αι 
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通过 在 VVi2d(B) = (V+AB)(Vi2t AB’) 中 令 系数 相等 , 可 以 看 
到 多 RWE: ψο--1,ψι --ψο--λ-1],ψι2-ψιι-ψο-Λ-Ίνψια- 
piz: ~ Yı + Yo = (1-A)Q—-A), UR ψ; - 45-1 — 5-12 + 3-13 =0 
等 等 。 因 此 对 于 该 过 程 权 YA 


WM =YP =- = ypu =À , Y2 二 入 十 A 
Vi3= Wig = +--+ = Hog = A(1 + A) . Y2 SALHA) HA 
ΦοθΞ woo =- = p35 = λ(1 + 2A) , 36 二 入 (1 + 2A) +A 


等 等 . 将 pi 记 为 Wr τε 一 Wi2r+m, 其 中 r= 0,1,2,- 及 m = 
1,2,- _ ,12 分 别 指 的 是 年 和 月 » 我 们 得 到 


trem 一 和 (1 十 rA) 十 5A (9.2.11) 
其 中 
; -{ 1 , 4m = 12 
=- lo , 4m πε 12 


修正 ”一 般 修 正 公 式 (5.2.5) 为 
Ze41(1) = Zel + 1) + partı 
因此 ， 如 果 m # s= 12, 则 
BEY + bit) = bnga + rb + (N+rAA)arnr 
Sr 的 系数 相等 ， 则 修正 公式 为 


t+1 t 
Bit } = OM 1 + Aat+1 (9.2.12) 


pit) = ps?) + 和 AAai+i 
Ay, Am=s=12,F 


δρ] + bt) = δ) + (r+ of + (At A+ rAA)aty1 
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ας. a a e TA: 


这 时 
1ο = δρ +OP + (A + AJar 
DTD = bP + λλαρ 


在 考察 这 些 关 系 时 应 该 记 住 ， 名 ' 交 "是 boma 的 更 新 形式 .因此 
如 果 原 点 t 为 某 个 特定 年 份 的 1 H, WA bG, 就 是 3 月 的 系数 . 
当 过 了 一 个 月 后 ， 我 们 应 该 把 预报 原点 移 到 2 月 ， 从 而 3 月 的 系 
数 修正 后 为 ÇI”, 


预报 误差 方差 权 数 光 的 信息 使 我 们 能 够 计算 任何 提前 期 
的 预报 误差 方差 ， 利 用 (5.1.16) WAR, BÆ 


(9.2.13) 


VD)= (1++. + yi)? (9.2.14) 


在 (9.2.11) 和 (9.2.14) 中 令 à = 0.6, A = 0.4,02 = 1.34 x 1079 
, 在 表 9.2 中 列 出 了 航空 旅客 数据 提前 期 为 1 到 36 的 对 数 预报 误 
” 莽 标 准 差 信 计 值 (0). 


预报 作为 既往 观测 值 的 加 权 平 均 如 果 我 们 将 模型 写成 如 下 
表 9.2 ”对 于 对 数 化 航空 旅客 序列 的 各 种 提前 期 预报 误差 标准 差 的 估计 什 


预报 预报 预报 
提前 期 &(l)x1077 提前 期 &(1)x107? 所 前 期 &(1)x107? 
1 3.7 13 9.0 25 14.4 
2 4.3 14 9.5 26 15.0 
3 4.8 15 10.0 27 15.5 
4 5.3 16 10.5 | 28 16.0 
5 5.8 17 10.9 29 16.4 
6 6.2 18 11.4 30 17.0 
7 6.6 19 11.7 91 17.4 
8 6.9 20 12.1 32 17.8 
9 7.2 21 12.6 33 18.3 
10 7.6 22 13.0 34 18.7 
11 8.0 23 13.3 35 19.2 
12 8.2 24 13.6 36 19.6 
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形式 


ος 
Zt = 》 U5 24-5 + at 
j=l 


提前 1 期 预报 误差 是 


co 
2 (1) = > Wy At 十 1 一 了 


j=1 
“7 权 可 通过 在 下 式 中 令 系 数 相 等 而 得 到 : 

(1 — B)(1 — 81”) = (1 — θ8)(1 — ΘΒ}(1 --πιΒ — maB? —---) 
于 是 


n; 一 的 (1 一 0 (j =1,2,--- ,11) 
™2 = 0° (1 - 8) + (1-8) 
πια = θ12(1 -- ϐ) -- (1-- θ)(1 -- Θ) 
(1-68 — ΘΒ + 09B" )r; =0 (7 > 14) 


(9.2.15) 


在 图 9.4 中 画 出 了 这 些 权 数 ， 是 关于 参数 9= 0.4 和 6 = 0.6 给 出 
AY. 

SRSA PAR ABH, CRAB aeRO: 过 程 
(9.2.1) 可 以 写成 


AB AB! 
Qt4+1 = (1 一 a5) (1 一 Sai) 21151 (9.2.16) 


我 们 现在 用 记号 EWMAs(zt) 来 表示 值 za 21-1, %-2,--- 依 参数 入 
的 指数 加 权 滑 动 平均 ， 从 而 


A 
EWMA) (2ι) 一 1_0B 


ΒΓ Azt + λθΖε..1 + AO? zia + °°: 
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42 36 30 24 18 12 6 
—_— 7 


9.4 对 序列 G 8 (0,1,1)x(0,1,1) 过 程 的 r 权 (0--0.4,Θ--0.6) 


类 似 地 ， 我 们 用 记号 EWMAdg (2) 来 表示 值 zt, 21-12, zt-24, 依 
参数 A 的 指数 加 权 滑 动 平 均 ， 从 而 有 


EWMAa (zz) = = Az + AOz ιο + AO? 24-94 +». 


A 
1 — ΘΒι2΄ 
将 δι(1) = Ζει — Gear 代入 (9.2.16), 我 们 得 到 
(1) = EWMA)(z:) +EWMAA(z 11 -- EWMA)%-12) (9.2.17) 


因此 ,预报 值 是 对 以 往 月 份 所 取 的 EWMA, 然后 再 用 过 去 年 份 同 
样 月 度 的 EWMA 与 实际 值 之 差 的 二 次 EWMA 加 以 修正 。 作 为 
9 =00 = 1) 的 特殊 情形 ， (9.2.17) 简化 为 


Zt (1) = Zt 十 EWMAA (2-11 — 24-12) 
= 2¢ + Λ/(2ε τι — Ze-12) + O(zt-23 一 2ι-.24) 十 … ] 


该 式 表 明 ， 一 阶 差 分 的 预报 值 就 是 对 于 过 去 年 份 同 样 月 度 一 阶 差 
分 的 季节 EWMA . 例如 ， 假 设 我 们 要 预测 一 个 百货 商店 12 月 份 
的 销售 额 . 该 销售 额 中 包含 了 圣诞 节 购 买 这 一 重要 成 份 。 (9.2.17) 
右边 的 第 一 项 是 对 过 去 月 份 直 到 11 月 所 取 的 EWMA .然而 我 
们 知道 ， 这 将 是 一 个 偏 低 的 估计 值 ， 于 是 我 们 用 下 面 方法 加 以 修 
E: 取 过 去 年 度 12 月 份 的 实际 销售 额 ， 再 得 出 这 些 年 中 对 过 去 
月 份 所 取 相 应 的 月 度 EWMA, 用 这 二 者 之 差 对 过 去 年 份 的 二 次 
EWMA 作为 修正 . | 
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用 提前 期 较 短 的 预报 值 来 代替 未 知 值 ， 于 是 可 由 7 权 生 成 提 
前 期 1 > 1 的 预报 值 ， 即 


(2) = πι2ι(1) + az + T3zt-1 + °° 


另外 ， 直接 加 到 2 一 1 人 2 的 权 数 的 显 式 值 也 可 以 计算 出 ， 
例如 可 由 (5.3.9) 或 (A5.2.3) 1831. 


9.2.3 识别 


非 季 节 性 IMA(0,1,1) 过 程 的 识别 取决 于 这 样 的 事实 : 在 取 一 
阶 差 分 之 后 ， 所 有 超过 1 阶 的 自 相 关 缘 为 零 。 对 于 乘积 (0, 1, 1) x 
(0,1, 1)ιο 过 程 来 说 , 非 零 的 自 相 关 只 是 在 滞后 为 1,11,12 和 13 处 . 
事实 上 ， 由 (9.2.2) 该 模型 可 以 看 作 是 We 一 at 一 0at ι — Θαι 12 十 
beat-13, 这 是 一 个 w = VViex 的 13 βῆ MA 模型 。 于 是 wi 的 
自 协 方差 可 由 3.3 节 的 结果 直接 得 到 ， 因 此 ， 它 们 是 


Yo = [1+ 6? + Θ2 + (θΘ)᾽]σξ = (1 + 67)(1 + Θ2]σ2 

yı = [-@ Θ(θΘ)]σΖ = --θ(1 + θ2)σ2 

Ύιι = 900? (9.2.18) 
‘12 [--θ ~ 0(00)]o? = --Θ(1 + θ2)σ2 

了 13 = θθσ2 


特别 , 这 些 表达 式 旨 含 p1 = -θ/(11-07) 和 p2 = —O/(1+ 07), 
因此 ， pi 值 不 受 模型 (9.2.1) 中 存在 MA 季节 因子 (1-OB') 的 
ΒΗ, ΠῚ ριο 值 不 受 (9.2.1) 中 的 非 季 节 (或 正常 ) 因子 (1 - 0B) 
的 影响 。 图 9.3 列 出 了 取 对 数 后 航空 旅客 数据 的 自 相 关 估 计 值 ， 
它们 是 对 如 下 情形 做 出 的 ， (a) 原始 对 数 序列 ， (b) 仅 按 月 差分 
的 对 数 序 列 Vz , (c) 仅 按 年 差分 的 对 数 序列 Vilzzt,(d) 既 按 月 也 
按 年 差分 的 对 数 序列 VViez 。 可 以 看 到 ， z 的 自 相 关 数 值 大 ， 
而 且 对 较 高 的 滞后 也 不 衰减 。 而 简单 的 差分 尽管 一 般 会 降低 相关 
性 ,但 仍 保留 非常 强 的 周期 成 分 . 这 尤其 被 滞后 为 12,24 ,36 及 48 
时 非常 大 的 相关 性 所 证 实 。 按 周期 为 12 的 简单 差分 使 得 相关 函 
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coo- TTO P00- po'o- £00 600 010 200- 800- 200- £00 S00 8Ρ-26 

το- sro- soo zro ozo soo soo zoo- soo goo- soo OT 98-2 

z0'0- zzo 60'0- P00 zro 100 zoo 2400 10 sro 900 STO pe-el 

ego- 900 soo- sro ooo 900- 800 900 ζοο ozo- ITO PEO στι ZIAA(P) 

ogo 6270 zzo sro oro poo zoo soo oro- FTO 91'0- 81'0- εξ 

zzZ'0- o ezo 220- sro 6ro O20 ero STO ero- 600- O10- 9€-S2 

goo- 000 s00- Tro ro- pro Irro oro STO oro- FIO FIO τζ-ει 

γζο- Zro TOO sto 610 0 zeo ΘΕῸ το 80 290 120 στι 2ὔ1δ(2) 

69'0 zro goo Tro- 820 IT0- 100 900 910 900- Ero- 610 8F-Le 

990 sro 00- sro ezo zro- zoo 900 120- OTTO ζτο- 020 9€-S2 

ιο ozo 800- ITO τνεο- ττο- 100 Soo- 820 ZTro FIO σου τζετ 

$80 Izo Tro zro- νεοῦ- To- goo 800 ze'o- Sto- ZTro 0¢0 ΤΙ zA(q) 

ero zro TO oro OTTO TTO zro sto ΔΙΌ του 20 620 8h LE 

zeo 1ο oco 080 6z0 ου τεο νεο ου oro bro 80 96-92 

zvo zro ogo oso 60 oso σα TO 890 290 990 ZLO be-el 

9020 92:0 40 560 80 νο 920 820 T8'O 980 060 S60 ZI-T z(e) 
关 Hy H H δὲ 


WHIXHAWGRAEMMMESWBH ες κ 
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数 先是 持续 为 正 ， 而 后 又 持续 为 负 。 对 比 之 下 ， 差 分 VViex 显 
著 地 降低 了 整个 的 相关 性 . 

可 以 看 到 ， VViez 的 自 相 关 在 滞后 1 和 12 时 出 现 峰 值 ， 
这 与 对 应 于 模型 (9.2.1) 的 (9.2.18) 中 的 性 质 是 一 致 的 。 但 是 ， 
νιο2ι 的 目 相关 在 大 于 1 的 较 低 滞后 可 以 看 作 是 (缓慢 的 ) 指数 率 
衰减 ， 所 以 很 可 能 Vizzt 并 不 是 如 (9.2.1) 的 非 平稳 ΙΜΑ(1 1) 模 
型 , 而 是 服从 一 个 具有 非 季 节 算 子 形式 如 ARMA(1,1) 的 模型 , 其 
p 值 相 对 接近 于 1. 正如 在 第 6 章 中 所 讨论 的 ， 在 实际 中 这 两 种 
可 能 模型 之 间 的 差别 是 不 显著 的 . ERE, 我 们 对 后 一 种 可 能 模 
型 不 作 进 一 步 探 讨 . 在 非 平稳 和 平稳 的 AR(1) 因子 之 间 做 挑选 ， 
事实 上 可 以 通过 类 似 于 6.3.6 节 所 述 的 方法 来 检验 . 

假设 模型 形式 为 (9.2.1)， 较 高 滞后 自 相 关 的 方差 由 Bartlett 
公式 (2.1.13) 近似 ， 在 本 例 中 为 


] ~ 1 -- 2(ρἳ + ρἵι + p12 + pis) 
n- , 


varir, (k >13) (9.2.19) 
用 估计 相关 来 代替 p, HE (9.2.19) PS n = 144-13 = 131, 这 里 
n= 131 是 差分 值 YV12z 的 个 数 . BANS BES G(r) ~ 0.11. 
在 表 9.4 中 ， 列 出 了 35 个 自 相关 rk,k > 13 的 观察 频数 ， 并 
与 具有 零 均值 和 标准 差 0.11 的 正 态 分 布 做 比较 . 粗略 的 检验 表明 


”对 于 该 模型 有 必要 做 进一步 的 考察 . 


合计 ， 与 处 理 非 季 节 模 型 一 样 ， 令 观察 的 相关 函数 等 于 它 
们 的 期 望 值 ， 可 以 得 到 参数 0 和 Θ 的 近似 值 . 将 样本 估计 值 


表 9.4 对 于 VViez 淆 后 大 于 13 的 自 相 关 ， 观 察 频数 和 期 望 频 数 的 对 比 
零 均值 标准 差 0.11 的 正 态 分 布 预期 值 Re 


0<|r|<0.11 23.9 27.5 
0.11 < |r| < 0.22 9.5 | 7.0 
0.22 < |r] 1.6 0.5 
35.0 35.0 


”对 分 区 边界 上 的 观察 值 将 其 各 分 一 半 到 相 邻 的 分 区 上 ， 
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= —0.34 和 rig = -0.39 代入 下 面 表达 式 


—@ --Θ 
Pi = 1462 ， PRF τι 62 
我 们 得 到 粗 估计 ô ~ 0.39 #1 Ô ~ 0.48. EME A9.1 给 出 了 一 个 
表 ， 对 于 一 些 典 型 季节 模型 总 结 了 自 相 关 函 数 的 性 质 ， 这 对 于 识 
别 和 得 到 参数 的 初 估 计 是 有 用 的 。 


9.2.4 估计 


图 9.5 给 出 了 对 航空 旅客 数据 拟 合 模型 (9.2.1) 的 平方 和 函数 
等 值 线 ， 同 时 给 出 对 应 的 95% Bia. TARE, Rho Rit 
非常 接近 于 0= 0.4 和 但 =0.6。 S(6,0) 的 格 点 值 是 用 第 7 章 所 
述 方法 计算 的 。 在 那里 说 明了 ， 若 ”个 观测 值 w 是 由 下 面 线性 
过 程 所 定义 : 


φί Βλωι = θ(Β)α, 


| “RASREC 


Θ 一 一 一 一 > 
95 ΒΗΜΑ ντσι.ει-(1-θ6Β)(1-Θβ)αι 拟 合 序列 G:S(0,8) 
的 等 值 线 及 阴影 所 示 的 95% 置信 域 
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表 9.5 航空 旅客 数据 ， 对 [a] 的 5(9,Θ) Hit eR 


zt t [ae] [we] [ee] αι Ue 
0 0 0 
2. 132 —12 [a_ ια] [ω.. 12] 0 0 
11 --11 ία. τι] [w_ 3] 0 0 
20 0 [αρ] [wo] 0 0 
zy 1 [αχ] [του] [ea] al ui 
22 2 [αα] [w2] [e2] a2 12 
2131 131 [a131] [w131] [e131] aos U131 


那么 ， 出 现在 似 然 函数 中 指数 部 分 的 二 次 型 w’M,w 总 可 以 表示 
成 两 部 分 之 和 : ”a 的 条 件 期 望 平方 和 加 上 p+g 个 初 值 e。 = 
(we-p,- °* y Wo, αλα "| αρ)’ 条 件 期 望 的 二 次 函数 。 即 


wMnw = S(¢,0) = Σ [αἰ] = Ὁ [αι] + [el QT pe 
t 一 一 DO r=] 

其 中 [αι] = [αι]ω,φ,θ] 及 [ex] = [ε]ω,φ,θ]. 而且， 5ίφ.θ) 在 4 
MO 的 参数 估计 中 起 着 重要 的 作用 ,不论 是 从 样本 理论 还 是 似 然 
函数 或 Bayes 观点 来 说 明 ， 都 是 如 此 . 

对 于 季节 模型 的 计算 与 7.1.5 节 中 所 述 对 非 季 节 模 型 的 方法 
是 完全 一 样 的 。 我 们 通过 对 航空 旅客 数据 计算 S(0, 8), 并 考虑 与 
下 面 模型 相 联系 : | 


VV 122% = Wy = (1 一 0B)(1 一 GDi2)a: 


以 此 来 加 以 说 明 .。 表 9.5 列 出 了 一 个 计算 [αι] 的 格式 . 如果 有 
Ν 个 z 的 观测 值 ， 那 么 ， 通 常 由 差分 算 子 VIVE 我 们 可 以 算出 
n=N-d-sD}w fi. 因此， 采用 一 种 标号 系统 使 得 序列 
z 中 的 第 一 个 观测 具有 下 标 1 一 d 一 sD, 这 样 做 是 很 方便 的 。 于 
是 序列 w 中 的 第 一 个 观测 具有 下 标 1, 而 最 后 一 个 下 标 是 nn . 
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在 航空 旅客 序列 中 有 N = 144 个 观测 值 。 因 此 在 表 9.5 中 它们 
表示 为 2_12,z-11… 2131 。 因 而 由 差分 得 到 的 w 表示 为 序列 
wu2 ,Wn, 这 里 n = 131 。 这 些 值 排列 在 表 的 中 央 . 
正如 7.1.5 节 所 指出 的 ,为 计算 方便 起 见 ， 可 以 使 用 由 相应 的 

反问 模型 来 求 得 [αι] 的 近似 方法 .在 这 种 方法 中 ， 正 向 和 反 疝 递 
推 的 基本 公式 可 以 和 前 面 一 样 获 得 ， 即 在 模型 的 正 向 和 反 疝 形式 
上 取 条 件 期 望 而 得 到 .在 这 个 例子 中 ， 这 些 公式 为 

lee] = [we] + θ[ειι] +eletrlia — OO [leerial (9.2.20) 

[αι] = [we] + θίαι. 1] + Θί[αι. ιο] 一 0 昌 la ια] (9.2.21) 
通常 ， 对 于 季节 模型 来 说 我 们 可 以 有 (+ sP) 阶 的 平稳 自 回归 算 
子 。 如 果 我 们 希望 7.1.5 节 中 的 反 加 计算 在 序列 中 尽 可 能 靠 后 地 
Free, BA, 迭代 就 可 以 由 [ει ρ-εΡ] 的 近似 值 开 始 计算 ， 其 中 设 
未 知 的 e] 等于零. 在 本 例 中 ， 2 = 已 = 0, 由 此 ， 利 用 (9.2.20), 
我 们 可 开始 于 : 


[eisi] = w131 + (8 x 0) + (Ə x 0) — (60 x 0) 
[e130] = W130 + (6 x [e131]) 十 (9 x 0) 一 (0Θ Χ 0) 


依 此 类 推 ， 直 到 求 得 [ει]. HEM, 47 >0 时 [e_;] = 0, 我 们 现 
在 可 由 (9.2.20) 计算 反 回 预报 值 [ωο],[ω..ι],-:- ,fwo-iz] . 此 外 ， 对 
于 7 了 > 12,[w-_;] 的 值 缘 为 零 ， 并 且 因 为 每 个 [αἱ 都 是 过 去 发 生 的 
[w] 的 函数 ， 所 以 [a-j = 0,7 > 12( 而 其 它 值 显然 可 以 直接 由 模型 
的 形式 得 出 ) . 因此 ， (9.2.21) 现在 可 以 直接 用 来 计算 [a], 从 而 计 


算 5(g,e) = fa 由 。 在 几乎 所 有 有 意义 的 例子 中 ， 由 于 反 向 


递 推 开 始 时 的 近似 将 会 导致 瞬 态 变化 ， 但 它 对 于 初始 [ω] 计算 的 
影 啊 是 可 以 忽略 的 ， 因 此 由 这 种 方法 计算 的 5(6,Θ) 基本 上 是 准 
确 的 。 正 如 在 7.1.5 节 中 所 指出 的 ， 这 样 一 来 我 们 就 可 以 持续 不 
断 地 “向 前 、 向 后 ”迭代 了 。. 在 下 一 次 迭代 时 将 要 涉及 再 次 计算 
le], 而 开始 迭代 要 用 到 预报 值 [wn], or+z]…… ,n+lisl ,这 些 是 
由 己 经 算出 的 [a] 得 到 的 . 
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另外 ， 正 如 7.1.5 节 所 讨论 的 ， 可 以 使 用 精确 方法 来 方便 地 
计算 [αι]. 对 于 当前 的 模型 来 说 ， 这 首先 需要 使 用 零 初 值 α ιο = 
aly, = ++: = 05 =0 来 计算 [αι] 的 条 件 估计 值 ， 通 过 与 (9.2.21) 类 
似 的 递 推 公式 ， 即 


ay = w + barı + Oat_12 — θθαϊ 12 (¢=1,---,n) 


为 了 由 a? 得 出 的 值 ， 可 用 向 后 递 推 公式 


u? = a? + Our+1 + Oui+12 一 Ourr13 (t =n, ) 1) 


其 中 使 用 零 初 值 wn+i 二 … = unti3 二 0。 最后， 正如 附录 A7.3 
的 (A7.3.12) 所 做 的 一 般 描述 ， 初 始 同 量 a, = (a-_1z,… ,ao) 的 精 
确 反 向 预报 值 通过 求解 方程 组 Dla.) = F'u 得 到 . 我 们 注意 到 ,如 
果 问 量 Fu EKA h= Fle = (hh_12,h_11,… πο), M h; 值 计 
算 为 h_; = —(Ou_j41 + Ou_j;412 — 0Ou_j413), 这 里 必须 用 到 约定 
uj 二 0,7 > 0.。 一 旦 求 得 反 回 预报 值 , 剩 下 的 [es] Ht =1,2,---,n 
完全 和 前 面 的 方法 一 样 可 由 (9.2.21) 递 推 得 到 ， 从 而 精确 的 平方 
和 S(9,6) = ΣῚ [αὐ 可 以 得 到 。 由 这 种 方法 计算 [αἱ 的 格式 在 


t=-12 


表 9.5 的 最 后 两 行 给 出 . 


最 小 二 乘 估计 6,0 的 选 代 计算 ”正如 在 7.2 节 中 所 讨论 的 ， 
从 本 质 上 说 ， 在 新 的 情况 下 或 是 出 现 困 难 时 ， 画 出 平方 和 曲面 才 
是 必 不 可 少 的 ， 在 一 些 简单 明白 的 场合 可 以 利用 线性 化 的 迭代 方 
法 来 给 出 最 小 二 乘 估 计 及 其 近似 标准 差 。 这 种 方法 在 7.2.1 HR 
已 给 出 ， 在 估计 季节 模型 参数 时 不 会 出 现 新 的 困难 . 

对 于 当前 的 例子 ,我 们 可 以 近似 地 写 为 


aro = (0 — 6) 2,1 + (© — eolzsz+at 


这 里 
Oa: Oat 


Tti --- ap Tt,2 =- pA 
30 9,80 09 80,80 
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R96 对 于 对 数 航空 旅客 数据 HMO 的 迭代 估计 


迭代 次 数 θ Θ 
初始 值 0.390 0.480 
1 0.404 0.640 
2 0.395 0.612 
3 0.396 0.614 
4 0.396 0.614 


其 中 ， 2 和 6o 是 推测 值 ， ato = [αι]θο,Θο] . ME 7.2.2 节 中 所 
解释 和 说 明 的 ， 导 数 用 数值 计算 是 最 容易 的 。 利 用 9.2.3 节 中 由 
自 相关 估计 值得 到 初 佑 计 0 = 0.39, --0.48 作为 初 值 ， 按 上 述 方 
法 着 手 进 行 ， 迭代 过 程 如 表 9.6 所 示 。 另 外 ， 如 在 节 7.2.3 中 所 做 
的 ， 通 过 弟 推 计算 可 以 得 到 任意 要 求 精度 的 导数 值 . 

这 样 ， 精 确 到 两 位 小 数 的 参数 值 可 在 三 次 迭代 后 获得 、 这 种 
精度 是 在 实际 中 需要 最 多 的 . 残 差 方差 的 估计 值 为 62 = 1.34 x 
10-3 。 从 最 后 一 次 选 代 中 平方 和 矩阵 的 道 乘 以 x 可 以 计算 出 估 
计 值 的 标准 差 。 于 是 最 小 二 乘 估 计 及 其 标准 差 为 


8 = 0.4 + 0.08 


9 = 0.61 + 0.07 


这 与 平方 和 图 上 所 得 值 相当 吻合 . 


估计 值 的 大 样本 方差 和 协 方差 和 7.2.6 节 中 一 样 ， 可 以 得 
到 参数 估计 值 方差 和 协 方差 的 大 样本 公式 。 在 本 例 中 ， 由 模型 方 
Ἐξ we = a; — Pay. — Θαι..2--θθαι ια 可 看 出 导数 πει --- ϑαι/80 
满足 


41 — 024-11 — Θσι 1οι 1θθσι. 131 + Ge-1 — Oat_13=0 


因此 (1 一 8B)(1 --Θ[Β]2}αι 1 = —(1—- θβ12)αι ι, 或 简单 地 有 (1 一 
θβ)αιι = --αιι . THX £42 = --θαι/θθΘ 用 类 似 的 推导 ， 我 们 
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得 到 


δει = —(1 一 OB) tati = 一 ὃ θΒΐαι 
j=0 


oo 
Zt2 S —(1 一 @B"*)~1a,-12 = 一 ` OB! a2 


i=0 
故 对 于 大 样本 情形 ， 信 息 阵 为 
(1 02)-! 011(1 928)-! 
10, Θ) =n uq - 0120)” 1 (1 - Θ2γ-1 | 


假设 |9| 接近 于 1, 则 非 对 角 线 项 可 以 忽略 ， 66 的 方差 和 协 
方差 的 近似 值 为 
ΩΝ ~ (1. ϱ2 Ay ~ αι ΩΣ 
γ(θ) ~ n (1-6”) KS v(e) ~n (1 -— 9°) (9.2.22) 
cov[0, 8] ~ 0 
在 当前 例子 中 ， 用 6=0.4, = 0.61 以 及 n=131 RA, 83 
V(6) ~ 0.0064 , V(6) ~ 0.0048 
及 
σ(θ) ~0.08 , σ(θ) ~ 0.07 


在 此 精度 下 ， 它 与 直接 由 迭代 所 得 的 值 相 等 . 我 们 注意 到 ， 分 别 
与 月 度 和 年 度 相 联系 的 参数 ὁ 和 日 实际 上 是 不 相关 的 ， 这 也 是 
RARR, 


9.2.5 诊断 检验 


在 进行 下 一 步 之 前 ， 我 们 通过 考察 拟 合 过 程 的 残 差 来 检验 模 
型 拟 合 的 恰当 性 . 


自 相 关 检 验 29.7 ΑΗ TRE ἃι = VV12zt + 0.40ᾶι. 1 + 
0.614;_12 — 0.24413 的 上 自 相 关 估 计 值 . 许多 单个 相关 与 它们 的 标 
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R 9.7 对 于 对 数 航 空 旅 客 数 据 (序列 G) 拟 合 残 差 的 自 相 关 估 计 值 ， 
模型 为 YVilazzt=(1-0.4B)(1 一 0.61B12)at 


| 自 相 关 or. (4) | 


0.02 0.02 --0.13 -0.14 0.05 0.06 0.09 

7-12 -0.08 0.02 0.09 
13-18 —0.16 0.03 0.09 
19-24 -0.03 0.22 0.09 
25-30 -0.06 -0.05 0.09 
31-36 0.00 -0.06 0.09 
37—42 —0.05 —0.10 0.09 

0.03 0.04 


0.09 


(n+2) Σ᾽... rR (â)/(n-k)=0.1950 


准 差 上 界 0.09 相 比 显得 较 大 ， 值 rzs = 0.22 尤其 异常 ， 它 大 约 是 
上 界 的 2.5 倍 。 然 而 ,在 48 个 随机 偏差 中 出 现 一 些 大 的 偏差 也 是 
预料 之 中 的 . 


8 4 2 周期 
t 1/f; 
.25 .5 频率 
万 一 
9.6 对 于 序列 G 拟 合 模型 νν͵,2ιζ-ι--.ο.4Β)(1--0.61Β12)α, 所 得 


Fe eS A eS 
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ΒΕ ὦ = n(n +2) S°r2(a)/(n—k) 给 出 了 一 个 总 体检 验 ， 由 于 
拟 合 了 两 个 参数 ， 所 以 它 近似 于 自由 度 为 22 的 χ᾽ 分 布 (A 8.2.2 
节 ) 。 O 的 观察 值 为 131 x 0.1950 = 25.5, 在 模型 为 恰当 的 假设 之 
下 ， 比 这 个 偏差 更 大 的 情形 可 望 为 27%, 因此 ， 上 述 检 验 不 能 为 
模型 不 恰当 提供 任何 依据 。 | 


周期 图 检验 图 9.6 给 出 了 残 差 的 累积 周期 图 ( 见 8.2.6 4). 
正如 我 们 在 8.2.5 节 中 所 见 到 的 ， Kolmogorov-Smirnov 的 5% 和 
25% 的 概率 限 为 明显 偏差 的 限 著 性 提供 了 一 个 粗略 的 指示 ， 在 本 
例 中 ， 它 不 能 指出 对 假设 模型 的 任何 显著 偏差 . 


9 .3 ”更 一 般 季 节 模 型 的 某 些 方 同 
9.3.1 乘积 和 非 汪 积 模型 


在 前 几 节 中 我 们 已 经 讨论 了 处 理 季节 时 间 序 列 的 方法 ， 特 别 
是 以 考察 一 个 乘积 模型 作为 例子 . 我 们 已 经 看 到 ， 如 何 用 非常 少 
的 参数 给 出 有 效 的 表达 式 。 现 在 我 们 尚 须 研究 这 一 类 的 其 它 季 节 
模型 ， 以 及 随 着 新 的 考虑 而 产生 的 有 关 识 别 、 估 计 、 诊 断 检验 及 
预测 方法 . 
通常 假设 存在 周期 为 s 的 季节 影响 。 那 么 ， 乘 积 模型 的 一 般 
形式 可 以 用 图 9.7 中 给 出 的 方式 来 说 明 。 在 乘积 模型 中 ， 假 设 在 
“周期 之 间 ”序列 的 演化 用 如 下 模型 表示 
$ p(B*)V ez m = Qo(B’)arm 
而 在 周期 内 的 a 通过 下 式 联 系 
φρί B)V αρ πι = 9q(B)arm 
显然 ， 我们 可 以 改换 所 考虑 的 这 两 种 模型 的 顺序 ， 两 种 情形 都 得 
到 一 般 的 乘积 模型 


φρ(Βγδρ(Β’)ν4νΡ zm = 99(B)OQ(B*)arm (9.3.1) 


. 404 . 


周期 内 
d 


滑动 平均 参数 (9; ,92， ,0¢0) 
自 回归 参数 《91 0 Gp) 


周 滑动 平均 参数 
期 (8 ,0,,.…,©,) 
之 
[8] 
自 回归 参数 
(@,,%,,---,,) 
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这 里 a-m 是 零 均 值 白 噪声 过 程 . 在 实际 中 ， 如 (9.3.1) 这 类 模型 
的 有 效 性 取决 于 在 多 大 程度 上 可 以 对 实际 时 间 序 列 的 一 些 项 进行 
简约 的 参数 化 。 事实 上 ， 对 于 来 源 广 为 不 同 的 多 种 季节 时 间 序 列 
([18]) 这 是 可 能 的 。 

对 于 所 有 序列 都 用 乘积 模型 来 得 到 完全 恰当 的 拟 合 是 不 可 能 
的 .这样 的 一 种 修正 有 时 是 有 用 的 ， 即 允许 混合 滑动 平均 算 子 为 
非 乘 积 性 的 . 这 意味 着 我 们 在 (9.3.1) 的 右边 用 一 个 更 一 般 的 滑动 
平均 算 子 θ;.(Β) 来 代替 O,(B)CQ(B). 另外 ， 在 左边 用 一 个 更 一 
般 的 算 子 9r (B) 来 代替 Φρ(Β)ϑρ(Β’) 也 可 能 是 必要 的 . 在 附录 
A9.1 中 给 出 了 一 些 非 乘 积 模型 的 典型 形式 ,它们 的 标号 是 4,4a,5 
和 5a 。 

在 非 乘积 模型 是 必要 的 那些 场合 , 经 验 表 明 : 拟 合 一 个 好 的 乘 
积 模型 可 以 提供 一 个 良好 的 开端 ， 由 此 出 发 再 构造 更 好 的 非 乘积 
模型 。 这 种 情况 使 我 们 联想 到 分 析 两 因素 方差 分 析 表 时 所 遇 到 的 
问题 ， 在 那里 ， 行 和 列 常数 的 加 性 可 能 并 不 是 一 种 怡 当 的 假设 ， 
但 可 以 给 出 一 个 很 好 的 出 发 点 。 

关于 对 数据 建立 乘积 或 非 乘 积 模型 的 一 般 策略 , 我 们 已 在 9.2 
节 中 作 了 较 详 细 的 讨论 和 说 明 。 那 就 是 用 自 相关 函数 作为 先导 : 
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1. 对 于 序列 作 差 分 VA V。 以 得 到 平稳 性 . 

2. 检查 适当 差分 后 序列 的 自 相 关注 数 ， 选 择 一 个 尝试 性 的 模 
型 ， 

3. 由 差分 序列 的 适当 自 相 关 值 求 得 参数 的 初 估计 。 这 些 值 可 
用 于 寻找 最 小 二 乘 估 计 的 初始 值 . 

4. 经 拟 合 后 ， 对 残 差 运用 诊断 检验 过 程 ， 或 者 导致 接受 试验 
性 模型 ， 或 者 指出 可 以 改进 的 方式 ， 进 而 重新 拟 合 及 重复 进行 诊 
断 检验 . 

作为 对 模型 识别 的 一 点 实际 指导 ,我们 注意 到 对 于 季节 序列 
所 需 季 节 差 分 D 通常 不 会 超过 1 阶 ， 特别 是 对 于 5 = 12 的 月 度 
序列 ， 季 节 AR 算 子 Φ(Β') 和 MA HT Θ(Β 的 阶 数 很 少 超过 
1 阶 。 当 可 利用 数据 的 序列 长 度 不 足以 支持 PP>1 或 @ > 1 13 
末 模 型 形式 时 ， 尤 其 如 此 ， 


9.3.2 识别 


附录 A9.1 中 的 表 在 模型 识别 中 应 是 一 种 有 用 的 辅助 手段 , 表 
中 对 许多 简单 的 季节 模型 给 出 了 w = VIVE 的 协 方差 结构 . 
该 表 并 不 是 全 能 的 ， 但 是 ， 可 以 相信 它 的 确 包含 了 经 常 遇 到 的 模 
型 ， 并 且 读 者 会 不 难 发 现 其 它 有 代表 意义 的 模型 特征 . 应 该 强调 
的 是 ， 一 些 相当 简单 的 模型 (例如 附录 A9.1 中 的 模型 1 和 2) 已 
对 许多 季节 序列 给 出 了 恰当 的 表达 式 . 

因为 差分 序列 w = YV。z 的 乘积 季节 ARMA 模型 可 以 被 
看 作 是 阶 为 p 十 sP 和 9 十 sQ@ 的 ARMA 模型 的 特殊 形式 ， 所 以 
它们 的 自 协 方差 函数 可 由 第 3 章 中 的 理论 推出 ， 正 如 9.2.3 节 中 
对 ΜΑ 模型 w = αι — Oar_1 一 Bat_12 + 96at_13 所 作 的 一 样 。 
为 了 说 明 附 录 A9.1 中 所 给 出 模型 自 协 方差 函数 的 推导 ， 考 虑 模 
型 (1 -ΦΒ)ωι- (1-θβ'λαι EH AR 阶 为 1、 ΜΑ 阶 为 s 的 
特殊 形式 的 ARMA 模型 。 首先 ， 由 于 这 个 关于 wt BMH ψ 权 
满足 $j; 一 ppi = 0,7 = 1,… ,s 一 1, 所 以 我 们 有 ψ; = #75 = 
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1,--- ,s—1, 并 有 We = 各 -日 及 = oYj-1,) > 5 ο 由 3.4 τα 
们 知道 w BY A HA 3: 58 ἀκα E 


yo = Φγι + 02(1 — Oys) 
Yj = ΦΥ ι-σίθψ, ; (j =1,---,s) (9.3.2) 
Yj = OYj-1 (7 > 8) 


对 yo 和 γι 求解 前 两 个 方程 ， 我们 得 到 


οἱ -- Θ(φ' --) -- φ5 οἱ +9? — 2¢°0 
οσα ge σα το 
γι =e? φ|1 — Θ(ϕ’ — 9)] — ϕ'''Θ — 2 o(1 + O? -ϕ'θ) 一 加 -19 

a 1 一 φ2 a 1 一 φ2 
并 有 Yi = 675-1 -0206° ὁ = ἀῴ7γο-σὰθφ' i (14 6%) /(1—¢7), } = 
1,--- 8, AR yj = prj- = 95 >s. 因此 , 特别 对 于 s = 12 
和 lol 不 太 接 近 1 的 月 度数 据 来 说 ， 对 于 较 低 的 滞后 ， 该 过 程 的 
BAKA o; 特性 类 似 于 正规 的 AR(1) 过 程 ， 即 对 于 小 的 了 有 
pj  φ’, [8 p12 的 值 接近 于 -O/(1+ 87). 

在 推导 乘积 过 程 自 协 方差 时 一 个 非常 有 用 的 事实 是 ， 对 这 种 

乘积 过 程 来 说 ， 自 协 方 差生 成 函数 (3.1.11) 是 其 分 量 生 成 函数 的 
FAR. Alt, Æ (9.3.1) 中 如 果 Vez, 和 V?as 的 分 量 模型 


φρίβ)ν΄Ζι = θι(Β)αι , Φρ(Β')ν γαι = Θρ(Β")αι 


的 自 协 方差 生成 函数 为 7Y(B) ἈΠ Γ(Β), 则 在 (9.3.1) P w= VIVE z 
的 自 协 方差 生成 函数 为 


γ(Β)Γ(Β”) 
在 模型 4 和 5 中 使 用 的 三 个 参数 的 非 乘积 算 子 为 
1--θι8 — θιο813 — 03B' (9.3.3) 
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可 以 写成 
(1 一 θι Ρ)(1 一 632 B'") 一 kB! 
其 中 
K = 01912 — (—613) | 
κ 的 估计 值 与 其 标准 差 相 比较 大 时 ， 说 明 需 要 一 个 非 乘 积 模型 ， 
其 中 ô 与 加 和 所 2 的 联系 不 紧密 。 另 一 方面 ， 如 果 KR), πὶ 
记 θι 一 0, 012 = Θ, 则 模型 近似 于 乘积 (0, L, 1) x (0, 1, 1)12 模型 。 


9.3.3 估计 


在 一 般 季 节 模 型 的 参数 估计 中 不 会 出 现 新 的 问题 . 无 条 件 平 
方 和 可 用 完全 通用 的 方法 进行 计算 ， 有 关 方 法 在 7.1.5 节 中 详细 
给 出 并 在 9.2.4 节 做 了 进一步 的 说 明 。 如 通常 一 样 ， 绘 出 等 值 线 
图 对 存在 困难 的 情形 会 有 所 启发 。 而 在 特性 较 好 的 场合 ， 用 数值 
导数 的 迭代 最 小 二 乘 会 很 快 地 收敛 到 最 小 二 乘 估计 值 ， 并 同时 得 
到 估计 值 的 方差 和 协 方差 。 如果 需要 的 话 ， 在 任何 情形 都 能 推出 
可 以 直接 计算 导数 的 递 推算 法 . 


估计 值 的 大 样本 方差 和 协 方差 大 样本 信息 阵 Ι(Φ,0, 9, Θ) 
可 通过 计算 EXX] 而 给 出 ， 和 7.2.6 节 中 一 样 ， 在 这 里 天 是 与 
导数 阵 符号 相反 的 n x (p 十 g9 十 P+ Q@) E. 那么 ， 对 于 一 般 乘积 
模型 | 
αι 一 6-1(8)Θ”:1(8")4(Β)δ(Β')ωι 


其 中 
wt = πάν z 
所 需要 的 导数 为 
Oat _ g-l i ὃαι _ -l1 5 δὲ 
δθ. =0 (B)B at, 96, 一 日 (B )B αι 
Oa: - —ł} j δαι — -ι 8 81 
ð$; = Q (B)B αι , 968, = 一 中 (B )B αι 
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RAT ΤΕ, HOR A Ι(Φ.θ.5.Θ) 的 逆 可 以 得 到 估计 和 值 的 近似 
方才 和 协 方 老 . 


9.3.4 各 种 序列 的 最 终 预 报 函 数 


我 们 现在 来 考虑 几 个 季节 模型 最 终 预报 函数 的 特征 .对 于 一 
个 具有 单一 周期 s 的 季节 模型 来 说 ， 在 原点 t 提前 期 为 1 的 最 终 
预报 函数 是 下 面 差 分 方程 的 解 : 


$(B)E(B’)V Ve (1) = 0 


表 9.8 给 出 了 选择 各 种 差分 方程 时 的 解 ， 并 给 出 了 预报 函数 的 特 
征 所 依赖 初始 值 的 数目 . 

在 图 9.8 中 对 于 s = 4 说 明了 每 个 预报 函数 的 特征 ， 把 提前 
期 1!= νο Επι 看 作 预 报 是 提前 τ 年 m 季度 所 做 ， 这 样 是 很 方便 
的 . 在 图 中 ， 适 当 数目 的 初 值 (着 手 进行 预报 所 要 求 的 ， 用 大 黑 
点 标 出 ) 是 任意 设置 的 ， 预 报 函数 的 轨 线 一 直 持 续 到 第 四 个 周期 
末 。 当 差分 方程 包含 一 个 自 回归 参数 时 ， 它 的 值 被 设 为 等 于 0.5. 

在 表 9.8 的 解 中 出 现 的 常数 bo,m,b1 等 都 应 严格 记 作 OG, of” 
等 等 ， 因 为 每 一 个 常数 都 依赖 于 预报 原点 t, 且 随 每 一 时 刻 原点 的 
改变 而 被 自 适 地 修正 . 为 了 简化 符号 ， 上 标 t 暂时 省 略 .标号 为 


表 9.8 ”各 种 自 回 归 算 子 的 最 终 预 报 酉 数 


自 回 归 算 子 Be TAR wh δ 预报 函数 所 依赖 
(r,m)* 的 初 值 个 数 

(1) 1—-@B” B—(bo,m — 2) ®’ 3 

(2) 1-B* bo,m s 

(3) (1-B)(1-®B*) bo—(bo,m—bo)®' +b: {iF} s+ 

(4) (1~B)(1—-BF) bo,mtbir s+1 

(6) (1-¢B)(1-B*) —bo,mtbig™ τας} s+1 

(6) (1--Β)(1- 85323  bo,m+bi,mr+4bzr(r—1) 24:11 

(7) (1-B)?(1-B*)?_— bo, mt+[b1 {-(πι--1)Ρο]τ' 28 十 
+ibzsr(r—1) s+2 


”系数 b 都 是 自 适 应 的 且 依 赖 于 预报 原点 +. 


自 回 归 算 子 


(1)1-0.5B° N 
H 


(2) 1 -- Β’ 

(3) (1 — Β)(1 -- 0.583) 
(4) (1— Β)(1 -- Β3) 

(5) (1—0.5B)(1 -- B°) 
(6) (1 -- Β)(1 -- Β”)7 
(7) (1 -- Β)2(1 -- B°) 


图 9.8 ”对 于 选择 的 各 种 一 般 季 节 自 回归 算 子 其 季节 预报 函数 的 特征 


(1) 的 算 子 是 平稳 的 ， 并 包含 一 个 固定 的 均值 ， 它 是 自 回 归 的 季 
节 模 式 ， 随 着 每 个 周期 衰减 ， 且 越 来 越 接 近 于 均值 . 

具有 季节 分 量 的 算 子 (2) 是 非 平 稳 的 。 某 个 特定 季度 的 预报 
值 由 一 个 零 阶 多 项 式 将 年 与 年 之 间 联 系 起 来 。 因 此 ， 季 节 分 量 的 
基本 预报 值 在 未 来 年 份 的 预报 中 将 得 到 完全 地 再 现 . 

AF (3) 关于 基本 间隔 是 非 平稳 的 ， 但 季节 分 量 是 平稳 的 . 
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9.8(3) 给 出 了 预报 值 的 一 般 水 平 ， 它 渐 近 地 接近 于 新 水 平 


by 
1 一 里 


这 里 ， 迭 加 了 平稳 季节 效应 的 可 预报 分 量 也 同时 指数 衰减 . 
算 子 (4) 是 算 子 (3) 当 ὃ 接近 于 1 时 的 极限 情形 。 这 个 算 
子 关 于 基本 间 阳 和 季节 分 量 都 是 非 平稳 的 . 这 个 基本 的 初始 预报 
模式 象 逐年 增加 的 增 量 一 样 被 再 现 . 这 就 是 拟 合 航 空 旅客 数据 的 
(0,1, 1) x (0, 1, 1)12 乘积 过 程 所 给 出 的 一 类 预报 隐 数 . 
Ἡ (5) 关于 季节 模式 是 非 平稳 的 ， 但 关于 基本 间隔 是 平稳 
的 。 其 形式 指数 地 过 近 下 面 的 渐 近 形式 


po 十 


δι p™-! 


1—$: 

算 子 (6) 在 基本 间隔 和 季节 分 量 上 都 是 非 平 稳 的 . ESR Γ 5 
现 总 体 的 二 次 趋势 , 在 季节 模式 中 存在 一 种 特定 的 修正 . 每 个 季度 
不 仅 有 自己 的 水 平 bom, 而 且 也 有 它们 自己 的 水 平 变化 率 bim. 
因此 , 如 果 这 种 预报 函数 是 适合 的 , 我 们 便 可 能 遇 到 这 样 的 情形 : 
例如 ， 随 着 提 前 期 的 增加 ， 夏 季 对 春季 销售 额 之 差 可 以 预报 为 逐 
年 增加 ,而 同一 时 间 秋 季 对 夏季 销售 额 之 差 却 可 能 预报 为 下 降 。 

AT (7) 在 基本 间隔 和 季节 分 量 上 也 都 是 非 平 稳 的 ， 仍 然 是 
存在 年 度 上 的 一 次 趋势 ， 而 预报 值 从 一 个 季度 到 下 一 季度 的 增长 
变化 呈 线 性 地 改变 . 


9.3.5 变换 的 选择 


用 过 去 数据 的 加 权 平 均 来 构成 预报 值 ， 可 以 回溯 到 序列 很 久 
远 的 值 ， 对 于 季节 模型 来 说 尤其 如 此 .因此 在 选择 变换 形式 时 需 
要 小 心 , 通过 此 变换 可 以 在 该 序列 充分 长 的 部 分 近似 地 应 用 一 个 
简约 的 线性 模型 . 简单 的 图 形 分 析 常 常 就 可 给 出 这 样 的 变换 。 通 
过 确定 如 何 度量 季节 分 量 的 幅度 ， 且 它 与 序列 水 平 的 度量 大 致 是 


24(00,m) = bom + 
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独立 的 ， 由 此 可 以 得 到 一 个 适合 的 变换 . 为 了 说 明 怎 样 才能 更 精 
确 地 选择 数据 的 基本 变换 ， 用 z 记 未 变换 的 航空 旅客 数据 ， 并 假 
设 为 使 模型 (9.2.1) GA, RINSE HER (z= αλ HAHA, 
z = ln(z) 对 入 = 0) 。 因此， 如 4.1.3 节 所 建议 的 ， 按 照 Box 和 
Cox[38] 的 方法 , 对 于 各 种 A, X e = (αλ-.1)/λάλ-1 拟 合 模型 ， 
并 选择 使 残 差 平方 和 S、 最 小 的 入 值 来 求 得 极 大 似 然 函 数值 。 上 
面 表达 式 中 的 # 是 序列 的 几何 平均 , 很 容易 证 明 ας) = 4 1π(α). 
对 于 航空 旅客 数据 我 们 求 出 
λ S| As 8 
—0.4 13,825.5 -0.1 11,627.2 0.2 11,784.3 


-0.3 1279406 0 11,458.1 || 0.3 12,180.0 
-0.2 12,046.0 0.1 11,554.3 | 0.4 12,633.2 


这 样 ， 极 大 似 然 估 计 接 近 于 入 = ο, 对 于 这 个 例子 来 说 ， 确 认 了 对 
数 变换 的 正确 性 . 


9.4 结构 分 量 模型 和 确定 性 季节 分 量 


正如 9.1.1 节 所 提 到 的 ， 描 述 季 节 时 间 序 列 的 一 种 传统 方法 
是 把 序列 分 解 为 趋势 、 季 节 及 噪声 分 量 ， 即 z = T+ S+ Na 
这 里 趋势 Τι 和 季节 δι 分 别 是 采用 多 项 式 和 正弦 函数 的 时 间 的 
确定 性 函数 .近来 这 种 “结构 分 量 ”模型 中 含有 的 趋势 和 季节 
分 量 已 不 再 是 确定 性 的 ， 而 是 遵从 随机 模型 ， 这 种 模型 已 经 在 时 
间 序 列 的 建 模 ， 预 报 及 季节 调整 等 方面 越 来 越 流行 (例如 Harvey 
和 Todd[109],Gersch 和 Kitagawa[95],Kitagawa 和 Gersch[128], 以 
及 Hillmer 和 Tiao[111]) 。 例如 对 于 月 度数 据 ， 用 这 种 模型 处 理 
趋势 可 假设 服从 模型 (1 -- B)T = (1 - 9rB)at, 或 (1 -- BYPT: = 
(1 --θτιΒ -- 9r2B2)as ,而 假设 季节 服从 (1 - Bl?)S, = ὃν, 这 里 αι 
Alb, 是 独立 白 噪声 过 程 。 这 种 建 模 方法 一 特别 是 对 于 季节 调整 
问题 一 Ἀ 吸引 力 在 于 可 以 使 用 5.5 节 所 讨论 的 基于 模型 状态 空 
间 公 式 的 Kalman 滤波 和 平滑 方法 . 
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然而 应 该 注意 ， 这 样 的 结构 模型 具有 等 价 的 ARIMA 模型 表 
示 。 为 说 明 起 见 ， 考 虑 z= Τι Si 十 和 Ni, 其 中 假设 


(1 — B)T, = (1 — θγΒαι, (1 — Bt*)S, = (1 — Os BY Jb 
H N: =a RARE., TERIA 


(1—B)(1-B”?)z, =(1— B? )(1— 0r B)a: 
+(1-B)(1—-@0sB!?)b; + (1—B)(1-B"™ )e; 


按照 附录 A4.3 中 的 推广 ， 上 面 表达 式 的 右边 可 以 表示 为 MA 模 
X (1 — 0B — h2 B” -- Βι4Β19)ει, 这 里 et 是 白 噪声 ， 这 是 因为 右 
边 仅 在 滞后 为 0,1,11,12 和 13 时 有 非 零 的 自 协 方 差 。 在 另外 的 结 
构 之 下 MA 算 子 可 能 有 乘法 形式 , 但 是 通常 我 们 看 到 ， 如 上 述 的 
结构 模型 一 样 ， z= Τι δι Νε ΕΦ ΑΗ ARIMA 表示 如 下 


(1 -- Β)(1 — BY?)zt = (1 — 01B — 012B” — 013B )e 


9.4.1 确定 的 季节 和 趋势 分 量 及 公 因 子 


在 某 些 场合 ， 特 别 是 对 于 物理 学 中 出 现 的 序列 ， 可 以 近似 地 
有 季节 或 趋势 分 量 为 确定 性 的 . 例如 ， 假 设 季节 分 量 事实 上 可 表 
示 为 


6 
ο = Bo +5 Bu cos (3 12 η + Ba; sin (FE) 
j=1 


这 里 系数 ϱ 是 确定 性 的 (固定 的 ) 。 我 们 注意 到 ， 这 可 以 视 为 前 

面 例 子 的 特殊 情形 ， 因 为 δι 满足 (1 - BY)s,=0. RH, ΒΗ 

时 忽略 趋势 项 ， 在 模型 xz = +N 中 假设 (1 - Bi)5S --0 及 
Ξ(1-.θνβ)οι, 我 们 发 现 zi 服从 下 面 的 季节 ARIMA 模型 


(1 — Β12)ει = (1 -- @nB)(1 — Β12)οι 
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我 们 现在 注意 到 ， 在 该 模型 的 广义 AR BTM ΜΑ REPRE 
在 公 因 子 1- B12， 等 价 地 ， 我 们 可 以 认为 对 于 季节 ΜΑ 算 子 
Θ(Β2) = (1- 6B2) 有 日 =1。. 这 是 由 最 初 的 模型 形式 中 确 
定性 (季节 ) 8 5, 的 存在 所 引起 的 ， 并 且 在 事实 上 表示 着 它 的 
存在 . 

通常 ,在 一 个 时 间 序 列 z 的 结构 中 车 存在 确定 性 的 季节 或 趋 
势 分 量 , 那么 , 在 模型 的 广义 AR 算 子 和 MA 算 子 中 都 会 显著 地 有 
AAF (1 一 B12?) 或 (1 一 B) ,我们 可 将 这 一 结果 更 正式 地 如 下 文 所 
DOR. 假设 τι 服从 模型 p(B)zs = θο-Γθ(Β)αι, ΒΕ φ(Β) ΤΠ θ(Β) 包 
含 公 因子 G(B), BI p(B) = G(B)p1(B) 及 3(B) = G(B)0(B). 
因此 ， 模 型 为 


G(B)epli(B)z = θα + Ω(Β)θι(Β)αι (9.4.1) 


Α G(B) = 1-9, B—---—9, Β", 并 假设 该 多 项 式 有 根 GT， ,G7! 
(假设 是 不 等 的 ) .于 是 公 因子 G(B) 可 以 从 上 面 模型 的 两 边 去 掉 ， 
但 是 要 把 形 如 ΣΤ; ciG? 的 项 加 到 模型 上 . 于 是 模型 (9.4.1) 可 用 
等 价 形式 表示 为 


t 
φι(Β)2ι 一 cot + Xo cG; 1-θι(Β)αι (9.4.2) 
i=1 

这 里 ， ci 是 常数 ， 项 coe 满足 Ο(Β)οοι = 00 . 对 于 某 些 根 G7 A 
重 根 的 情形 ， 这 个 结果 的 修正 是 显而易见 的 。 

因此 可 以 看 出 ， 上 面 模型 的 一 个 等 价 表 示 为 p1(B)zt = αι + 
θι(Β)αι, xB σι et 的 确定 性 函数 , 并 满足 Ο(Β)αι = θο. 注意 ， 
G(B) 的 根 对 应 于 “平稳 因子 ”, 使 得 |Gi| < 1 故 对 分 量 σι 所 做 
贡献 是 无 关 紧 要 的 ， 因 此 这 些 项 可 以 被 忽略 。 这 样 ， 只 有 那些 根 
对 应 于 非 平稳 “差分 ”和 其 它 “ 简 化 ” 算 子 的 因子 ， 例 如 (A-B) 
和 (1 一 B*), 其 根 为 |Gi| = 1, 只 有 这 些 因子 才 需 要 包含 到 模型 等 
价 形式 的 确定 性 分 量 中 . 当然 , 这 些 公 因子 会 引出 σι 中 的 确定 性 
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函数 ， 其 形式 为 多 项 式 ， 正 粥 和 余弦 函数 及 它们 的 乘积 ， 这 取决 
TZAT G(B) 的 根 . 

fl: 对 于 一 些 简单 的 例子 ， 模 型 (1 - Ba = 名 十 (1 一 
Β)θι(Β)αι 具有 等 价 形式 z = ci + Oot + (Bar, 当然 这 是 在 消 
去 公 因子 后 出 现 的 ， 而 模型 (1 - V3B 十 B2)zt =%+(1-V3B+ 
B?)0,(B)a, 具有 等 价 形式 z = cote, cos(2rt/12)+c2 sin(2rt/12)+ 
θι(Β)αι, XE (1 --νὸ -Γ1)ορςθο . 

在 实际 中 ， 可 能 出 现 有 关 单 位 圆 上 根 的 公 因 子 及 相应 约 去 因 
子 的 情形 都 只 是 近似 的 , 然而 , 通过 回归 模型 和 ARIMA 时 间 序 列 
模型 相 结合 的 方法 ， 直 接 去 估计 带 有 确定 性 分 量 ( 隐 仿 因子 约 去 ) 
的 试验 性 模型 是 很 有 用 的 。 对 于 预报 而 言 ， 存 在 确定 性 因子 的 另 
一 后 果 是 : 在 (5.3.3) 中 对 24. 的 一 般 预 报 消 数 经 (0) 中 至 少 有 一 
些 系数 OY 不 是 自 适应 的 , 而 是 确定 性 (固定 ) 的 常数 . 前 文中 所 讨 
论 的 结果 ， 包 括 在 ARIMA 模型 的 广义 AR 算 子 和 ΜΑ 算 子 中 具 
有 单位 圆 上 根 的 公 因 子 ， 以 及 存在 确定 性 的 多 项 式 和 正弦 分 量 ， 
涉及 二 者 之 间 的 关系 的 讨论 由 Abraham 和 Box{2],Harvey[106}, 以 
及 Belll27] $ H. 


9.4.2 带 有 回归 项 和 时 间 序 列 误差 项 的 模型 


前 述 讨 论 引 发 了 一 类 时 间 序 列 模型 的 讨论 一 它 包 含 诸如 确 
定性 的 正 纺 余弦 函数 的 回归 项 ， 用 以 描述 季节 特性 ， 并 包含 有 可 
能 自 相 关 的 时 间 序 列 误差 (或 “噪声 ”) 项 . 我 们 考虑 误差 项 Νι 可 
以 假设 为 是 平稳 ARMA 过 程 的 情形 ， 否 则 ， 我 们 就 可 能 要 考虑 
对 原 序 列 进行 差分 。 所以， 我 们 假设 序列 wi 服从 回归 模型 


we = fitt + βι2ι2 +--+ + Gere + Νε (t = 1,--- , 1) (9.4.3) 


这 里 ， tu, ,ztk 是 上 个 解释 变量 或 预测 变量 ,误差 N 假设 是 
由 一 个 ARMA(p, q) : Φ(Β)Νι = 0(B)at 生成 。 回 忆 一 下 传统 线性 
回归 模型 的 结果 , 在 附录 A7.2 中 对 此 做 了 简要 回顾 . 用 那里 的 符 
号 , 模型 (9.4.3) ΠΡΙ ω-Χβ!ΗΝ, RV = cov[N]. 在 传统 模 
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ARRIA V = o?1, 且 有 的 最 小 二 乘 估计 为 Ê = (ΧΙ Χ) Xw, 
并 具有 通常 的 性 质 ， 如 cov[B] = 0?(X'X)—! .. 

但 是 在 自 相 关 误 差 的 情形 ， 这 种 性 质 不 再 成 立 ， 我 们 发 现 最 
小 二 乘 估计 的 协 方差 阵 是 由 οον[β] = (Χ’Χ)-!ΧΎΧΙΧ'Χ ΓΙ 
因此 一 般 的 样本 性 质 和 统计 推断 方法 ， 例 如 关于 估计 值 δι 的 通 
常 标准 差 公式 ，t- 统计 量 及 置信 区 间 等 就 不 再 有 效 了 ， 因 为 它 
们 都 是 建立 在 关于 (9.4.3) 中 误差 Νι 性 质 的 不 正确 假设 之 上 ， 由 
此 会 导致 最 小 二 乘 估计 值 及 协 方差 阵 的 不 正确 形式 . 

例 : 作为 说 明 这 种 情况 的 简单 例子 , 考虑 模型 w = Bize 十 Na， 
这 里 N: 服从 MA(1) 模型 Ne = (1 一 9B)a; 。 于 是 我 们 知道 ， NN 
MA γοξ(1 -- θ2)σὰ ἯΙ γι = -9c2 是 非 零 的 自 协 方差 。 Bi 的 最 
小 二 乘 估计 是 ĝi = yrwyr, 它 的 实际 方差 为 


τε τε--1 
、 X'VX WoL + 271 2 Tttt 
var[81| = = 一 一 一 一 


(22) (S222)? 


该 表达 式 可 简化 为 


zt 
t=1 


νατ[βι] = —°-[1 + δριτι(α)] 
2, 


这 里 τι(α) = Σ᾽ σισικι/ϑ;αῦ 可 解释 为 rt 滞后 为 1 的 样本 自 相关 
函数 ， 不 过 未 对 均 信 修正 与 此 对 照 ， 如 果 模型 中 误差 Ni 解释 为 
不 相关 的 ， 我 们 会 取 p = 0, 因而 不 正确 地 导致 认为 βι 的 方差 是 
yo/ Sia? . 而 这 种 形式 方差 的 应 用 会 引出 有 关 βι 的 错误 推断 . 在 
这 个 简单 的 例子 中 我 们 还 看 到 ， 自 相关 pt 对 最 小 二 乘 估计 方差 


的 影响 是 通过 因子 ciri(z) 而 依赖 于 解释 变量 σι 的 自 相 关 特 征 ， 
因此 ， 当 序列 ze 和 噪声 N, 有 相同 符号 的 工 阶 滞后 自 相 关 时 ， 最 
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小 二 乘 估 计 的 方差 将 会 比 具有 不 相关 误差 时 扩大 ,而 当 具 有 相反 
符号 的 自 相 关 时 ， 结 果 相 反 . 

当 对 时 间 序 列 数据 拟 合 回归 模型 时 ， 总 是 需要 考虑 误差 项 存 
在 自 相 关 的 可 能 性 . 通常 ， 对 于 误差 N 识别 一 个 恰当 模型 的 可 
行 方法 是 首先 得 出 最 小 二 乘 估计 β, 然后 再 得 到 相应 回归 模型 的 
残 差 

Ñ, = w - βισιι — βχσια ---::-- ᾖμεικ (9.4.4) 


这 个 残 差 序列 可 以 用 通常 的 时 间 序列 建 模 方法 来 考察 ， 例 如 考察 
它 的 样本 自 相 关 和 偏 相关 函数 ， 以 对 Νι 识别 合适 的 ARMA 模 
型 。 这 种 预先 的 识别 技巧 足以 对 误差 项 N, 建立 一 个 试验 性 的 模 
型 .尤其 是 当 自 变量 zx 为 确定 性 函数 形式 , 比如 正弦 .余弦 函数 ， 
多 项 式 等 ， 因 为 在 这 些 情形 下 我 们 知道 (例如 见 Anderson[8,10.2 
$), 最 小 二 乘 估计 相对 于 最 优 线性 估计 是 渐 近 有 效 的 估计 量 . 另 
外 ,我 们 还 知道 ， 由 预先 最 小 二 乘 拟 合 残 差 计算 的 样本 自 相 关 和 
偏 关 与 从 实际 噪声 序列 Νι 所 得 的 相应 值 是 渐 近 相等 的 (例如 见 
Anderson[8 中 10.3 节 ] 和 Fuller[93 的 9.3 节 ]) 。 一般 ，B 的 最 优 
线性 估计 ， 通 称 广义 最 小 二 乘 估计 由 Bo = (XV-1X)-1X'V Ιω 
给 出 ， 其 协 方差 阵 为 οον[βο] = (XVX). SWERVE 
知 ， 且 误差 为 正 态 的 假定 下 ,该 估计 量 也 对 应 于 极 大 似 然 估 计 . 
在 实际 中 ,根据 对 噪声 项 N 确定 的 具体 ARMA 模型 ， 可 以 
确定 NN 的 协 方差 阵 V 的 具体 形式 , 并 可 找到 一 个 下 三 角 阵 P, 使 
得 P'VP =o21, 即 V-!= PP'/o? . 因此 , 如 A7.2.5 节 所 述 , 事实 
E, 可 以 由 变换 后 的 变量 w* = P'w 及 X* = P'X 得 到 广义 最 小 二 
乘 估计 Be = (X* XX*)-1X*w*, ΒΒ cov|Bc] = σ2(Χ“Χ")-!, ἢ 
AN, 的 时 间 序 列 模型 参数 ϕι 和 0; 是 未 知 的 ， 所 以 必须 在 计算 
Bo 和 极 大 似 然 估 计 (或 精确 最 小 二 乘法 ) 之 间 和 迭代 ， 前 者 是 利用 
时 间 序 列 模型 参数 的 当前 估计 值 以 构造 变换 矩阵 Ρ', 后 者 则 如 第 
7 章 所 述 ， 由 β 的 当前 估计 值 构 造 出 估计 的 噪声 序列 ΧΙ, 在 此 基 
础 上 得 出 时 间 序 列 模型 参数 的 估计 值 。 用 于 对 指定 ARMA 模型 
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确定 精确 平方 和 函数 的 计算 过 程 ， 也 将 基本 上 确定 计算 变换 矩阵 
Ρ’ 的 性 质 ， 该 矩阵 是 计算 广义 最 小 二 乘 估计 值 所 需要 的 . 

Bl: 我 们 用 简单 的 例子 加 以 说 明 ， 对 曲 声 N, 取 ARCO) 模 
型 ， (1 一 $B)N: = a. FE nxn i P 的 (11) 元 素 等 于 
-pe ， 其 余 对 角 线 元 素 都 等 于 1, 主 对 角 线 下 的 对 角 线 元 
HST -¢, 其 余 所 有 元 素 都 是 零 。 因 此 在 该 变换 之 后 变量 成 为 
wi = (1 一 2)i/2w1) 及 wr = we — φώι ια, = 2,3,.….,n, 对 于 变换 
后 的 解释 变量 ct, 也 可 类 似 得 到 .实际 上 ， 有 了 AR(1) 误差 ， 通 
过 对 方程 运用 算 子 (1 一 $B), 模型 (9.4.3) 变换 后 得 到 


wi — ϕφυι..1 --βι(ζει — pre_11) + βα(ζια 一 bzt 1ο) 
十 … + PklEtk — φαι..1.κ) + Gt 


或 wr = βιαξ + Bort, +--+ + Peri, tar, 这 是 带 有 不 相关 误差 
αι 的 通常 回归 模型 形式 ， 因 此 普通 最 小 二 乘 回 归 方 法 适用 于 变换 
后 的 模型 . 对 于 高 阶 AR 模型 来 说 ， 变 换 方法 的 推广 是 直截了当 
的 ， 这 不 同 于 对 于 p 个 初始 观测 值 的 特殊 处 理 ， 于 是 变换 后 变量 
为 σὲ = φίΒ)αι 一 ZE 一 Pitt—1,i — pprt_pisi=1,...,k. 对 
混合 ARMA 模型 的 情形 ,变换 的 精确 形式 将 更 复杂 (一 种 近似 形 
式 是 wi 之 01'(B)$(B)wi, SF), 但 是 正如 所 指出 的 ,确定 这 些 变 
换 所 用 的 方法 是 和 用 来 构造 ARMA 模型 精确 平方 和 函数 的 方法 
一 样 的 ， | 

“REBAR ri 假设 是 已 知 的 ， 那 么 ， 对 于 带 有 
时 间 序 列 误差 的 回归 模型 的 预报 就 是 显而易见 的 了 ， 这 就 象 是 对 
确定 性 函数 (例如 正弦 或 余弦 函数 ) 一 样 . 于 是 , 若 预 报 原点 t, 提 
前 期 为 [时 ， | 


ἴδε = βιζιρι,1 +-+ PkTt+l,k + Nipi 
基于 直到 时 刻 t 过 去 值 的 预报 为 
w(t) = Bizetru1 + βασι» 十 … 十 OKkzt+LK 十 N,(1) (9.4.5) 
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这 里 Ni(D 是 由 ARMA(p,9) 模型 4(B)N = θ(Β)αι 给 出 、 以 噪声 
序列 Ni 的 过 去 值 为 基础 对 Nep 提前 ἱ 期 的 通常 预报 值 ， 预报 误 
A 


1 一 1 


ez(l) = = W- 一 w (l) = = Next 一 N,(l) = = > ια γι (9.4.6) 


ἐ--0 


FFA Υ (1) = ναπει({)] = of yw, 1. Β Μὲ FP N, 的 ARMA 模 
型 预报 误差 及 方差 ， 其 中 Ui 是 噪声 模型 中 ψ(Β) = $(B)~*0(B) 
的 系数 . 

例 : 作为 例子 ,在 模型 w = βοβι cos(2rt/12)+82 sin(27t/12) 
+N: +, XE (1 一 $B)Ni = αι, 预报 值 是 | 


a(l) = Bo + Bx cos ad + Basin zg] + R(t) 


其 中 NA) = oN, .注意 , 这 些 预报 值 在 函数 形式 方面 类 似 于 用 一 
个 ARMA(1,3) 模型 (常数 项 为 0) 对 序列 (1- Β)(1-- V3B+ B? Jw 
得 到 的 预报 值 ， 正 如 9.4.1 节 末 尾 所 指出 的 ， 只 是 对 于 回归 模型 
情形 ， 预 报 函 数 的 8 系数 是 确定 性 的 ， 而 不 是 自 适应 的 . 

在 实际 中 ,与 时 间 序 列 模 型 的 参数 估计 值 一 样 ，B 的 估计 值 
可 用 来 求 得 估计 的 噪声 序列 Νι, 以 此 可 作出 对 未 来 值 的 预测 。 有 
关 这 些 参数 估计 误差 对 相应 预报 误 卷 方差 的 影响 ， 由 Baillie[20] 
对 带 有 自 回归 误差 的 回归 模型 情形 作 了 研究 ， Yamamoto[210] X 
于 参数 估计 误差 对 纯 AR 模型 预报 的 影响 做 了 更 一 般 的 研究 . 

对 于 带 有 了 时间 序列 误差 的 回归 模型 方法 更 详细 的 讨论 由 Har- 
vey 和 Phillips[107] 以 及 Wincek 和 Reinsel[205] 给 出 ， 后 者 还 涉 
及 缺失 数据 的 可 能 性 .在 7.5 节 中 所 讨论 的 用 Kalman 滤波 计算 
的 状态 空间 方法 可 应 用 于 带 有 时 间 序 列 误差 的 回归 模型 ， 并 且 关 
于 前 面 所 讨论 的 变换 矩阵 P, 在 这 里 相应 于 一 种 特定 的 选择 。 作 
为 特殊 的 应 用 ，Bel 和 Hillmer[28] 将 带 有 时 间 序 列 误差 的 回归 模 
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型 用 于 季节 时 间 序 列 中 日 历 影 响 的 建 模 ， Reinsel 和 Tiao[167] 用 
带 有 时 间 序 烈 误差 的 回归 模型 对 空气 中 臭氧 的 趋向 估计 建 模 , 
我 们 用 引 自 [167] 的 一 个 例子 作为 说 明 ， 考 虑 序列 2ι, 它 是 澳 
KANE Aspendale 站 观测 的 大 气 中 臭氧 的 月 平均 值 , 时 间 为 1958- 
1984. 该 序列 有 很 强 的 季节 性 ， 因 此 用 ARIMA 建 模 ， 考 虑 季节 
差分 w, = (1-- BY) x, 以 w 样本 的 ACF 和 PACE 特征 为 基础 ， 
给 出 并 估计 下 面 的 模型 


(1 — 0.48B — 0.22B?)(1 -- B'?)z, = (1 — 0.99B!?)at 


该 模型 经 断定 是 恰当 的 . 因此 ， 我 们 看 到 模型 中 含有 十 分 接近 的 
季节 差分 公 因子 (1 一 BY) 从 而 ， 它 等 价 于 包含 确定 性 季节 分 量 
的 模型 


6 
= Bo +5 [Piscos (78 12 IN + sin (RH )] +N: 


j=l 


这 里 ， Ni 服从 AR(2) ΧΙ. (1 一 0.48B -0.22B7)N,=a,. $ 
实 上 ， 这 一 模型 形式 在 [167] 中 是 用 回归 模型 - 时 间 序 列 方法 佑 
计 出 的 ， 这 类 似 于 我 们 前 面 所 讨论 的 方法 . 


A 9.1 某 些 季 忆 模 型 的 自 协 方差 


ΠΕ A9.1 . 
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ας [ΚΕ ΥΒΗ ΣΉ ΒΦ 
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第 三 部 分 
TE E ΡΕ BOR AY AN E V 


假设 和 区 用 来 度量 系统 输入 的 水 平 。 例如， 关 可 以 是 人 馈 入 化 
学 过 程 中 茶 种 成 分 的 浓度。 假定 了 的 水 平 影响 系统 输出 的 水 
P, μι, Υ 可 以 是 化 工 过 程 的 产 出 。 情况 往 往 是 这 样 ， 由 于 系 
统 的 惯性 ， X 从 一 种 水 平 变化 到 另 一 水 平时 ， 并 不 是 立刻 影响 
到 输出 ， 而 是 引起 了 AFERA, KE, EAR yk 
到 均衡 。 我 们 把 这 种 变化 称 为 动态 系统 的 响应 。 描 述 这 种 动态 响 
应 的 模型 叫做 传递 函数 模型 . 我 们 将 假设 输入 和 输出 的 观测 值 都 
是 在 等 间隔 的 时 间 上 得 到 的 ， 那么 ， 相 应 的 传递 函数 就 称 为 离散 
的 传递 函数 模型 。 

这 类 模型 不 仅 能 够 描述 工业 过 程 的 特性 ， 而 且 也 能 用 于 经 济 
和 商业 系统 。 传递 函数 模型 的 建立 是 很 重要 的 。 因 为 只 有 了 解 系 
统 的 动态 特征 ， 对 于 该 系统 进行 明智 的 引导 、 操 纵 和 控制 才 上 基 有 
可 能 性 。 


即使 在 精心 控制 之 下 ， 除 苹 以 外 的 其 它 影响 也 会 对 了 有 作 
M. 我 们 把 这 些 影响 对 了 的 综合 作用 称 为 干扰 或 噪声 . 一 个 能 够 
联系 实际 数据 的 模型 不 仅 要 考虑 连接 互 和 也 的 动态 关系 ， 而 有 
也 要 考虑 影响 系统 的 噪声 。 这 种 联合 模型 是 通过 把 确定 性 的 传递 
函数 模型 与 随机 噪声 模型 组 合 而 得 到 的 . 

在 下 面 的 第 10 章 中 我 们 引入 一 族 线性 传递 函数 模型 ， 它 们 可 
以 表示 实际 中 经 常 遇 到 的 许多 动态 关系 。 在 第 11 章 中 我 们 要 说 
明 应 该 怎样 考虑 噪声 干扰 ， 才 可 以 使 噪声 与 数据 相 联 系 。 这 种 模 
型 和 数据 的 联系 是 通过 识别 、 估 计 和 诊断 检验 的 过 程 来 实现 的 ， 
这 和 前 面 已 经 讲述 的 内 容 非 常 类 似 . 在 第 12 章 中 ,我们 将 描述 : 
如 何在 传递 函数 模型 中 把 简单 脉冲 和 阶 跃 示 性 变量 用 作 输 入 ， 以 
此 来 表示 和 评价 非 正 常 干 预 事件 对 时 间 序 列 Y 特性 的 影响 . 
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本 章 中 我 们 介绍 一 族 离 散 的 线性 传递 函数 模型 .它们 可 以 用 
来 表示 经 常 遇 到 的 动态 情形 ， 且 模型 中 参数 的 使 用 是 简约 的 . 


10.1 线性 传递 函数 模型 


我 们 假定 ， 如 图 10.1 中 所 示 ， 在 相等 的 时 间 间 隔 上 从 某 动态 
系统 的 输入 XX 和 输出 Y 可 以 得 到 一 对 观测 值 (Xi*, Ye). 在 一 些 场 
a, XAY 实质 上 都 是 连续 的 ， 但 仅 在 离散 时 刻 上 进行 观测 . 
我 们 不 仅 考虑 描述 将 一 个 离散 序列 转换 为 另 一 个 的 模型 一 这 是 
从 数据 必然 得 知 的 ， 而 且 还 要 考虑 从 离散 模型 可 以 得 出 的 关于 相 
应 连续 模型 的 情况 ， 这 是 十 分 有 意义 的 . 在 其 它 一 些 例子 中 ， 离 
散 序 列 本 身 存在 并 不 以 连续 过 程 为 背景 。 当 把 连续 系统 和 离散 系 


Uo σι Ve να Va Upve Us Ug 


脉冲 响应 函数 


输入 -- 输出 
10.1 一 个 动态 系统 的 输入 和 输出 
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统 相 联系 时 , 我 们 就 利用 基本 采 应 间隔 作为 时 间 单位 . 这 就 是 说 ， 
时 间 的 长 度 是 由 它 所 占 采 样 间 隔 的 数目 来 度量 的 ， 也 即 ， 一 个 离 
散 观测 值 X 被 认为 怡 好 是 在 “时 刻 0 发生. 

当 我 们 考虑 连续 变量 的 值 时 ， 如 Y 在 时 刻 t 的 值 ， 我 们 用 
Y(t) Kid. 如 果 上 人 恰好 是 一 个 离散 变量 Y 被 观测 的 时 刻 ， 其 值 便 
记 作 到 。 当 我 们 要 强调 一 个 离散 输出 Υ 不 仅 依赖 于 时 间 ， 而 且 
还 依赖 于 输入 X 的 水 平时 ， 我 们 写 为 Y(X) . 


10.1.1 离散 传递 函数 


在 适当 的 输入 和 输出 之 下 , 读者 可 以 想象 图 10.1 的 动态 系统 
是 表示 一 个 工业 过 程 ， 一 个 国家 的 经 济 ， 或 者 是 一 个 具体 的 公司 
或 政府 部 门 的 状态 . 

当 输 入 保持 某 固定 值 时 ， 我 们 常常 称 所 得 到 的 输出 为 稳 态 水 
平 。 由 此 ， 我 们 把 Y(X) 理解 为 ， 当 输入 保持 固定 水 平 X 时 ， 
最 终 达 到 均衡 状态 的 稳定 系统 的 离散 输出 . 通常 在 我 们 感 兴趣 的 
范围 内 ， Yo(X) 和 天 之 间 的 关系 是 近似 于 线性 的 。 因 此 ， 如 果 
RANA Y AX 记 从 某 适 当 原 点 到 直线 距离 的 偏差 ， 那 么 ， 我 们 
便 可 将 稳 态 关系 写 为 

Yoo = gX (10.1.1) 
这 里 9 称 为 稳 态 增益 ， 该 式 可 以 理解 为 Yo κ X 的 函数 . 

现在 , 假设 输入 水 平 是 变化 的 , 那么 ，X ΤΥ, 都 表示 时 刻 t 
自 均衡 状态 的 偏差 。 那么 经 常 发 生 的 情况 是 : 在 适当 的 近似 下 ， 
系统 的 惯性 可 以 用 一 个 线性 滤波 器 来 表示 : 


Y; 一 voXt + νι Χα. 十 υο δι + 
= (vwo + 1B + vB? 十) 和 (10.1.2) 
= υ(Β)αι 


在 上 式 中 ， 某 时 刻 t 的 输出 偏差 表示 成 在 时 刻 t,t 一 1,… 输入 偏 
差 的 线性 组 合 。 算 子 v(B) 称 为 滤波 器 的 传递 函数 . 
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BK 7H ey DY pa (10.1.2) 中 的 权 数 v0, vi 00,--- 称 为 系统 的 脉 
PH Mel DY επ. 这 是 因为 v; 可 以 看 作 是 : 在 时 刻 7 > 0 对 于 时 刻 0 
的 单位 脉冲 的 输出 或 响应 ， 即 输入 X 在 ti=0 时 和 二 1 其 它 时 
A Χι--0, 脉冲 响应 函数 在 图 10.2 中 以 棒 形 图 的 形式 给 出 。 当 
没有 瞬时 响应 时 ， 一 个 或 多 个 初始 的 v 值 ， 如 vov ,v6-1 将 
STS. 

根据 (10.1.2), 输出 偏差 可 以 看 作 是 一 系列 重合 脉冲 啊 应 函数 
乘 以 偏差 X 的 线性 组 合 。 图 10.2 对 此 作 了 说 明 ， 图 中 给 出 了 一 
个 假设 的 脉冲 叫 应 函数 ， 以 及 由 它 引 起 的 从 输入 到 输出 的 传递 。 
在 所 示 情 形 中 , 输入 和 输出 在 一 开始 是 均衡 的 , 在 时 刻 t= 1,t=2 
和 t= 二 3 输入 发 生 的 偏差 引起 了 输出 的 脉冲 响应 式 的 偏差 ， 它 们 
加 在 一 起 形成 了 整体 的 输出 啊 应 . 


Vo Vi Ue Vs Vy Us 
ΜΑΝ 0 Βα 
t——> 
一 3 一 2 一 10 1234 5 6 7 8 9 1011 
站 


10.2 从 输入 到 输出 的 线性 传递 
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增 量变 化 之 间 的 关系 用 
y = Yı — μι = VY, 
和 
= Xt — Xt-1 =VX: 
Kid Y AX 的 增 量 变化 。 我 们 常常 希望 把 这 些 变 化 联系 起 来 . 
对 (10.1.2) 差分 ， 我 们 得 到 
Yt = υ(Β)αι 


由 此 我 们 看 到 ， 增 量变 化 y 和 zi 满足 与 ΤΙ Χι 同样 的 传递 函 
数 模型 . 


稳定 性 ”如 果 无 穷 级 数 wuo + B+ v?B? +. MF |B) <1 
Wy, Sora, υ 为 绝对 可 和 ， 即 Σίν < œ, 那么 系统 就 被 


称 为 是 稳定 的 . 在 这 里 我 们 只 心 稳定 系统 因此 把 这 个 条 件 加 
在 我 们 所 研究 的 模型 之 上 . 稳定 性 条 件 意味 着 输入 的 一 个 有 限 增 
量变 化 将 导致 输出 的 有 限 增 量变 化 。 

MERE X 永远 保持 在 +1 这 个 值 ， 那 么 根据 (10.1.1),Y 将 
调整 并 维持 在 值 9 。 在 (10.1.2) 中 令 Yi =g, 1 = X; = Xt-1 = 
Xi-2…， 我 们 得 到 


N vj =g (10.1.3) 
7=0 
所 以 一 个 稳定 系统 的 脉冲 响应 权 数 之 和 收敛 且 等 于 系统 的 稳 态 增 
益 ， 


简约 性 ”为 使 系统 参数 化 ， 用 (10.1.2) P v 的 表示 通常 是 不 
能 令 人 满意 的 。 如 此 元 费 地 使 用 参数 将 会 在 估计 阶段 导致 传递 函 
数 的 不 准确 和 不 稳定 估计 。 因为 在 许多 实际 场合 ，wv 是 函数 值 相 
关 的 ， 正 象 我 们 现在 所 见 到 的 ， 


«480: 


ere re ο καράτε Nee PO CPE AC T. 


10.1.2 用 微分 方程 表示 的 连续 动态 模型 


一 阶 动态 系统 ”考虑 图 10.3 .假设 在 时 刻 t, X(t) ERE 4 中 
水 的 体积 ，Y(t) E B 中 水 的 体积 ，4 和 B 通过 一 条 管道 相连 
接 . HEC 是 用 虚线 表示 的 ， 一 开始 我 们 先 不 管 它 . 假设 水 可 以 通 
过 管道 已 流入 或 流出 A, 这 样 ， 可 以 利用 机 械 手 段 强制 4 中 的 水 
平面 也 即 体积 达到 预期 的 状态 ， 而 不 必 管 在 B 中 发 生 了 什么 . 

ME, MRA PHAR Χ 控 制 在 某 个 固定 水 平 ， 水 将 
会 从 一 个 缸 流 到 另 一 个 缸 ， 直 到 两 者 水 平面 相同 . 如果 我 们 现在 
重新 调整 体积 Χ 到 另 一 个 值 ， 两 个 水 缸 之 间 的 流动 又 会 发 生 直 
到 实现 均衡 。 B 中 的 均衡 体积 是 4 中 国定 体积 的 函数 ， 由 此 得 
出 稳 态 关系 

Yio = 91X (10.1.4) 
在 这 个 例子 中 ， 稳 态 增 益 σι 在 物理 上 表示 两 个 铅 的 横 截面 积 之 
比 。 如 果 在 某 一 时 刻 上 两 者 的 水 平 尚 未 达到 均衡 ， 可 以 注意 到 : 
PPA IK FM Ze X(t) - Y(t) REA. 


| 脉冲 响应 函数 


υ(ω) Uy 


图 105 一 个 简单 动态 系统 的 表示 
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假设 现在 通过 强制 管道 已 中 液体 的 输入 和 输出 , 使 体积 X(t) 
遵从 图 10.3 中 “输入 X(t)” 所 标明 的 曲线 形式 ， 那 么 ， B 中 的 
体积 Y(t) 会 相应 地 按 某 种 方式 变化 , 在 图 中 用 Y(t) 标 出 了 该 曲 
线 . 一 般 地 ，X(t) 对 于 孟 动 系统 是 决定 性 的 , 被 称 为 强制 函数 . 

为 了 把 输入 和 输出 联系 起 来 ,我 们 注意 到 在 非常 近似 的 情形 
下 ， 管 道中 水 流速 度 和 前 文 的 水 平面 差 成 比例 . 即 是 


ατι 
dt 


这 里 Τι 是 常数 。 微 分 方程 (10.1.5) 可 以 写成 
(1 十 Τι Ρ)Υι (t) 一 gi X(t) (10.1.6) 


其 中 D =d/dt. 这 种 由 一 阶 微分 方程 描述 的 动态 系统 常常 称 为 
一 阶 动态 系统 . 常数 了 一 1 称 为 系统 的 时 间 常 数 . 同样 的 一 阶 模 
型 可 以 近似 地 描述 许多 简单 系统 的 特性 . 例如 ， Y(t) 可 以 是 从 
一 个 加 热 器 排出 的 水 温 ， 而 X(t) 是 进入 加 热 器 水 的 流速 . 

不 难 证 明 (如 ， 见 [122)), 形 如 (10.1.6) 的 线性 微分 方程 的 解 
可 以 写 为 下 面 形 式 | 


= Fla Χ() -- KO} (10.1.5) 


γι (t) = / ~ y(u) X(t — u)du (10.1.7) 


这 里 o(u) 通常 是 (连续 ) 的 脉冲 响应 函数 . 我 们 看 到 ， Y(t) 由 
X(t) 的 连续 加 权 组 合生 成 ， 正 如 在 (10.1.2) P, Y, 由 Χι 的 离 
散 加 权 组 合生 成 一 样 . 我 们 进一步 看 到 , 在 连续 情形 vu) 起 着 权 
函数 的 作用 ， 这 完全 类 似 于 在 离散 情形 o 所 起 的 作用 . 对 于 由 
(10.1.6) 定义 的 具体 的 一 阶 系统 有 


v(u) = σαιτ] επ Τι 


于 是 ,在 这 种 情形 下 如 图 10.3 所 示 ， 脉 冲 响 应 函数 服从 简单 的 指 
数 衰减 。 
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在 连续 情形 ， 对 于 完全 任意 的 强制 项 数 ， 其 输出 的 确定 通常 
是 通过 计算 机 的 模拟 来 实现 ， 或 是 利用 在 数字 机 上 的 数值 过 程 来 
实现 . 只 是 对 特殊 的 强制 函数 其 解析 和 解 可 以 得 到 . 例如 ， 假 定 水 
压 系统 被 置 空 ,然后 X(t) 突然 升 高 到 某 一 水 平 X(t) = 1, 并 保持 
在 这 一 水 平 上 . 这 种 强制 哺 数 从 稳定 水 平 为 0 突然 变化 到 稳定 水 
平 为 1, 我 们 称 之 为 (单位 ) PRR. 系统 对 这 种 函数 的 响应 称 
为 对 系统 的 阶 跃 响应 . 求解 具有 单位 阶 跃 输 入 的 微分 方程 ， 经 推 
导 可 得 
Y,(t) = gi(1—e7/™) (10.1.8) 


XH,  Β 中 水 平面 依照 图 104 所 示 的 指数 形式 增长 . 现在 ， 
t = Τι, Yi(t) = οι(1--ε- 1) = 0.6329, . 因此 , 对 于 一 阶 系统 (10.1.6) 
来 说 ， 从 一 个 阶 跃 输入 进入 系统 开始 ， 直 到 达到 最 终 均衡 水 平 的 
63.2%, 这 一 过 程 所 需 时 间 就 是 时 间 常 数 工 。 

有 时 对 于 一 个 给 定 的 输入 变化 ， 其 最 应 在 开始 起 作用 之 前 有 
一 段 纯 延 迟 或 停滞 的 时 间 .。 Win, WEAR 103 AA BAR 
长 的 管道 ， 4 水 平 的 突然 变化 要 在 液体 流出 管道 之 后 才 会 起 作 
H. 假定 由 此 引入 的 延迟 占用 了 个 时 间 单 位 ， 那 么 延迟 系统 的 
啊 应 就 可 以 用 类 似 于 (10.6) 的 微分 方程 来 描述 ， 只 不 过 把 右边 的 
t 用 t 一 7 来 替换 而 已 ， 所 以 


(1+ ΤιΓ)ΣΙ (2) -- σι Χ(ι--τ) Ἢ (10.1.9) 


¥,(t) = 9, (1 ~e8/%1 


图 10.4 — PR ARS e Ada E 
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对 于 该 系统 而 言 ， 相 应 的 驴 冲 和 阶梯 响应 函数 与 无 延迟 系统 
完全 相同 ， 只 不 过 是 这 些 响应 函数 沿 水 平 轴 移 动 了 距离 7 . 


二 阶 动态 系统 ”再 次 考虑 图 10.3. 设想 一 个 三 水 钠 的 系统 ， 
有 管道 从 镀 B 通 向 第 三 个 水 缸 C,C 中 液体 体积 记 为 Y2(t) 。 令 
Τ 为 附加 系统 的 时 间 常 数 ， ο, 为 稳 态 增益 .那么 Yo(t) 和 Y(t) 
由 下 面 微 分 方程 相 联系 : 


(1+ T2D)Yz(t) = g2¥; (t) 


把 (10.1.6) 带 入 ， 我 们 得 到 一 个 二 阶 微分 方程 ， CHER aT 
4. HY -5 SS — EY) 9} A KR OK 


(1+ (Τι + Te)D+T,T,D*|Y2(t) = gX(t) (10.1.10) 
其 中 g = gig2 。 这 样 一 个 系统 的 脉冲 响应 函数 是 指数 混合 型 的 


(e-#/T — e7u/Ta) 


v(u) = 2 元 一元 (10.1.11) 


ΧΙ F Æ [βῆ BR BY ΠΗ DY ΒΗ F A h 


Te-t/T Τε 1 


Y2(t) = g(1 TOT, 


(10.1.12) 


图 10.5 中 的 连续 曲线 给 出 了 系统 
(1+ 3D + 2D*)Y2(t) = 5X(t) 


Xt F ΠΗ͂ ER AY ΠΗ ΜΙ. 这 里 Τι = 1,12 一 2,9 一 5 ο 注意 ， 与 一 阶 
系统 不 同 的 是 ， 二 阶 系统 的 阶 跃 响应 在 一 开始 斜率 为 零 。 
更 一 般 的 二 阶 系统 定义 为 


(1 + 21D + 22D°)Y (t) = gX(t) (10.1.13) 
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其 中 
=] = Τι + T> 5 =2 = DTT 


而 且 常数 Τι MT 可 以 是 复数 。 如果 我 们 写成 


那么 (10.1.13) 成 为 


(1+ "D+ ARDY = gX (t) 
脉冲 响应 函数 化 简 成 


v(u) = sin A 


对 于 单位 阶 跃 响应 (10.1.12) 为 


e— S408 sin(Ctsin A + à). 


¥@ = alt - sin λ 


图 10.5 中 的 连续 曲线 C 给 出 了 系统 


(14+ V2D + 2D*)Y(t) = 5X(t) 


g ζε- $408 sin(Cusin λ) 


(10.1.14) 


(10.1.15) 


(10.1.16) 


(10.1.17) 


(10.1.18) 


对 于 单位 阶 跃 的 响应 , 其 中 入 = 2/3 RC = ν2/2. 我 们 注意 到 ， 

啊 应 在 超过 了 值 g = 5 之 后 ， 以 一 个 阻尼 正弦 波 趋 于 均衡 ， 这 是 
典型 的 欠 阻 尼 系 统 的 特征 ， 其 特征 正如 其 名 。 通 常 ， 一 个 二 阶 系 
统称 为 过 阻尼 、 临 界 阻 尼 或 欠 阻 尼 ， 取 决 于 常数 AT, 是 实 
数 、 相 等 实数 或 复数 .过 阻尼 系统 的 阶 跃 响应 是 指数 的 混合 型 ， 

由 (10.1.12) 给 出 ， 且 始终 保持 在 渐 近 线 Yoo = g SP. 与 一 阶 系 
统一 样 ， 把 (10.1.13) 右边 的 t 换 成 t 一 7, 上 响应 就 可 以 反映 出 一 段 
滞后 时 间 . 许多 非常 复杂 的 动态 系统 都 可 以 用 这 种 带 延 迟 的 二 阶 


系统 来 很 好 地 近似 
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10.5 离散 和 连续 二 阶 系 统 的 同时 阶 跃 了 响应， 其 特征 方程 
AARR (曲线 R) 和 复 根 (曲线 C) 


更 精细 的 线性 动态 系统 可 以 描述 为 : 不 仅 允 许 强制 基数 X(1) 
的 水 平 , 而 且 允 许 其 变化 率 dX/dt 及 高 阶 导数 影响 系统 的 特征 . 
因此 ， 描 述 GES) 动态 系统 的 一 般 模型 就 是 线性 微分 方程 


(1 + SD+-...SraDEY() = 91+ HD+-...+ HsD*)X(t—7) 
(10.1.19) 


10.2 差分 方程 表示 的 离散 动态 模型 
10.2.1 差分 方程 的 一 般 形式 


对 应 于 连续 形式 (10.1.19), 离散 动态 系统 通常 可 简洁 地 用 一 
般 线性 差分 方程 表示 : 


(1+6:V+---+6,V")¥; = gl tmV + + VX (10.2.1) 


我 们 称 之 为 (1,5) 阶 的 传递 函数 模型 . 差分 方程 (10.2.1) 还 可 以 用 
后 移 算 子 B= 1 一 V 表示 为 


(1—6,B—---—6,B")¥; = (wo --ωιΒ--::---ω,Β)Χι.. (10.2.2) 


或 
δίΒ)γι = w(B)Xt-» 


等 价 地 ， 记 Q(B) = w(B)B’, 则 模型 成 为 


5(B)Y; = Q(B) X: (10.2.3) 
比较 (10.2.3) 和 (10.1.2), 我 们 看 到 模型 的 传递 函数 为 
v(B) = δ᾽ (Β)Ω(Β) (10.2.4) 


因此 ， 传 递 函 数 用 两 个 B 的 多 项 式 之 出 来 表示 。 
ARIMA 模型 的 动态 特性 ARIMA 模型 
p(B)z = θ(Β)αι 
用 以 描述 时 间 序列 {20}, 还 可 以 用 线性 滤波 运算 
zı = pr1(B)6(B)at 


来 表示 ua Aa 之 间 的 关系 ， 其 中 a BABA. 这样 由 ARIMA 
模型 必然 得 知 : 时 间 序 列 可 以 表示 为 一 个 动态 系统 的 输出 ， 相 应 
输入 是 白 噪 声 ， 其 传递 函数 可 以 简约 地 表示 为 B 的 两 个 多 项 式 
之 比 . 


离散 模型 的 稳定 性 ”对 于 离散 传递 函数 模型 的 稳定 性 要 求 与 
ARMA 随机 模型 的 平稳 性 要 求 完 全 类 似 . 为 了 稳定 性 ， 我 们 要 求 
特征 方程 

6(B)=0 
的 根 在 单位 加 外 ， 在 上 式 中 我 们 将 B 视 为 变量 . 特别 地 ， 对 于 一 
阶 模型 这 殖 含 参数 δι 满足 


-1-δις1 
对 于 二 阶 模型 (例如 见 图 10.5), 参数 δι, ὃν 满足 
δρ +ô <1 ; 02 --δι «1 , -ἱ«δοςιί 


- 437 - 


将 (10.2.2) 详细 地 写 出 ， 有 
Y, = διΥε. ι 十 … :十 0 天 -十 WoXt_b — Wy X¢_b-1 一 … — WsNt_ bs 
我 们 看 到 ， 若 Χ, 恒 取 值 -1, 到 最 终 将 达到 什 


wo 一 1 一 … — Ws 


Ι-δι-.....- δ, 
这 是 稳 态 增益 用 模型 参数 来 表示 的 表达 式 。 

10.2.2 传递 函数 的 性 质 

如 果 我 们 考虑 差分 方程 (10.2.2) 定义 的 传递 函数 模型 
Y; = υ(Β)Χι 7 (10.2.6) 


代入 (10.2.2), 我 们 得 到 恒等式 


g = (10.2.5) 


(1 — 6,B — 6.B? --...-- ô B" )(vo +11 B +v2B? +---) 
| = (wo — w,B—---w,B*)B® (10.2.7) 


9 B 的 系数 相等 ， 我 们 得 出 


0 , j <b 
διυ;..1 + dgvj_2 +: +6,v;_, + wo ,j=b 
Vj = { Oy0j3~-1 + bgUj-2 + Εδω , J=b4+1,642, 
ote ,b+s 
διυ;..1|-δχυ;.21----- δρυ;.'ν .1»δ-5 


(10.2.8) 
权 数 Vb4+s) ?5 十 s 一 1 ;Vb+s—r+l1 为 差分 方程 


6(B)v;.= 0 (j >b+s) 
提供 了 r 个 初 值 。 差分 方程 的 解 
vj = f (6,w, j) 


- 438 - 


适用 于 7 > +s 一 7 十 1 的 所 有 。 

因此 ， 脉 冲 啊 应 函数 v; 的 构成 是 : 

1.b 个 零 值 vo,u νυν 1. 

2. 随后 的 s 十 7 一 1 个 值 Vb, Ubit ,vb+s-r; 形式 不 固定 ( 当 
s<r 时 ， 不 出 现 这 样 的 值 ) 

3.4 j>b+s-r+1 时 ,vj; 的 形式 取决 于 7 阶 差分 方程 ， 其 
r 个 初 值 为 Veps, Ub+s—1,**' Ub+s-r+1 。 当 7 了 了 <b 时 ， 初 值 v; 当然 
EF. 


阶 跃 响应 ”现在 我 们 将 V(B) SRBE V 的 生成 
函数 ， V 表示 在 时 刻 i > 0 对 0 时 刻 单位 阶 跃 ( 即 Χι = 1, 当 
t > 0;X = 0 4t <0) 的 响应 ， 因 此 ， 芒 = 并 ou 对 了 >0 
于 是 


V(B) = νο + VıB + Υ2 8” + 
= vo + (vo + υι)8 + (ap - +v + v2)B? + 


(10.2.9) 
及 
υ(Β) = (1— B)V(B) (10.2.10) 
将 (10.2.10) 代入 (10.2.7) 得 到 恒等式 
(1 — 67 B — 63 B? —---— ôt, B"t!)(Vo + VB + VB? +---) 
= (w — w1 B — .-- — ws B5) Βὺ (10.2.11) 
这 里 
(1 — 6} B — ô} B? —...—62,,B"*1) = (1- B\(1—6,B—--- — 5, B") 
(10.2.12) 


恒等式 (10.2.11) BSF Br RK DY pa V; 的 ， 它 和 脉冲 响应 函数 
的 恒等式 (10.2.7) 完全 相似 ， 只 是 右边 的 算 子 (B) 是 > 十 1 阶 
而 不 是 7 Br. 
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利用 (10.2.8) 的 结果 ， 可 以 得 出 阶 跃 响应 函数 确定 如 下 : 

1.b 个 零 值 Vo, γι," ἵνα. 

2. 随后 的 s 一 r+ ME Vo, γωνια," τι νε ναι 形式 不 国定 ( 当 
sr 十 1 时 ， 不 出 现 这 样 的 值 ) 

3. 4j>b+s—rh, AV, 的 形式 取决 于 7 十 1 BAAD 
程 6*(B)V; = 0, Hr+1 SA Vots, ειν τσ. ἕως 。 当 
7 <b 时 ， 初 值 V AREF. 


10.2.3 一 阶 和 二 阶 离散 传递 函数 模型 


表 10.1 给 出 了 r= 0,1,2 和 s=0,1,2 FAAS HEEK 
模型 的 详细 情况 . 图 10.6 给 出 了 模型 的 特例 ， 用 棒 形 图 表示 其 阶 
跃 响应 和 脉冲 啊 应 。 表 10.1 最 后 的 式 子 将 V 形式 下 的 模型 参数 
ἑ,9.η 用 B 形式 下 的 参数 ὅ,ω 表示 出 .这些 式 子 是 由 所 考虑 的 最 
一 般 模型 给 出 的 ， 即 7 = 2 和 s = 2 的 模型 。 所 有 其 它 模 型 都 是 
这 种 情况 的 特例 ， 令 适当 的 参数 为 零 可 得 到 它们 的 相应 表达 式 . 
AM, Br=1,s=1 fo =m = ô = w 二 0, 有 

ὃ- sy - μι. «θη 
1+& 1+ δι 1+ && 
在 表 10.2 中 差分 方程 的 初始 值 分 别 被 脉冲 和 阶 跃 唤 应 所 满足 , 在 
棒 形 图 中 用 小 圆圈 标记 . 


表 中 模型 的 讨论 ”在 表 10.1 和 图 10.6 中 对 一 些 模型 的 性 质 
加 以 总 结 ， 我 们 将 作 详 细 地 研究 ， 因 为 这 些 模 型 描述 经 常 遇 到 的 
动态 系统 是 很 有 用 的 . 在 所 有 模型 中 ， 右 边 的 算 子 B 使 得 脉冲 
啊 应 函数 的 第 一 个 非 零 项 是 ww .图 10.6 的 例子 中 ， 9 的 值 假设 
为 1,b 假设 为 3. 


r= 二 0 的 模型 r 和 s 都 等 于 零 时 ， 脉 冲 响 应 只 有 一 个 值 ve = 
wo 二 g 。 输 出 和 输入 成 比例 ， 但 被 移动 了 个 时 间 间 隔 . 更 一 般 
地 ， 如 果 我 们 在 右边 有 一 个 s 阶 算 子 ， 则 有 瞬时 输入 将 被 延迟 总 个 
REH, 并 按 比 例 Ub = WO, Vb41 一 —W1,°°° ,Vbpts = ~Ws 分 成 
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ασε &~fato41t-fato 
q=l om 1X 4g °M=14(,%9—g '9-T) 4 FXKB=IA(ZAB+tATI+I) 902 
ᾳ»ί 0 
z+a<l t~fatg 
at+q=l Zm 一 Im19 一 omz9 
I 十 4 一 ! Im 一 omT9 *X gd (a 2r—g tm 0m) = 14. (Gq T0—T) PAX AU+AU+T)B=*A(ATI+T) qI 
q=f om 
q>t 0 
1+9< t fate 
I+q=f Im 一 0mT9 *x g(a tm—0Mm) =t4 (J 19-1) 4 AV(ATU+T)S=U(AV+I) οτί 
fo T b it F4 a FHA we 


(Ἐν BBW ye ORB SRS xaa) =la) BH τοι κα 
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013)¥%,=(1 — 57) Χι. 9 |Y: = (.5 + .5B)B3 X, 


(1 ΓΕ )ΥΙΞ (1 --Β)ΥΙΞ- 
(1—.57)X1_3 (.254+.25B)B° Xx, 


p= 
ji 
we 


(1-7 +.257)X1_~34.125+.25B+4.125 B2)B? x, 


(1-.257+.577)¥%; = 


_ 2\y _ απ 
χ.ο]! 08 + 4B?) ¥. =.8B° X, 


[n 
ο 
ty 


(1—.2874+.577)¥, =1—.6B + AB2)Y, = 
(1—.57)Xi_3 (.4+AB)B2X 


(1-.257+577)% =|(1—.6B + AB2)Y, = 
(1-V+.257)X:-3| (2+AB+2B?)B3X, 


图 10.6 Hiit g= 1 HK RRR 
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5 十 1 个 值 . Brey a FH BK OE OR AAP EM, H RRR E A 1 
Vets = g = wo - ὧν ous NEDA (1 - B)V; =0. 


r=1 的 模型 os =0 时 ， 脉 冲 响 应 从 初始 值 v6 = wo = σ/(1-- 
ξι) -- 9g(1 一 51) 开始， 呈现 指数 (几何 ) ER. 阶 跃 响应 则 指数 增 卡 
直到 使 得 值 g= 1 ， 如 图 中 虚线 所 示 ， 告 指数 阶 跃 响应 向 回 推 ， 
则 过时 间 轴 区 于 时 刻 "一 1 。 这 符合 下 面 的 事实 : 与 Ve = vp -- 
ΤΕ, νι BEB“ øE (1 一 56B)(1 - B)V; =0 的 初始 值 . 

s=1 时， 脉冲 响应 的 一 个 初始 值 是 v6 = wo = α(11-ητ)/(1- 
1), 但 和 它 不 服 指数 形式 .与 方程 左边 算 子 相 联 系 的 差分 方程 v; = 
610;-1 可 以 推出 指数 形式 初 值 ， 并 以 voti = (διώο-- wi) = σίξι -- 
m)/Q — &)? AERA. Br RRO πὲ ρὲ BRIA Fh BE 一 
6B)(1 一 B)V; = 0 所 决定 的 指数 曲线 , CHE Ve = vs AV = 
ve + vori 开始 新 近 趋 于 g. 在 图 中 用 虚线 向 后 连接 各 点 所 画 出 的 
指数 曲线 ， 通 常 与 时 间 轴 相交 于 时 间 间 隔 之 中 的 某 点 。 在 节 10.3 
中 我 们 将 说 明 ， 对 于 近似 具有 小 数 时 间 延 人 运 的 连续 一 阶 系统 ， 立 : 
际 上 可 以 用 一 阶 差 分 方程 来 描述 ， 其 在 边 为 阶 数 s = 1 HAS. 

6-2, ΚΚ ΝῊ AAA vo 和 ven. 不 服从 指数 衰减 ， 从 
vi+2 开始 服从 指数 衰减 。 相 应 地 ， 在 阶 跃 啊 应 中 ， 有 一 个 初 值 
与 用 虚线 连接 的 指数 曲线 不 一 致 。 如 前 所 述 ， 该 曲线 由 差分 方程 
(1 一 6B)(1 一 B)Vj =0 所 决定 ， 但 初始 值 为 Vori Fl Votz. 

r=2 的 模型 s = 0 时 模型 的 灵活 性 是 有 限 的 ， 因 为 脉冲 响 
应 的 第 一 个 初始 值 固定 为 零 。 对 s = 1 和 s = 2 可 得 到 更 有 用 的 
模型 . 这 些 模 型 用 来 近似 连续 的 二 阶 系统 ， 我 们 将 在 节 10.3 和 附 
录 Al0.1 中 加 以 讨论 . 

动态 权 数 v; 最 终 满足 

Vj — διυ;..1-- dgvj-2 = 0 (j > ὁ }- 9) (10.2.13) 
其 特性 依赖 于 特征 方程 
1 — 6,B — 6.B? = (1 — δι B)(1 — 528) = 0 


+ 
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#102 二 阶 系 统 对 于 1-δι8Β-δΗ” 根 的 依赖 关系 


根 (S，,S> ) 条 件 阻尼 
实 根 62 十 462>0 过 阻尼 
相等 实 根 52 十 452 一 0 邻 界 阻尼 
复 根 62+462 <0 从 阻尼 


μὲ ο" 和 S23! 的 性 质 。 这 种 依赖 关系 在 表 10.2 中 给 出 。 和 连续 
情形 一 样 ， 模 型 可 以 是 过 阻尼 、 邻 界 阻尼 或 欠 阻 尼 的 ， 这 取决 于 
特征 方程 根 的 性 质 . 

在 复 根 情形 ，(10.2.13) 的 解 服从 阻尼 正弦 振荡 , 在 图 10.6 中 
给 出 了 二 阶 系 统 的 示例 。 当 根 为 实 根 时 ， 其 解 是 两 个 拖 尾 指数 之 
和 。 正 如 在 节 10.1.2 中 所 考虑 的 连续 情形 一 样 ， 该 系统 可 以 被 认 
为 等 价 于 由 原 序列 分 出 的 两 个 离散 的 一 阶 系统 , 具有 的 参数 为 S 
和 So 。 | 

阶 跃 响应 的 权 数 V 最 终 满 足 差 分 方程 

(V; - g) — 61(V;-1 — g) — 42(Vj-2 — g) =0 

这 与 (10.2.13) 形式 相同 . Ah, Bree VER ae 9 的 变化 特 
性 类 似 于 脉冲 响应 在 时 间 轴 上 王 的 变化 特性 .在 复 根 的 情形 ， 阶 
跃 响应 先是 超越 g 的 值 ， 然 后 围绕 该 值 波动 ， 直 至 达到 均衡 。 当 
根 是 正 实 根 时 ， 阶 路 响应 是 两 个 指数 项 之 和 ， 它 趋 于 渐 近 值 9, 但 
不 会 穿越 该 值 。 然 而 ， 如 果 有 负 实 根 ， 阶 跃 响应 就 会 超越 并 波动 
直到 最 后 稳定 。 当 根 是 正 实 根 时 ， 阶 跃 唤 应 是 两 个 指数 项 之 和 ， 

它 趋 于 渐 近 值 ο, 但 不 会 穿越 该 值 。 然 而 ， 如 果 有 负 实 根 ， 阶 跃 响 
应 就 会 超越 并 波动 直到 最 后 稳定 在 均衡 值 。 

在 图 10.5 中 的 点 表示 两 个 离散 的 阶 跃 啊 应 ， 分 别 用 RR 和 CC 
标 出 ， 这 些 点 对 应 于 图 形 底 部 的 点 所 表示 的 离散 阶 路 输入。 相应 
于 R 和 C 的 差分 方程 了 ”是 : 


O 事实 上 ， 这 些 模型 的 参数 是 用 节 10.3.2 中 讨论 的 方法 选择 的 ， 因 此 ， 在 离 
散 点 上 ， 阶 跃 响应 与 节 10.1.2 中 引入 的 连续 系统 完全 匹配 . 
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ΒΕ: (1-—0.97B + 0.22B’)Y, = 5(0.15 + 0.09B).X;_, 
C: (1-—1.15B + 0.49B7)Y, = 5(0.19 + 0.15B)X;_1 


图 10.5 中 还 给 出 了 稳定 域 的 图 ， 并 标 出 了 两 个 模型 的 参数 点 对 
(61,52) ,注意 ,采用 模型 R 的 系统 具有 不 穿越 的 实 根 ， 而 模型 ο 
具有 复 根 ， 并 发 生 穿越 


10.2.4 对 于 任意 输入 递 推 计算 输出 


如 果 我 们 必须 使 用 模型 的 脉冲 响应 形式 (10.1.2) 对 于 给 定 输 
入 去 计算 输出 , 那 将 是 非常 繁琐 的 . 所 幸 不 必 如 此 . 另外 , 我 们 可 
以 直接 利用 差分 方程 。 不 论 对 于 什么 样 的 输入 ， 用 这 种 方式 递 推 
地 计算 输出 都 是 很 简单 的 . 例如 , 考虑 r= ls =0, R E=1,g=5 
的 模型 ， 便 有 
(1+V)Y = 5X41 


或 等 价 地 
(1 — 0.5B)Y: = 2.5X 1 (10.2.14) 


表 10.3 给 出 了 Yi 的 计算 输入 Xi 为 : (a) 单位 脉冲 输入 ; (ο) 
单位 阶 跃 输入 ; (oc) “一 般 ” 输 入。 在 所 有 情形 都 假设 输入 具有 初 
值 Yo = 0 .为 了 进行 递 推 计 算 ， LY 写 在 差分 方程 的 左边 ， 即 


Y, = 0.5Y;—1 + 2.5.X4_1 
例如 在 “一 般 ， 输入 的 情形 ， 


γι =05x0+2.5x0=0 
Y2 = 0.5 x 0 + 2.5 x 1.5 = 3.75 


等 等 。 这 些 输入 和 输出 都 在 图 10.7 的 (a), (b) 和 (ο) PH. 
一 般 地 ， 我 们 看 到 ， 只 要 把 传递 函数 模型 写成 如 下 形式 
和 一 0 1 十 十 0 十 0X υ-ωι Χι 5 1 — +++ — we Xt bs 
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a a ᾱ WN -: OC] + 


表 10.3 离散 一 阶 系统 对 于 脉冲 ， 阶 跃 和 一 般 输 入 的 输出 计算 


(a) (b) (ο) 
脉冲 输入 阶 跃 输入 一 般 输 入 
输入 输出 输入 输出 输入 输出 

Xt Yt Xt Yt Χι Y 
0 0 0 0 0 0 
1 0 1 0 1.5 0 
0 2.50 i 2.50 0.5 3.75 
0 1.25 1 3.75 2.0 3.12 
0 0.62 1 4.38 1.0 6.56 
0 0.31 1 4.69 —2.5 5.78 
0 0.16 1 4.84 0.5. —3.36 
5 
Ya |0 a 
—5 
(a) 脉冲 
5 
Xa [o <e 
一 5 
t 0 1 2 3 4 5 6 
5 eo 5 > @ 
Yy ο .一 一 一 一 一 
一 与 
(b) Br Εκ 
5 . 
X, lo ὁ 50 o 9 » ο 
一 了 
5 oe.” 
Yun 0 —_—_—————— 
—5 9 
(c) ς 一 般 
Κλ 10 -------ᾱ----9---5 
-5 ° 
10.7 一 阶 系统 对 于 脉冲 ， 阶 跃 和 和“ 一般 ”输入 的 响应 
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对 于 任意 离 敢 输入 去 计算 离散 输出 就 是 很 简单 的 事 了 . 为 了 开始 
进行 递 推 ， 我 们 需要 知道 某 些 初 始 值 . 这 一 要 求 当然 不 是 这 种 计 
算 方法 的 缺点 , 但 毕竟 总 需要 去 做 ， 而 在 传递 函数 模型 中 Y 的 初 
值 依赖 于 开始 观测 之 前 出 现 的 X 值 . 在 实际 中 ， 当 必要 的 初 值 未 
知 时 ， 我 们 可 用 均值 来 代替 未 知 的 Y 和 (如 果 这 些 量 考虑 为 与 
均值 的 离 差 ， 则 用 零 来 代替 ) 。 较 靠 前 的 计算 值 将 依赖 于 初 值 的 
选取 ， 但 对 于 稳定 系统 而 言 ， 在 足够 长 的 一 段 时间 之 后 ， 脉 冲 啊 
应 成 为 可 以 忽略 的 ， 那 么 ， 初 值 选取 的 影响 也 就 可 以 忽略 了 . A 
这 段 时 间 是 po 个 时 间 间 隔 ， 另 一 种 处 理 方法 是 : 直接 从 脉冲 响 
应 计算 Yoo, Yroti. ,直到 获得 的 值 足以 着 手 进行 递 推 计算 . 


10.2.5 附加 了 曲 声 的 传递 函数 模型 


在 实际 中 ,不 能 指望 输出 严格 遵从 传递 函数 所 确定 的 形式 ， 
即便 模型 完全 恰当 也 是 如 此 。 X 之 外 的 各 种 干扰 通常 都 会 影响 
系统 .一 种 干扰 可 能 源 于 系统 中 的 任 一 点 ， 但 为 了 简便 起 见 ， 如 
图 1.5 中 所 示 ， 我 们 考虑 单纯 只 对 输出 Y 的 影响 . ERE TF 
扰 或 噪声 Ni 与 Xi 的 水 平 独立 ， 且 添加 到 有 关 关 的 影响 上 ， 我 
们 写成 

Y, = δ '(Β)ω(Β)Χι.υ1- N: (10.2.15) 


如 果品 声 模 型 可 以 用 ARIMA(p,d,q) 过 程 来 表示 
N, φ' "(Β)θ(Β)αι 
这 里 ， αι 是 白 噪 声 ， 模 型 (10.215) RASA 
Yı = 8- (B)w(B)X:— Te (Β)θ(Β)αι (10.2.16) 


在 第 11 章 中 ， 我 们 要 讲述 形 如 (10.2.16) 的 传递 函数 - 噪声 
混合 模型 的 识别 、 氢 合 及 检验 。 


(0.3 。 离散 模型 和 和 连续 模型 的 关系 © 


由 线性 差分 方程 定义 的 离散 动态 模型 本 身 是 非常 重要 的 . € 
fe (th ΓΑΡ ay ty a fe ob 4 Be Ae, ab A 
PA ή ΕΕ TY AB Rc AE AA EEE dR, EVP SP PHA 
δὲ Hk FEM el ek, EA a EP A ORR AEE, 然而 
在 有 些 情况 下 , 例如 , 对 一 个 化 学 反应 器 定时 地 采集 瞬时 观测 值 [， 
高 藤 记 录 可 以 告诉 我 们 关于 连续 系统 的 一 些 情 况 。 特别 地 ，j 制 
工程 帅 利 用 这 些 忆 录 ， 并 据 此 考虑 连续 系统 的 时 间 常 数 各 停滞 时 
间 ， 这 样 才 能 更 好 地 理解 离散 分 析 的 结果 . 

Qe rE, FRA PA Y(t) A X(t) 记 时 刻 刻 上 的 连续 输出 
和 和 输 入。 假设 输出 和 箱 入 用 线性 滤波 运算 相 联系 


Y(t)= Γ u(u) X(t — u)du 


现在 假设 只 有 输出 和 输入 的 离散 观测 值 (Xe Ya), (20, oah oe, 
它们 是 在 等 间隔 的 时 间 t,t 一 1,:… 得 到 的 ， 把 离散 的 输出 和 输入 
联系 在 一 起 的 是 离散 线性 滤波 器 : 


Y, = > uj Χι | 
στο 
那么 ， 在 某 些 特定 情况 和 通 当 的 假设 下 ， 离 散 模 型 和 连续 模型 之 
间 可 建立 起 有 益 的 关系 . 
10.3.1 对 于 脉冲 化 输入 的 响应 


在 一 些 特殊 场合 ， 输 出 值 被 观测 到 后 立刻 就 有 机 会 对 过 程 进 
行 调节 ， 使 得 输入 变量 在 两 次 观测 之 癌 保 持 同 一 水 平 ， 这 种 情形 
对 于 第 4 部 分 讨论 的 离散 控制 方案 设计 十 分 重要 . 在 图 10.8 中 


© 10.3 节 的 内 容 在 初次 阅读 时 可 以 赂 去 . 
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给 出 了 合成 方 波 的 典型 图 形 ， 我 们 将 称 之 为 脉冲 化 输入 。 我 们 把 
在 时 间 上 一 1<7<t 期 间 输 入 所 保持 的 固定 水 平 记 为 Xi. 

考虑 一 个 连续 线性 系统 ， 它 有 bb 个 整 时 段 的 延迟 再 加 上 一 个 
分 数 时 段 c 的 另外 的 延迟 .于 是 用 前 面 的 符号 来 记 就 是 p+c= 了 7。 
因此 ， 我 们 可 将 系统 的 输出 表示 为 


Y(t) = J ~ y(u) X(t — u)du 


其 中 ， 脉 冲 响 应 函数 vlu) 在 wu< 856+c 时 是 零 。 现 在， 对 于 如 图 
10.9 中 所 示 的 脉冲 化 的 输入 ，t 时 刻 的 输出 将 由 下 式 精确 给 出 


b+1 
Y (t) = / va Xt—b—14 + 


+c 


b+2 
/ κωδ Χι 2. . 
b+1 


从 而 
Y(t) = Τι = vpXe-o—14 + ¥o41Xt-b-2+ τι 


因此 ， 对 于 一 个 脉冲 化 输入 ， 存 在 一 个 离散 线性 滤波 器 ， 使 得 在 
时 刻 t,t—1,¢—2,--- 连续 输出 了 Y(t) 精确 地 等 于 离散 输出 . 


t—1 t {1 
时 间 一 一 也 
10.8 ”脉冲 化 输入 示例 
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+2 b+ibte b 


Χι-υ-24- 从: 一 bp 十 
人 一 
t-b-3 t—-b—2 t-b—1 t—b t 
10.9 脉冲 化 输入 到 输出 的 传递 


给 定 一 个 脉冲 化 输入 ， 输 出 Y(i) 考虑 为 来 自 下 面 的 (nr) Br 
模型 
€(V)¥i = VX (10.3.1) 


再 考虑 具有 连续 输出 的 忌 阶 模型 ; 
(14+5,D+2.D?+---+52D*")y(t)=X(t-b-—c) (10.3.2) 


这 里 ， 和 前 一 模型 有 着 同样 的 输入 。 附 录 A10.1 证 明了 : πε 336 
取 参 数 (=,c) 的 数值 ， 当 R=r 时 两 个 输出 将 完全 重合 。 进而 ， 
mR ο = 0, 连续 模型 (10.3.2) 的 输出 会 在 离散 时 刻 和 (r,r — 1) 
阶 离散 模型 (10.3.1) 的 输出 完全 相等 .我 们 把 这 种 相互 关联 的 连 
续 模 型 和 离散 模型 称 为 离散 相合 系统 .。 那么， 如 果 (r,r) 阶 形 如 
(10.3.1) 的 离散 模型 已 经 得 到 ， 按 照 假 设 ， 连 续 模 型 可 由 τ 阶 微 
分 方程 (10.3.2) 来 表示 ,其 参数 一 特别 是 离散 相合 的 连续 系统 的 
时 间 常 数 一 可 以 用 离散 模型 的 参数 精确 地 表示 . 

在 附录 A10.1 中 对 有 延迟 的 二 阶 系统 推导 了 参数 关系 .由 此 ， 
对 于 较 简 单 系统 的 相应 关系 ， 通 过 将 适当 的 参数 设 为 零 就 可 以 得 
到 ， 在 下 文 我 们 马上 就 要 讨论 有 关内 容 . 


10.3.2 一 阶 和 二 阶 相 合 系统 的 关系 


无 延迟 的 一 阶 系 统 
B 形式 ”连续 系统 满足 
(1+ TD)Y (t) = gX (t) (10.3.3) 
离散 系统 满足 
(1 一 δΒ)Υι = WoAt—14 (10.3.4) 


对 于 脉冲 化 输入 ， 这 两 个 系统 是 离散 相合 的 ， 且 有 


=e "T, T=(-In6)!, wo=g(l—5) (10.3.5) 
VEX 另 一 方面 ， 差 分 方程 可 以 写成 
(1+ €V)¥; = οΧι ι- (10.3.6) 
其 中 
E=- (10.3.7) 


为 了 说 明 间 题 ， 我 们 考 虚 节 10.2.4 中 “一 般 ”输入 的 例子 . 
这 种 情形 的 输出 已 在 表 10.3(c) 中 计算 并 在 图 10.7(c) 中 绘 出 。 事 
实 上， 假设 我 们 有 一 个 连续 系统 


(1 + 1.44D)Y (t) = 5X (t) 
那么 ， 它 将 与 离散 模型 (10.2.14) 是 离散 相合 的 ， 实 际 模型 即 
(1 —O.5B)Y; --2.5Χι ιν 
如 果 输 入 和 输出 告 为 连续 ， 且 输入 是 驴 冲 化 的 ， 啊 应 的 实际 
过 程 在 图 10.10 中 用 连贯 的 实 线 给 出 . 事实 上 , 输出 将 遵从 一 连 串 
KRAHE. 每 段 虚 线 所 表示 的 是 : 当 输 入 没有 进一步 变化 时 ， 


响应 将 采取 的 发 展 过 程 . 这些 上 曲线 和 具有 离散 输出 的 离散 样本 点 
完全 对 应 ， 离 散 情形 在 表 10.3(c) 中 计算 并 在 图 10.7(c) 绘 出 . 


有 延迟 的 一 阶 系统 
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BEX 连续 系统 满足 
(1+ TD)Y (t) = gX(t—b-c) (10.3.8) 
对 于 脉冲 化 输入 ， 它 离散 相合 于 满足 下 式 的 离散 系统 
(1 — 6B)Y: = (wo — ωι B)Xt-b-1+ (10.3.9) 
这 里 
S=e VT  wo=g(1— 8) , w= 9(5—5'~*) (103.10) 
VEX 另 一 方面 ， 差 分 方程 可 以 写成 
(11 ἐν})Υ, = o(1 ΕηΝ)Χι νι (10.3.11) 
其 中 


5 _ δίδ---1) 


E= o” mn τς (10.3.19) 


现在 有 
(1+nV)X ptt =(1+T7)X ν αν 一 0IXt νο (10.3.13) 


该 式 可 以 看 作 是 Χεν ιν M Χιι 2+ 以 7 AMS. 表 10.4 


范围 所 确定 的 模型 . 
5 
0 ΠΩΣ 
5 
5 
0 


5 


图 10.10 系统 (1+1.44D)Y(t)=5X(t) 对 脉冲 化 输入 的 连续 响应 


τη 


Χλ 
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表 10.4 一 阶 有 延迟 系统 与 了 和 < 各 种 值 相对 应 的 -µ 值 ; 


对 应 的 < 和 5 [8 
-n 关于 

ô έ T ςΞ-0.9 c=0.7 c=0.5 c=0.3 
0.9 9.00 9.49 0.90 0.69 0.49 0.29 
0.8 4.06 4,48 0.89 0.68 0.47 0.28 
0.7 2.33 2.80 0.88 0.66 0.46 0.26 
0.6 1.50 1.95 0.88 0.64 0.44 0.25 
0.5 1.00 1.44 0.87 0.62 0.41 0.23 
0.4 0.67 1.09 0.85 0.60 0.39 0.21 
0.3 0.43 0.83 0.84 0.57 0.35 0.19 
0.2 0.25 0.62 0.82 0.52 0.31 0.15 
0.1 0.11” 0.43 0.77 0.45 0.24 0.11 


无 延迟 的 二 阶 系统 
B 形式 ”连续 系统 满足 


(1+T1D)(l + T.D)Y (t) = gX(t) 
对 于 脉冲 化 输入 ， 它 与 下 面 系统 离散 相合 : 
(1 — δι Β -- δοΒ)ΥΙ = (wo ~ wiB)X 1 
或 等 价 地 ， 系 统 为 
(1 — 5, B)(1 — $2B)Y = (wo — ωιΒ)Χιε 
这 里 
Si=e VN , δε Vl 


wo = (Τι - Τι) πια — δι) ~ Τι(1 — 91) 
wi = φ(Τι — TYT S2(1 — δι) — TeS;(1 — 5ο)] 


VEX AAW, ΞΕ ΠΕΠ 11 πὰ 


(11-Ειν 1-62ν΄)γι = g(1 + mV) Χι ιν 
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ς--0.1 
0.10 
0.09 
0.09 
0.08 
0.07 
0.06 
0.05 
0.04 
6.03 


(10.3.14) 


(10.3.15) 


(10.3.16) 


(10.3.17) 


(10.3.18) 


这 里 


—m = (1-- δι) 1-8) (Τι — Te) HTS (1 — S2) — Ti S2(1 — S )] 
(10.3.19) 
它 可 认为 是 Xi ιν M Χι ο ZIRE. 用 6 表示 的 & 和 
fo 值 可 直接 用 表 10.1 给 出 的 结果 得 到 。 
作为 特例 ， 图 10.5 给 出 了 前 面 考虑 的 两 个 离散 系统 的 阶 跃 响 
应 ， 它 们 都 具有 从 离散 相合 系统 得 出 相应 的 连续 响应 。 
对 于 曲线 C, 这 对 模型 是 ; 


连续 : (1+1.41D+2D7)¥(t) = 5X(t) 
离散 : (1 一 1.15B + 0.49B7)Y, = 5(0.19 + 0.15Β)Χι 1 


对 于 曲线 ΒΒ 


连续 : (14 2D)1+ Ο)Υ (08 = 5X(t) 
离散 : (1 --0.978Β + 0.22B7)Y, = 5(0.15 + 0.09B) X4_14 


连续 曲线 是 利用 (10.1.18) 和 (10.1.12) 画 出 的 ， 它 们 分 别 给 出 了 
具有 复 根 和 实 根 的 二 阶 系统 的 连续 阶 跃 响应 。 


10.3.3 用 离散 模型 近似 一 般 的 连续 模型 


或 许 我 们 应 该 再 次 强调 ， 离 散 的 传递 函数 模型 不 必用 连续 系 
统 加 以 说 明 ， 或 与 之 相 联系 。 可 以 从 离散 输入 计算 出 离散 输出 ， 
这 一 点 本 身 就 是 很 重要 的 。 但是， 在 一 些 场合 ， 二 者 之 间 的 关系 
是 有 意义 的 ， 

对 于 连续 系统 来 说 ， 脉 冲 式 输入 本 身 是 由 控制 间 题 引出 的 ， 
一 种 简便 的 操作 方法 是 : 在 取得 输出 Y 的 观测 之 后 ,立刻 对 输入 
变量 X 做 一 些 需要 的 调整 ， 这样 输入 变量 停留 在 在 两 次 观测 值 
之 间 的 一 个 固定 水 平 上 ， 我 们 就 有 了 一 个 脉冲 式 的 输入 。 前 一 节 
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建立 起 来 的 关系 可 以 马上 应 用 了 。 特别 地 ， 这 些 关 系 表 明 : 按照 
我 们 的 符号 ， 无 延迟 离散 系统 可 表示 为 


E(V)Y: 一 π(ν)Χε ιν 


其 中 ，X 的 下 标 t1 一 1+ 比 Y 的 下 标 t 落 后 一 步 . 


当 连 续 记 录 得 到 时 对 离散 模型 的 运用 ”正如 我 们 在 第 11 章 
中 所 述 ， 尽 管 我 们 已 经 有 了 输入 和 输出 的 连续 记录 ， 用 离散 方法 
去 确定 系统 的 动态 特性 仍然 是 很 方便 的 。 如 果 用 足够 得 的 采样 间 
陋 来 读 取 成 对 值 ， 那 么 用 离散 记录 来 代替 连续 记录 就 几乎 不 会 有 
什么 损失 . 用 离散 结果 来 近似 连续 传递 函数 的 一 种 方法 是 把 输入 
当成 脉冲 式 来 处 理 ， 即 如 果 离 散 输 入 是 在 时 刻 上 观测 到 的 ， 我 们 
把 输入 记录 处 理 为 从 j 一 3 拓展 到 j 了 十 二 , 如 图 10.11 中 所 示 。 因 
WA X(t) = αι 一 <t<j 十 33) 。 利用 脉冲 输入 化 方程 ， 并 用 
Xi 代替 Xa, ΠΗ b+c— 5 RB b+c, 即 从 延迟 中 减 去 半 个 时 间 单 
位 ， 这 样 我 们 就 可 以 把 离散 结果 和 连续 结 过 联系 起 来 . 

对 于 连续 记录 通常 是 在 足够 小 的 采样 间 陋 上 读 取 ， 因 此 在 样 
本 点 之 间 不 会 发 生 突 变 ， 在 这 种 情形 下 ， 近 似 就 是 很 准确 的 了 . 


~ Fo 


X(t) 


图 10.11 用 脉冲 式 输 入 代 普 连续 输入 
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A10.1 具有 脉冲 式 输入 的 连续 模型 


在 节 10.3.1( 又 可 见 图 10.9) 中 我 们 说 明了 , 对 于 脉冲 式 输入 ， 
任何 有 延迟 连续 线性 系统 的 输出 是 


Y(t) = κ“ u(u) X(t — u)du 


其 中 wv(w) =0,u<b+c, CERRINA t,t-1,t-2,--- 可 以 由 离 
散 线 性 滤波 器 

Y, = v(B)Xt-14 
准确 地 给 出 ， 这 里 υρ,υι,:-: boi JF, 权 数 Ub, Vb—l,* H Γ πὶ 
给 出 


b+1 
Ub -=f v(u)du (A10.1.1) 
b+e 
b+j+1 
Vb+j = / v(u)du (j > 1) (A10.1.2) 
b+ 5 


现在 假定 连续 系统 的 动态 特征 由 RR 阶 微分 方程 | 
Ξ(ΡΤΥ (t) = gX(t —b—c) (A10.1.3) 
描述 ， 上 式 可 写 为 如 下 形式 


[1 (+TD)Y() =gX(t-b- ο) 


XE, Τι, Το": Tr 可 以 是 实 的 或 是 复 的 。 我 们 现在 来 说 明 ， 
对 于 一 个 脉冲 式 输 入 ， 上 述 连 续 系 统 的 输出 离散 地 相合 于 一 个 离 
散 差分 方程 模型 的 输出 ， 模 型 的 阶 为 (7,7), 或 当 c= 0 时 ， 阶 为 
(r,r—1). 这 里 ， 对 于 u<b+ev(u) AF, MIF u > b4+c,v(u) 
一 般 为 非 零 。 且 满足 下 面 微分 方程 


[141 ΤιΡγυ(α--ϱ- ο) --0 (u 2 ὃ }- ο) 
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于 是 
v(u) = 0 (α «ὃ }- ο) 
v(u) = aye (U—b-¢)/T1 十 age” (U-b-o)/Ta 


ο τες ape  ὃ ο) ΤΑ (ω » ὁ -- ο) 


因此 ， 利 用 (A10.1.1) 和 (A10.1.2) 有 


R 
υν = Ὁ onTh[1 — e7727] (A10.1.4) 
h=1 


R 
Vo+i = > onTh(1—e TM )e/Tme F/T (7>1) 
h=1 | (A10.1.5) 


我 们 注意 到 ， 在 c= 0 的 特殊 情形 ， 当 了 = 0 和 JJ > 0 时 ， 权 数 
Vb+j 都 由 (A10.1.2) oe th. | 
现在 来 考虑 (7, s) 阶 差 分 方程 模型 


5(B)Y, = w(B)B°Xt_44 (A10.1.6) 

如 果 我 们 记 

Q(B) = ω(Β)Βὸ 
则 该 模型 的 离散 传递 函数 υ( Β) 满足 

δίΒγυ(Β) = Q(B) (A10.1.7) 
正如 我 们 在 (10.2.8) 中 观察 到 的 ， 通 过 令 (A10.1.7) 的 系数 相等 ， 
我 们 得 到 b 个 零 值 的 权 数 Voy2V1 1b 一 1)， 当 Sar 时 , 后 面 的 
3 一 ?十 工 个 权 值 Vp, ρα s Vb+8—r 不 遵从 基 一 形式 。 权 数 Vj 最 


终 满 足 
6(B)v;=0 (>b+s) (A10.1.8) 


Vb+s, Vb+s—1,°°* » Vb+s—r 给 出 所 需要 的 r 个 初 值 . 现在 记 
6(B) = [ [C - 518) 
h=1 
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这 里 S71, S23 !,… , 5-1 是 方程 6(B) = 0 的 根 ， 则 (A10.1.8) 的 解 
形式 为 
vj = A1(wW)SI + Agw)SZ+---+A,W)S2 (j>b+s-r) 
(A10.1.9) 
其 中 系数 Arw) 适当 选取 , 以 使 (A10.1.9) 的 解 当 j= s 一 + 十 1,s 一 
r 十 2,… ,s 时 , 能 够 得 出 初 值 vey. 41,*… Uts, 使 用 符号 Arw) 
是 为 了 提醒 我 们 : A 是 wow, ,ws MR. A, WER 
$ s =r, MF (Al0,1.6) 中 给 定 的 参数 (w,6) 一 也 就 是 对 于 给 定 的 
参数 (ω, 5), 将 会 有 一 组 对 应 的 值 Arlw)(h = 1,2,- ιτ) 来 生成 7 
个 适当 的 初 值 vs+lyv+2…… ,V6++ 。 此 外 ， 我 们 已 知 wp = wo, A 
此 


Vp =wo Ἢ | (A10.1.10) 


wot = D> ate) ， (Al0.1.11) 


(A10.1.4) 和 (A10.1.11) 中 的 权 来 自 于 微分 方程 ， 而 (A10.1.10) 和 
(A10.1.11) 中 的 权 来 自 于 差分 方程 ， 我 们 可 以 令 这 些 权 值 相等 . 
为 此 必须 设 

R=r , Sp = ei/T 
余下 的 7 十 1 个 方程 


wo 二 ` anrTa(l 一 gi-ey 
h=1 
Αμ(ω) = αμΤΗ(1 一 Sh)S, 
用 来 确定 由 S 和 w 表示 的 C,@1,A2,°°: „Qr ο 
4c=0W, RiNS+s=r-1,HATHRERHEPHSR 
(w, S), 将 会 用 到 一 一 组 r 个 值 An(w), 它们 是 WO, W1, ° "CO 一 1 AY μή 
数 ， 由 7? 个 初 值 ve, betie ,vo+r-1 产生 ， 且 等 于 由 (ΑΙ0.1.5) 式 
对 了 =0,1……,r 一 1 给 出 的 值 。 为 此 我 们 令 | 


R=r , Sp = ε 1/1ν 
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余下 的 ” 个 方程 
Ap, (w) = αμτε(1 一 Sh) 


用 来 确定 由 5 和 ω 表示 的 Cl C2， αντ. 所 以 一 般 来 说 ， 对 于 
脉冲 式 输入 ， 由 


S(D)Y (t) = gX(t -b —c) (A10.1.12) 


定义 的 连续 ” 阶 动态 系统 在 时 刻 t,t 一 1,… 的 输出 ， 等 同 于 如 下 
离散 模型 的 输出 : 


(VY = gn(V)Xt—o-14 (A10.1.13) 


该 模型 为 (rr) 阶 ， 其 参数 适当 选 定 ， 此外, He = 0, 连续 模 
型 (A10.1.12) 的 输出 在 离散 的 时 间 点 上 等 同 于 (r,r — 1) 阶 模型 
(A10.1.13) 的 输出 . 

我 们 现在 来 推导 对 应 于 二 阶 有 延迟 系统 的 离散 异型， 由 此 ， 
在 节 10.3.2 中 给 出 的 结果 将 作为 特例 而 得 出 . 


— BIA EIRRS 假设 联系 一 个 连续 系统 输入 和 输出 的 微 
分 方程 由 下 式 给 出 


(1+7,D)(1+T2D)¥ (t) = gX(t —b-c) (A10.1.14) 


那么 ， 连 续 的 脉冲 响应 函数 为 


v(u) = α(Τι -Τ5) (e τὸ οτι ες ή)  (u>b+c) 

(A10.1.15) 
对 于 脉冲 式 输入 ， 在 离散 时 刻 t,t 一 1,t 一 2,.…, 的 输出 将 通过 
适当 选取 参数 值 的 差分 方程 


(1+ &V + Ε2ν2}Υ, = ο{1 +MY +MV?)Xeb-1} (Al0.1.16) 
与 输入 联系 起 来 。 上 述 差分 方程 也 可 写成 


(1 一 δι Η -- δοΒ)ΥΙ = (wo 一 ῳι Β — wB?) Xi_ b—1+ 


或 
(1 -- S1B)(1 — S2B)Y, = (wo — ωιΒ — ω»Β2)Χ,.ν 1. (A10.1.17) 
利用 (A10.1.1) 和 (A10.1.2), 并 记 
δι κε τι Sy = e7 1/13 


我 们 得 到 
| b+1 
vp = / . v(u)du = g(T, — Το) [TA ~ S°) ~ Τη] -- οἱ 9)] 
το 


b+j+1 7 . 
vp; = / v(u)du = 9(Ti — Τα) -[τι6-“(1 — δι) 5? 
b+ j 
-T2527°(1—S2)S3] (j > 21) 
因此 


(Τι — T2)v(B) = gB°T,[1 -SI δι ~ S1)(1 ~ $1B)-151B) 
— gB'T2[1 — S3~° + Sy°(1 — S2)(1 — 52Β)-15.Β] 


然而 ， 由 (A10.1.17) 有 κ 


万 "(wo --ωι Β — wo ΒΖ) 
v(B) = (1 — S,B)(1 — S2B) 
我 们 得 到 


wo = 9(T, — 19) [Ti (1 — 847°) -- τοι -- ο.) 
wi = α(Τι — T) (Si + δο)(Τι -- Τὸ) 


ας ΚΩ (A10.1.18) 
+T2S3 (1 + S1) — Τιδι (1 + S2)] 
wa = g51S2(Ti — T2)~*[T2(1 — 59“) — Ti(1 — 515 
及 | 
ô 一 S S 一 -1/Τι —1/T2 
πα ΈρΞΕ πε (A10.1.19) 


δ; = —S1S = —e7(1/T)-(1/T2) 
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复 根 WILT, AT, 为 复 值 ， 将 
Τι -- 0-1 εἶλ Το = Cle i> (i? 一 --1) 
代入 可 得 到 相应 的 表达 式 


—¢€(1-c) cos À : 1 一 mità 
w=9{1~* sin{¢( ο) sin 入 十 i} 
sin A | 
ecco A sin(—Cesin A+ A) (A10.1.20) 
ων = gô |1 — SAS AT) 
sin A 


Wy = Wo — We — (1 — δι — d2)g 


这 里 
δι = 2e~$°°** cos(¢ sin A) 


ĝ» = e 26 cos À (A10.1.21) 
2 -- 


A10 .2 非 线性 传递 函数 与 线性 化 


我 们 前 面 所 考虑 传递 函数 的 线性 性 质 (或 可 加 性 ) 意味 着 : 对 
若干 个 别 输入 之 和 的 总 响应 就 是 对 这 些 输入 的 个 别 响 应 之 和 . 具 
体 地 ， 如 果 YO 是 在 时 刻 t 对 历史 输入 {ΧΩ} mm, YP 是 
在 时 刻 t 对 历史 输入 (XO) 的 响应 ， 那 么 ， 在 时 刻 t 对 历史 输入 
{X04 xP} 的 响应 就 是 7 十 Y(?。 对 于 连续 的 输入 和 输出 
情况 也 完全 类 似 。 特别 地 ， 如 果 输 入 水 平 乘 以 某 个 常数 ， 则 输出 
水 平 也 乘 以 同一 常数 .在 实际 中 ， 这 种 假设 不 可 能 完全 正确 ， 但 
它 对 许多 实际 情形 给 出 了 有 用 的 近似 . 

如 果 人 允许 参数 按 某 种 限定 方式 依赖 于 输入 的 水 平 ， 有 时 便 可 
得 到 非 线性 系统 的 模型 。 例如， 假设 一 个 系统 在 被 研究 的 范围 内 
Y 有 最 大 值 n 且 对 于 任意 X 的 稳 态 关系 可 以 由 二 次 表达 式 


1 
Yoo = n — zku- X) 
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ου ee ee ee ce ra de = o uy Yani i emain o 


来 近似 。 如 前 所 述 ， 这 里 的 Y AX 是 从 适当 原点 的 偏离 。 那么 
| | dY | 
g(X) = gy = Me X) 


系统 的 动态 特性 能 够 用 一 阶 差分 方程 (10.3.4) 来 描述 ， 但 是 其 中 
的 增益 是 可 变 的 ， 它 与 k(w— Χ) 成 比例 ， 于 是 便 有 


Yı = δσι αι + k(n 一 Xt—14)(1 一 δ) X44 (A10.2.1) 


一 个 简单 化 学 反应 器 的 动态 特性 ”有 时 会 遇 到 这 样 的 情形 : 
我 们 对 一 个 物理 问题 进行 理论 分 析 ， 就 可 以 得 出 传递 函数 的 恰当 
形式 . 特别 是 这 样 可 以 使 我 们 能 非常 具体 地 看 到 ， 在 非 线 性 化 近 
似 中 涉及 到 什么 问题 ， 

作为 一 个 例子 , 假设 将 某 种 纯净 化 学 物质 A 连续 地 馈 入 一 个 
搅拌 箱 反应 器 中 , 当 催化 剂 存在 时 ，A 的 某 一 比例 变 成 了 产品 B 
但 总 的 体积 是 不 改变 的 ， 因 此 ， 连 续 地 从 反应 器 中 离开 的 物质 是 
由 B 和 未 变化 的 A 混合 组 成 . 

假设 系统 最 初 是 均衡 的 ， 其 数量 用 适当 的 单位 加 以 测量 : 

1. u A 馈 入 反应 器 的 速度 (因而 也 是 A 和 B 的 混合 物 离 
” 开 反 应 器 的 速度 ) . 

2. η 是 在 出 口 处 未 变化 的 A 所 占 的 比例 ， 从 而 1 一 是 在 出 
口 处 产品 B 所 占 的 比例 . 

”3.V 是 反应 器 的 体积 . 

4. 是 一 个 常数 ， 它 决定 了 产品 B 的 生成 速度 . 

假设 反应 器 关于 A 是 “一 阶 ” 的 ， 这 是 指 B 的 生成 速度 和 
A 的 消耗 速度 都 与 A 的 当前 总 量 成 比例 。 那 么 B 生成 的 速度 为 
”kVn, 而 B 离开 出 口 的 速度 是 µ(ι -- η), 由 于 系统 是 均衡 的 ， 所 以 


pO -η) = kVn (A10.2.2) 


现在 假设 系统 的 均衡 受到 了 干扰 ， 在 时 刻 t 馈 入 反应 器 的 速度 
fe pt X(t), MWB A 的 相应 浓度 是 + Y(t). BEB 的 化 
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学 生成 速度 等 于 kV(7 + Y(t), 而 B 流出 系统 的 速度 现在 等 于 
[u+ X- -Ytl 一 般 这 两 个 速度 不 再 平衡 了 . 这 两 个 量 之 
差 就 是 反应 器 中 B 的 总 量 的 增长 速度 ， 它 等 于 -VldY (t)/dt] . 
因此 


dyY(t) _ 
dt 


[p+ XO- n- Yt) (A10.2.3) 


利用 (A10.2.2), 经 重新 整理 ， (Al10.2.3) 可 以 写成 


(kV +p+VD)Y(t) = Χ(Θ1 -7 - Y (t)] 


(1+ TD)Y (t) = a(1 一 m X(t) (A10.2.4) 


其 中 
Vy 1-7 
kV+p ’ I= kV Εμ 


于 是 (A10.2.4) 是 一 个 非 线 性 微分 方程 ， 这 是 因为 它 包 含 X(t) R 
以 Y(t) 这 项 . 但 在 有 些 实际 情况 中 , 它 可 以 由 一 个 线性 微分 方程 . 
恰当 地 近似 ， 我 们 下 面 就 加 以 说 明 。 | 

过 程 的 运作 可 以 在 范围 很 广 的 条 件 下 进行 ， 但 是 如 下 情形 无 
疑 不 能 算是 异乎 寻常 的 : RAR A 转化 为 产品 B 的 百分比 100(1 一 
η) 假设 为 80%, 具有 实际 意义 的 波动 百分比 100Y(t) 为 4% .在 
这 种 情形 ， 系 数 1 一 Y(t)/(1 一) 在 0.95 到 1.00 之 间 变 化 ， 十 分 
接近 于 1, 因而 可 用 1 来 代替 .由 此 ， 非 线性 微分 方程 (A10.2.4) 
可 用 线性 一 阶 微分 方程 


(A10.2.5) 


(1+ TD)Y (t) = gX (t) 


KR, HPT Πο 的 定义 如 10.1.2 节 . 如 果 系 统 是 在 离散 的 时 
间 间 隔 上 观测 的 ， 该 方程 还 可 由 一 个 线性 差 方 程 来 近似 . 


非 线性 成 为 重要 问题 的 情形 显然 是 会 发 生 的 ， 在 最 优化 的 研 
究 中 ， 当 变量 可 以 在 很 大 的 范围 变化 时 ， 尤 其 是 这 样 。 在 线性 假 
设 不 恰当 时 ， 有 一 种 方法 是 很 有 用 的 ， 那 就 是 用 适合 于 输入 变量 
不 同 区 间 的 一 组 线性 模型 来 描述 动态 特性 . 但 是 对 于 离散 系统 而 
言 ， 假 车 必须 直接 处 理 非 线性 差分 方程 ， 则 递 推 “求解 ” 比 解析 
方法 更 方便 些 。 例如， 对 于 非 线 性 微分 方程 (A10.2.4), 我 们 可 以 
代 之 以 非 线 性 差分 方程 


(1 十 ἐιν)γι = σ(1 + ma¥e-1)Xe_-1 
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11 
传递 函数 模型 的 识别 、 拟 合 及 检验 


在 第 10 章 中 我 们 引入 了 一 组 参数 简约 的 线性 传递 函数 模型 
Ym— dio — rr = woXo — ωιΧι δι 一 … — Ws A tbs 


或 
Y, = δ.1(Β)ω(Β)Χιι 


在 这 些 模型 中 X, AY, 是 系统 的 输入 和 输出 对 均衡 的 偏离 .在 实 
际 中 ， 系 统 会 受到 扰动 或 噪声 的 影响 ， 其 直接 后 果 是 在 传递 函数 
ADAM PRAT PEN, 。 传递 函数 - 噪声 联合 模 
型 可 以 写 为 

Y; = δ-1(Β)ω(Β)Χι s+ N, 


本 章 中 所 讲述 的 是 : SERS ABA Zl 1,2,---,N 上 ， 得 到 了 
输入 和 输出 的 同时 观测 对 (Χι, Ya), (X2, Y2) (Xn, Yn), 在 此 基 
础 上 上， 我们 对 于 传递 函数 - 噪声 模型 的 识别 、 拟 合 及 检验 方法 . 
ET 
取 ， 比 如 阶 跃 输入 、 正 弦 波 输入 [211] 和 “脉冲 ” 式 输入 [114] . 
些 方 法 在 系统 只 受 少 量 噪声 影 啊 时 是 有 效 的 ， 但 在 其 它 情形 训 丰 
能 令 人 满意 。 当 存在 不 可 忽视 的 虐 声 时 ， 必 须 使 用 统计 方法 来 估 
计 传 递 函 数 。 以往 曾 有 两 种 方法 尝试 解决 这 一 问题 ， 一 是 在 时 域 
中 直接 估计 脉冲 响应 ; 另 一 是 在 频 域 直接 估计 增益 和 相位 特征 ， 
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如 见 [62],[115] 和 [122] 。 这 些 方法 常常 不 能 令 人 满意 ， 因 为 它们 
都 涉及 大 量 参数 的 估计 . 例如， 为 了 确定 增益 和 相位 特征 必须 要 
在 每 个 频率 上 估计 两 个 参数 .本章 所 采用 的 方法 是 估计 简约 差分 
方程 模型 中 的 参数 .在 贯穿 本 章 的 绝 大 部 分 内 容 中 ， 我们 假设 输 
入 Χι 本 身 是 一 个 随机 过 程 。 这 种 模型 在 描述 和 预报 某 些 多 维 时 
间 序 列 时 是 有 用 的 . 


11.1 互相 关 函 数 


和 自 相 关 函 数 用 于 识别 随机 模型 一 样 ， 在 传递 函数 模型 的 识 
别 中 使 用 的 分 析 工 具 是 输入 和 输出 之 间 的 互相 关 函 数 。 在 本 节 中 
我 们 描述 互相 关 函 数 的 基本 特征 ， 下 一 节 说 明 如 何 将 它 用 于 识别 
传递 函数 模型 . 


11.1.1 互 协 方差 和 互相 关 函 数 的 性 质 


双 变 量 随 机 过 程 在 第 2 章 中 我 们 已 经 看 到 , 为 了 分 析 一 个 统 
计时 间 序 列 , 我 们 将 它 看 作 是 一 个 假想 时 间 序 列 总 体 ( 称 之 为 随机 
过 程 ) 的 实现 , 这 样 做 是 有 益 的 . 现在 , 假设 我 们 希望 描述 某 个 物理 
系统 的 输入 时 间 序 列 , 及 相应 的 输出 时 间 序 列 . 例如 , 图 11.1 给 出 
的 连续 数据 表示 输入 煤气 的 馈 入 速度 (数码 化 的 ) 和 相应 地 从 煤气 
炉 输出 σου 的 浓度 . 随后 , 我 们 可 以 把 这 一 对 时 间 序 列 看 作 是 一 
对 设 定时 间 序 列 总 体 一 双 变 量 随 机 过 程 (Xe Ye) 的 实现 . RIE 
设 这 些 数据 是 在 等 间隔 时 刻 读 到 的 ， 从 而 得 到 由 双 变 量 过 程 产生 
的 一 对 离散 时 间 序 列 ， 时间 序 列 在 时 刻 to +h, to+2h,--- ,to 十 Nh 
的 值 记 作 (Χι,ΥἹ),(Χ», Yo),--- (XN, Yn). 

在 本 章 中 ， 大 部 分 说 明 使 用 的 是 以 9 秒 为 间隔 读 到 的 煤气 炉 
数据 ( 见 图 11.1) 。 由 此 而 获得 的 值 (X Yo) 列 在 第 五 部 分 “时 间 
序列 汇集 ”中 ， 叫 做 序列 1. 


互 协 方差 和 互相 关 范 数 “在 第 2 章 中 我 们 已 经 看 到 ， 一 个 
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采样 间隔 
waw 9 秘 
HU 1871} 
Lil) sp @ . 


煤气 输入 
EE s 

60 

55 
输出 浓度 50 
(%CO2) 45 ]|- 

| 0 5 10 | 15 20 25 
t(4}) 一 一 一 一 


图 11.1 气 炉 的 煤气 输入 速度 和 CO 的 输出 浓度 


平稳 高 斯 随机 过 程 可 以 用 其 均值 RIA μαι AE 
或 者 等 价 地 ， 用 其 均值 μ, 方差 o? 和 自 相 关 函 数 pk KRE. 
且 ， 由 于 Yi = Y-k 及 pk = P-k, 因此 有 有 协 方差 和 μαι. 
对 非 负 的 滞后 值 上 = 0,1,2--- BM. 

一 般 地 ， 一 个 双 变 量 随 机 过 程 无 须 是 平和 的， 但是， 和 第 4 
章 中 一 样 , 我 们 假设 适当 差分 的 过 程 (zs,w) 是 平稳 的 , 这 里 αι = 
VIX; = VIY, 。 这 一 平稳 假设 特别 意味 着 分 量 过 程 z; 和 有 
不 变 的 均值 ke 和 µν, 及 不 变 的 方差 σὲ 和 o2 。 如 果 另 外 还 假定 
该 双 变 量 过 程 是 高 斯 (或 正 态 ) 的 ， 那 么 其 特征 被 均值 Ha Hy 和 
协 方差 阵 唯一 地 描述 . 图 11.2 给 出 了 需要 考虑 的 各 种 不 同 的 协 方 
+, 


每 个 分 量 序列 滞后 有 的 自 协 方差 系数 一 般 由 下 面 公式 定义 : 


Yor (k) = Ε[ίαι — He) (04% ~ µο)] = Ε[ίαι ~ μο)(αι-ε--- pe) 
Yyy(k) = Elly: 一 By) (Yer 一 μν)) = El(y 一 Hy)(Ye~z — Hy)] 
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>. > ooo o εί >e o o o oz 
Yay(—k) = Ύνα(Κ) ey) 


ο ο 9 © e ο ο-«γνν(ά 9 ο ο ey 


图 11.2 双 变 量 随机 过 程 的 自 协 方 整 和 互 协 方差 


这 里 我 们 用 推广 的 符号 Yez(k) 和 Yyy(k) Rid x A y 的 自 协 
方差 .在 协 方差 阵 中 可 能 出 现 的 其 它 协 方差 只 有 zx 和 y ZEX JS 
A +k 的 互 协 方差 : 


Yry(k) = Ε[(αι — He) (ere — μι) (k=0,1,2,..) (11.1.1) 
y 和 z ZEREA +k 的 互 协 方差 : 
Ἵνε(Κ) = El(y — μυ)ίσεεε- µμο)] (Ε-0,1,2,--:}) (11.1.2) 
注意 ， Ὑου(ξ) 和 γνα() 一 般 并 不 相同 ， 但 是 ， 由 于 
ΎενίΚ) = Ε[(σε..κ-- µο)(νε--µῳ)) = Ε[(ψε--με)ίαε-.κ--µα)] = Ύνεί-- ἕ) 


我 们 只 需要 对 k= 0, 土 1, 士 2,… 定义 函数 Ὑεν(Κ), 并 称 之 为 双 变 
基 过 程 的 互 协 方差 函数 。 类 似 地 ， 无 量 纲 的 量 


ta k = 0,+1,42,--- (11.1.3) 


Pay({k) = 
RAM Rk 的 互相 关系 数 ， 而 函数 pzy(k), k=0,+1,+2,--- 称 为 
双 变 量 过 程 互 相关 函数 。 τ 
由 于 pzy(k) 一 般 不 等 于 psy( 一 k), 互相 关 孔 数 与 自 相关 应 数 
不 同 ， 它 关于 k = 0 不 是 对 称 的 。 事 实 上 经 常 遇 到 的 情形 是 ， 互 
相关 函数 在 -oo 到 ;或 ?到 too 的 整个 区 间 上 都 为 零 。 例 如 ， 对 
有 延迟 的 一 阶 自 回归 过 程 


(1 — $B)z = αι... (-1<@<1, b>0) 
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考虑 a 和 >z 之 间 的 自 协 方差 函数 ， 这 里 αι 是 零 均 值 的 。 由 于 
Zt+k = Qt 十 ai 一 5-1 + $ atteb? +- 
因此 a 和 zi 之 间 的 协 方差 函数 是 


κ-ὐὂ,ς2 ik b 
Yaz (κ) = Εἰαιζε--κὶ 一 { ? 7a k 7 b 
ATFs GRAB AH, HEHAXAKA 


k—boa — gk—-b(y — g2)1/2 , k>b 
{EO 


图 11.3 给 出 了 b=2 和 $= 0.6 的 互相 关上 函数 。 


1.0 


0.8 


| 。 


-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 
k = 


图 11.3 ”有 延迟 过 程 Ζι-ο.62, ;-αι 2 的 a 和 z 之 间 的 互相 关 函 数 
(11.1.2 互 协 方 差 和 互相 关 函 数 的 估计 
假设 对 原始 的 输入 和 输出 时 间 序 列 作 a ΚΕΠ ΒΒ n= Nd 
对 值 (σι, νι), (2, Y2),° n (Xn, Yh) 可 供 分 析 .。 那么 可 以 证 明 (例如 
在 [122] P), 滞后 天 互 协 方差 系数 的 估计 值 ccy(R) 由 下 式 给 出 


j n—ie - - | 
— D (re-F)(Yere-9), &=0,1,2,--- 


Coy (kK) = (11.1.4) 


[ate - - 
n 2 Ye — F)(£:zk — T), k=0,-1,-2,--- 
t=1 
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XT AY DUPE > 和 序列 y 的 样本 均值 . 类 似 地 , κ Ἡ 
相关 系数 psy(k) 的 估计 值 rsy(k) 可 以 得 到 , 只 须 在 (11.13) 中 用 估 
计 值 czy(k) RE yoy(k), 用 ss = Vess(0) 代替 σα Η s = V/cyy(0) 
AF oy, 于 是 得 出 


rzy(k) = Cart (k = 0,+1,+2,---) (11.1.5) 
Ty 


Bl: 在 实际 中 为 了 获得 互相 关 函 数 有 意义 的 估计 ， 我 们 至 
少 需 要 50 对 观测 值 . 但 是 为 了 对 公式 (11.1.4) 和 (11.1.5) 加 以 说 
WH, 在 计算 滞后 为 1 和 -1 的 互相 关 函 数 估 计 值 时 ， 只 对 下 面 5 对 
观测 值 的 序列 进行 计算 


t 1 2 3 4 5 
zt 11 7 8 12 14 
yt 7 10 6 7 10 


AE T -- 10.4,7 = 8, 故 对 均值 的 离 差 为 


Σ (αι 一 可 (e+ -Ὦ) 


t=1 S 
= (0.6)(2.0) + (--3.4)(--1.0) + (—2.4)(—1.0) + (1.6)(2.0) 
= 13.60 | 
并 且 cyy(1) = 13.60/5 = 2.720. AJA ο; = 2.577 和 8, = 1.673, 我 
们 得 到 | | 


czy(1) 2.720 
x 1) -- y = 一 一 一 一 一 一 一 一 二 
Tayll) szsy (2.577)(1.673) 


ΑΝ, ο (νι — Β)ίσει — Z)=—8.20. MAG cey(—1)=—1.64, H 


0.63 


—1.640 


(2577(.673 7038 


rzy(—1) = 


—0.5 
ΎχγίΚ) 


—1.0 


#114 以 9 秒 为 间隔 读 取代 码 化 煤气 炉 数据 ， 其 输入 
和 输出 之 间 的 互相 关 函 数 | 


图 11.4 给 出 了 估计 出 来 的 离散 煤气 炉 数 据 输入 和 输出 之 则 的 
HX BM rzy(k), 这 些 数据 是 从 图 11.1 的 连续 资料 中 每 隔 9 秒 
读 出 的 。 我 们 看 到 ， 互 相关 函数 关于 零点 不 是 对 称 的 , Æ k= Τὸ 
有 明显 的 峰 ， 这 表明 输出 滞后 于 输入 . 且 这 个 互相 关 为 负 值 ， 这 
是 可 以 预料 的 , 因为 ( 见 图 11.1) 数码 化 输入 的 增加 会 导致 输出 什 
的 减少 . 

11.1.3 互相 关 估 计 的 近似 标准 差 

为 了 检验 互相 关 函 数 pzy(k) 的 某 些 值 为 零 是 否 有 效 ， 一 个 粗 
略 的 方法 是 ， 把 相应 的 互相 关 估计 值 与 从 Bartlett 公式 [26] 得 出 
的 它们 的 近似 标准 差 作 比较 。 Bartlett 证 明 ， 在 正 态 假 设 下 ， 两 


个 互相 关 估 计 rwy(k) 和 ralk +) 之 间 的 方差 ， 当 天 > 0 时 由 下 
式 给 出 : 


οον[τεμ(Κ), Tzy(k + 1)] 


十 ce 
~ (τι- 外) 一 > {ρεε(υ)ρνν(υ +1) + ρον(--υ)ραυ(υ + 2k + Ὁ) 


v=— oo 
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+ Daylk)Day(k + Dl) + Zale) + χρξν(ω)] ' 
— Pry(k) [Pra (v)pay(v +k +1) + pry(—v)pyy(v +k + Ὁ] 
— Pay(k + Dlpzz(v)pzy(v +k) + Pey(—v) pyy(v + Κ)}} (11.1.6) 


FH, 910,3 


+00 
var|rzy(k)] = (n — k)? > {Pza (V)Pyy{v) + pry(k + v)pzy(k — v) 
+ pylozy(v) + ΞΡ. (ο) + φρνν(ο)] 
7 2pzy(k) [Pre (υ)ραυ(υ + k) + ρεν(--ο)ρννίυ OU 1.7) 
正如 Bartlett 所 指出 ， 由 这 些 一 般 表达 式 可 以 推导 出 应 用 于 重要 
特殊 情形 的 公式 .例如 车 假 设 zi 三 ue, 只 需 令 


ρασ(υ) 一 Pyy(v) = Pry(v) = Pxy(—v) 


即 可 .将 该 式 代入 (11.1.6) 和 (11.1.7) 就 得 到 两 个 自 相关 估计 之 
间 协 方差 的 表达 式 ， 更 特殊 的 情形 是 自 相关 估计 方差 的 表达 式 ， 
这 已 由 (2.1.11) 给 出 ， 
常常 会 有 这 样 的 情形 ， 两 个 过 程 仅 在 相当 窄 的 滞后 范围 内 显 
. 著 地 互相 关 。 若 pwy(v) 仅 在 某 个 范围 Qi < 5 < ο. HES, WA 
1. 如 果 kk +l 和 天 上 + 起 都 不 在 这 一 范围 内 ， (11.1.6) 中 除了 
第 一 项 以 外 全 都 为 零 ， 且 | | 


cov|rzy(k), rzy(k + )] = (n - Ε)γ᾽Σορεε(υλρωνίο +D) (11.1.8) 
2. 如 果 上 不 在 该 范围 内 ， 用 类 似 方法 ， (11.1.7) 化 简 为 
var[rey(k)] = (n= 4)! È ῥεε(ο)ρνν(ο) (11.1.9) 


- ~ 


特别 地 ， 在 两 过 程 无 互相 关 这 一 假设 之 下 ， 简 化 公式 适用 于 所 有 
滞后 上 和 大 + ! 。 另 一 种 较 有 意义 的 特殊 情形 是 ， 两 过 程 不 存在 
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互相 关 关 系 ， 且 其 中 一 个 是 白 品 声 。 BE y = at 是 由 和 白 噪 声 过 
程 生成 的 ， 而 σι 是 自 相 关 的 ， 那 么 由 (11.1.8)， 


cov[raa(k), r zalk + D] = (τι — κ) pz (I) 
(11.1.10) 


var[rzalk)] = (n — k)7? (11.1.11) 


由 此 得 到 

plrza(k), rzalk + 1] = pee (2) (11.1.12) 
因此 在 这 种 情形 ， 两 过 程 的 互相 关 与 生成 σι 的 过 程 具有 相同 的 
HHX. BU, Ra 和 σι BRAK, TOMAR SAK 
数 在 零 附近 变动 ， 标 准 差 为 (n-k), 且 具 有 自 相 关 函 数 pos() 
典型 特征 的 规律 性 状 . 最 后 ， 如 果 两 个 过 程 都 是 白 噪声 且 互 不 相 
关 ， 则 互相 关 之 间 的 协 方差 将 为 零 . 


11.2 传递 函数 模型 的 识别 
κ κπαμνμκκσα-μπαραα 
= 8 (θω(Β)χ.. DEN, 


这 是 一 个 输出 中 混 有 噪声 N 的 线性 系统 ， 假定 噪声 是 由 ARIMA 
过 程 产生 且 与 输入 Xi 独立 ”, 具体 说 来 , 这 一 阶段 的 目的 是 得 出 
有 关 传 递 函 数 模 型 算 子 的 分 母 和 分 子 阶 数 " 和 s 的 一 些 设想 ， 并 
由 此 引伸 得 到 关于 参数 δ,ω 和 延迟 参数 b 的 初步 猜测 。 另外， 我 
们 的 目的 是 : 对 于 描述 输出 中 噪声 的 ARIMA 模型 参数 p.d, q 做 
出 粗略 的 猜测 ， 并 得 出 该 模型 中 参数 由 和 8 的 初 估 计 。 由 此 得 到 
试探 性 的 传递 函数 - 噪声 模型 可 以 作为 节 11.3 中 所 述 更 有 效 估 
计 方 法 的 出 发 点 . 


O 当 输 入 可 由 我 们 选择 时 ， 我 们 可 以 确保 X 按照 某 随 机 过 程 生成 ， 且 与 N 
独立 . 
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” 述 别 方 法 概要 ”假设 传递 函数 模型 


Y, = υ(Β)Χι -- Νι (11.2.1) 

可 有 如 下 的 简约 参数 化 形式 
Y=6 (Β)ω(Β)Χ. ,+N (11.2.2) 
这 里 δ(Β) = 1 — ôB — δ. Βλ —.--—6,B” & w(B) = w — wB — 


… 一 wsB* 。 识别 程序 如 下 : 

1. 得 出 (11.2.1) 中 脉冲 响应 权 数 υ; 的 初 估计 车 。 κ 

2. 利用 得 到 的 估计 0; 来 猜测 (11.2. 2) 中 分 母 和 分 子 的 算 子 阶 
Rr As, 以 及 延迟 参数 b， 

3. 将 估计 值 信 代入 等 式 (10.2.8),7,s A b 的 值 由 (2) PRA. 
这 样 可 得 到 (11.2.2) 中 参数 6 Mw 的 初 估计 ， 

有 了 59;,b,7 As 的 值 ， 就 可 用 节 10.2.2 中 确立 的 方法 加 以 猜 
测 ， 即 形 如 (11.2.2) 的 模型 ， 其 脉冲 啊 应 权 数 的 组 成 应 为 : 

1. b SB vo, bi, ,vs_1. 

2. 随后 的 s—r+1 MB vo, Veti Vos 没有 固定 的 形式 
(Æ s <r 则 不 出 现 这 样 的 值 ) 。 

3.j>b+s-r+1 时 的 vj 值 遵 从 7 阶 差分 方程 ，r 个 初 值 
为 Up+s ,V6+4s-r+i 。 当 7 了 了 <5 时 的 初 值 v; 当然 为 零 。 


对 输入 和 输出 的 差分 在 过 程 识别 中 使 用 的 基本 工具 是 输入 
和 输出 之 间 的 互相 关 函 数 。 当 过 程 为 非 平稳 时 ， 则 假设 经 适当 差 
分 后 可 以 达到 平稳 .如 果 由 序列 (Xa Ye) 估计 出 的 自 相关 和 互相 
关 函 数 不 是 很 快 地 衰减 ， 就 很 有 可 能 具有 非 平 稳 特 性 . 我们 假定 
ο” d 阶 差分 ? 实施 之 后 ， 估 计 出 的 zt = VIX, 和 

= V°Y, 的 自 相关 τεε(Κ) ἯΙ, ryy(k) 和 互相 关 rzy(k) 都 很 快 地 
ea. 实际 中 d 通常 为 0,1 πὲ 2. 


。 这 里 所 述 方法 对 于 输入 和 输出 使 用 不 同 差分 阶 数 时 仍然 有 效 . 
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ERE LOR IRR) BEd 次 差分 后 ,模型 
(11.2.1) 可 写 为 形 如 


Ye = Volt + V1T~-1 υοπι- οσο + Nt > (11.2.3) 


这 里 Yt = ν Ύμαι = VIX: 和 mt = VIN, 是 零 均值 平稳 过 程 . 那 
么 ，(11.2.3) 两 边 乘 以 zt-k,k > 0, 我 们 得 到 


αι κυι 一 207t_ROE 十 VIZt_RZt-1 十 … Tt kN (11.2.4) 


如 果 我 们 进 一 步 假设 对 于 所 有 的 k 有 a Tt-k 和 τι ， 不 相关 ， 对 
(11.2.4) 取 期 望 可 得 出 方程 组 


γω (1) = Vo Yea(k) +01 Fen (k—1)+- n (k = 0,1, 2,-- -) (11.2.5) 


.假定 在 天 = 五 之后， 权 数 vj WHEE, 那么 方程 (11. 2.5) 中 
的 前 K+i ΤΠΕ 


Yzy = Γ..υ (11.3.6) 
其 中 
Yay(0) vo 
JYzy(1) | V1 
yZ] : J Pr]: 
Yay(K) UK 
Ys(0) Yee(1) … Ύκα(Κ) 
o (Mall) κ) Ye - 1) 
工 -z = | | | . | 
Ύςε(Κ) Yoo (Κ 一 1) oa Ύσα(Ὁ) 


1598 ABS Β 1825 AT celk) 和 输入 、 输 出 之 间 的 互相 
关 估 计 值 czy(k) 代入 ，(11.2.6) 给 出 了 前 天 十 1 个 权 数 的 天 二 1 个 
线性 方程 . 但 这 些 方程 一 般 不 能 提供 有 效 的 估计 , 因为 求解 十 分 麻 
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烦 , 而 且 在 任何 情形 都 必须 知道 υ; ERR SATS HK 点 . 方程 
组 (11.2.6) 的 样本 形式 实际 上 表示 了 人 对 ztzl ;σι..κ 做 线 
性 回归 的 最 小 二 乘 正规 方程 组 ， 且 跟 含 假定 (11.2.3) 中 的 噪声 n 
不 是 自 相 关 的 . 这 正 是 这 种 回归 识别 方法 无 效 的 一 个 原因 . 为 了 改 
进 这 种 方法 的 效果 , Liu 和 Hanssens[217]( 也 可 见 Pankratz[218,Ch , 
5}) 建议 对 回归 方程 νι = υραι + Vtt 十 … 十 VkZt_ +e BE 
FT Εν RA, HERRE πι 遵从 某 个 相关 的 时 间 序 列 
ARMA 模型 . 他 们 还 讨论 了 这 种 脉冲 响应 孔 数 识别 方法 的 推广 ， 
将 其 用 于 模型 中 有 多 个 输入 过 程 Xit, Χλι''' ,Xm,t 的 情形 ， 即 
Ye = vi(B)XIt+ + Um(B)Xmt + Νε. 


11.2.1 对 预 白 品 化 输入 传递 孟 数 模型 的 识别 


如 果 系 统 的 输入 是 白 噪声 ， 则 识别 过 程 将 很 大 程度 被 简化 . 
正如 节 11.6 中 更 详细 地 讨论 ， 当 输入 的 选择 可 由 我 们 安排 ， 采 
取 什 么 样 的 输入 就 要 多 加 其 酌 了 . 当 原 始 输入 遵从 某 种 别 随机 过 
程 ， 通 过 白 品 化 就 可 使 问题 简化 . 

假定 适当 差分 之 后 的 输入 过 程 是 平稳 的 ， 并 且 可 由 自 回归 滑 
动 平均 的 广义 线性 类 中 的 某 些 模型 来 描述 . 那么 , 给 定 一 组 数据 ， 
我 们 可 以 对 σι 用 通常 的 识别 和 估计 方法 得 到 一 个 模型 


θ.:1(Β)φι(Β)αι--αι (11.2.7) 
该 式 把 相关 的 输入 序列 σι RAIER BRAK AR a. 


同时 我 们 可 以 由 ἃ 的 平方 和 得 到 o2 的 估计 值 2 。 如 果 我 们 现 
在 对 νι 使 用 同样 的 变换 得 到 


Bi = OF *(B)bo(B)ye 


该 模型 可 以 写 为 
Be = υ(θ)αι + e (11.2.8) 


这 里 ， et 是 转换 后 的 噪声 序列 、 由 下 式 定 义 
εε--θ-᾽(Β)ϕείΒγηι (11.2.9) 
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在 (11.2.8) WAARA αι κ 并 取 期 望 ， 我 们 得 到 
Ύαβ(Κ) = vkoa (11.3.10) 


这 里 ， yaa(k) = Εἶαι. κβε] 是 a MB ARRA +k 的 互 协 方 
差 。 于 是 | 

_ Yap(*) 

= 


或 者 用 互相 关 来 表示 


Ραβ(Κ)σρ 
On 


vk = (k=0,1,2,---) (11.2.11) 
因此 ， 将 输入 白 品 化 后 ， 在 白 噪 化 输入 和 经 相应 变换 的 输出 之 间 
的 互相 关 函 数 直 搂 与 脉冲 响应 函数 成 正比 . 我 们 注意 到 , ARER 
效果 是 将 非 正 交 的 方程 组 (11.2.6) 转化 为 正 交 方程 组 (11.2.10) . 

-在 实际 中 ， 我 们 并 不 知道 理论 互相 关 函 数 Pagik), 故我 们 必 
须 将 其 代入 (11.2.11), 得 到 


i, = κ ώς (k = 0,1,2,--*) . (11.2.12) 
由 此 获得 的 初步 估计 ος 一 般 仍 是 统计 上 无 效 的 , 但 是 可 以 为 在 传 
递 函 数 模型 中 选择 适当 的 算 子 (B) 和 ω(Β) 提供 大 略 的 基础 . 现 
在 我 们 用 一 个 实际 例子 来 说 明 这 种 识别 和 初步 估计 的 方法 . 


11.2.2 传递 函数 模型 识别 的 例子 


在 自 适应 的 优化 研究 中 [186], 涉及 到 一 个 煤气 炉 ， 炉 中 是 空 
气 和 甲烷 混合 而 成 的 含 CO: (二 氧化 碳 ) 的 煤气 混合 物 。 空 气 的 
馈 入 保持 恒定 ， 但 甲烷 的 馈 入 速度 可 根据 任何 需要 的 方式 改变 ， 
在 输出 煤气 中 生成 CO. 的 浓度 是 可 以 测量 的 。 图 11.1 中 连续 数 
据 的 采集 给 出 了 我 们 感 兴趣 的 范围 内 系统 的 动态 特性 ， 在 此 范围 
内 ， 已 知 该 系统 适用 于 近似 的 线性 稳 态 关系 .在 图 11.1 的 上 半 
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部 ， 给 出 了 连续 的 随机 输入 序列 X(t), ERATE W ARP 
一 个 线性 滤波 器 生成 。 这 个 过 程 的 均值 为 零 ， 并 且 在 该 实验 的 实 
现 中 其 变动 范围 是 -2.5 到 2.5. 这 时 希望 甲烷 实际 的 镍 入 速度 在 
每 分 钟 0.5 到 0.7 立方 英尺 的 范围 内 。 为 确保 这 一 点 ， 输 入 煤气 
的 馈 入 速度 应 服从 如 下 过 程 


AEA BE 二 0.60 一 0.04Χ (t) 


为 简单 起 见 ， 我 们 将 始终 使 用 “数码 化 ”的 输入 X(t). RAA 
实际 输入 速度 表示 的 传递 函数 很 容易 由 替换 得 到 。 第 五 部 分 “时 
间 序 列 汇集 ”中 的 序列 J 给 出 了 296 个 观测 对 (Xe, Ye) 的 顺序 
E, 它们 是 以 9 秒 为 间 阳 从 连续 记录 中 读 出 的 。 在 这 个 具体 例 实 
验 中 ， 输 入 扰动 的 特征 是 已 知 的 ， 因 为 我 们 曾 详细 地 导出 .但 我 
们 还 是 把 它 当 作 未 知 来 处 理 . 被 估计 的 X 和 的 自 相关 和 互相 
关 函 数 很 快 地 衰减 ， 这 表明 不 需要 再 做 差分 。 对 Xt 运用 一 般 的 
检验 和 拟 合 表 明 可 用 一 个 3 阶 自 回归 过 程 进行 很 好 的 描述 


(1 — 1B — $2B? — 63B°)X, = αι 


这 里 φι = 1.97, de 一 一 1.37， pa = 0.34, 及 83 一 0.0353 ο 因此 ， 将 
变换 


at (1 — 1.97B+1.37B? -.0.34Β})Χ, 
βι = (1 — 1.97B + 1.37B? — 0.34B°)Y, 


用 于 输入 和 输出 序列 ， 得 出 对 于 序列 a AB 有 su = 0.188, 59 = 


0.358, of 之 间 互 相关 的 估计 在 表 11.1 中 给 出 ， 另 外 ， 还 给 
出 了 脉冲 响应 函数 的 估计 值 (11.2.12) 
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表 11.1 RIRE AEE NEK E RRE A hk HM 


k ταρίκ) 4(r) ôr røplk) | k rap(k) G(r) ον røp(k) 
0 -001 0.06 -002 100 | 6 -0.27 0.06 -0.52 0.12 
1 0.05 0.06 010 0.22 | 0.17 0.06 -0.32 0.04 
2 -0.03 0.06 -0.06 0.36 | -0.03 0.06 -0.06 0.09 
3 
4 
5 


7 

8 
-0.28 0.05 -0.53 0.13 9 0.03 0.06 0.06 0.00 
-0.33 0.06 -0.63 0.08 10 -0.05 0.06 -0.10 0.10; 
-0.46 0.05 -0.88 0.01 | 


ER 11.1 中 列 出 的 互相 关 函 数 Yap(k) 的 近似 标准 差 是 从 (11.1.7) 
得 出 的 方差 的 平方 根 ， 


1. 滞后 在 +2 以 下 和 十 8 以 上 的 互相 关 假 设 等 于 零 . 

2. k > 0 的 自 相 关 ραα(Κ) 假设 为 零 。 

3.k > 4 的 自 相 关 pee(k) BRAF. 

4. MÆ 11.1 中 相关 函数 rag(k) 和 ree(kb) 的 估计 和 值 代 堆 理论 
值 . | 


表 11.1 还 给 出 了 τρρ(ξ) 的 值 ， 这 是 (11.1.7) 所 需要 的 .在 
图 11.5 中 绘 出 了 互相 关 的 估计 值 以 及 以 零 为 中 心 的 一 信和 两 倍 
的 标准 差 概率 限 . 在 这 个 例子 中 标准 差 与 近似 值 n1 = 0.06 的 
差别 很 小 ， 因 此 适用 于 序列 不 相关 的 假设 . 值 to, Wt. 与 其 
标准 差 相 比 很 小 ， 这 意味 着 b= 3( 两 个 整 的 延迟 期 ),i 的 其 它 特 
性 可 以 用 一 个 模型 来 解释 ， 其 参数 (r, 5, ϐ) 等 于 (1,2,3), 或 者 等 于 
(2,2,3) .第 一 个 模型 意味 着 vs 和 v 是 没有 固定 形式 的 初 值 。 差 
分 方程 v; - svj- = 0,7 > 5 确定 了 指数 衰减 的 变化 ， v5 给 出 了 
起 始 值 ， 第 二 个 模型 意味 着 va 是 唯一 形式 不 定 的 初 值 ， 而 va 和 
v5 给 出 了 差分 方程 v;)61v;-1 一 62v;-2 = 0,5 > 5 所 确定 的 双重 指 
数 衰 减 的 起 始 值 . | | 

这 样 ， 经 初步 识别 给 出 了 传递 函数 模型 


(1 — διΒ — 62B”)¥, = (wo — w1 B — wa B? )Xt—b (11.2.13) 
或 者 是 它 的 某 种 简化 ， 如 可 能 b= 3.， 
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1.5 和 白 唆 化 后 煤气 炉 数据 互相 关 函 数 的 估计 


Wiirt 假设 在 模型 (11.2.13) 中 δ = 3, 关于 脉冲 响应 函数 
的 方程 (10.2.8) 是 


υυ-Ό (<3) 
U3 = Wo 
va = 0103 ῶι (11.3.14) 
Us, = 6104 + 0203 一 We 

υς = 01U5 + δρυ. 
. v7 = = διυό + 02v05 


将 表 11.1 中 的 售 计 值 代入 最 后 两 个 方程 ， 我 们 得 到 


—0.8861 — 0.636» = —0.52 
—0.525, — 0.884. = —0.32 


这 给 出 了 初 估 计 δι = 0.57, 6. = 0.02 。 如 果 将 这 些 值 代入 方程 组 
(11.2.14) 的 第 2,3 和 第 4 个 方程 ， 我 们 得 到 


Oo = ba = --0.58 

ὧι = b103 — 0, = (0.57)(—0.53) + 0.63 = 0.33 

ὤα = δια + δρθα — ὃς = (0.57)(—0.63) + (0.02)(-0. 53)+0.88=0.51 
于 是 初步 识别 给 出 了 一 个 尝试 性 的 传递 函数 模型 


(1 — 0.57B — 0.02B7)Y, = 一 (0.53 + 0.33B + 0.51B°)X:-3 
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由 此 获得 的 估 什 可 以 作为 起 始 值 以 采用 更 有 效 的 选 代 方法 ， 有 关 
方法 在 节 11.3 中 叙述 。 我 们 注意 到 ， δι 很 小 ， 这 意味 着 该 参数 
可 以 略 去 ， 但 现在 我 们 仍然 保留 它 . 


11.2.3 BRAS A Π1Π πι 


回 到 一 般 情形 ， 假 设 (如 果 必 要 的 话 ， 做 适当 的 差分 之 后 ) 模 

型 可 以 写成 | 

ve = υ(Β)αι + πι 
这 里 

Ng = ViN, . 

用 11.2.2 节 讨 论 的 方法 给 出 传递 函数 的 初步 估计 之 后 ， 上 噪声 序列 
的 估计 由 下 式 得 到 

fit νι 一 δ(Β)οι 
Bp | 

fit = Ye — ὕραι — ὄισι ι-- ὔραι ο 一 
另外 ， 96(8Β) 还 可 以 用 初步 识别 所 确定 的 试用 传递 函数 模型 来 替 
KR. 于 是 .. 
让 一 人 一 01(B)OUB)zt_b 


fe 可 以 这 样 来 计算 ， 先 通过 把 δίΒ)ϑι = ὠ(Β]αι ν BH 


Ge = 1e- + -ertr — ὤραι υ----'--ὤ,αι bs (11.2.15) 


递 推 计算 出 如 = 4(B)o(B)zt ob 然后 由 u = νι -- δε 计算 噪声 序 
列 . 在 前 面 的 每 一 种 情形 中 ， 对 ἂν 自 相关 函数 的 研究 都 有 助 于 
曲 声 模型 的 识别 . f 

噪声 的 识别 还 可 以 利用 经 过 白 品 化 后 输入 和 输出 的 相关 函数 
来 进行 ， 即 按照 下 文 所 述 方法 . 假设 输入 可 以 被 完全 和 白 品 化 而 给 


出 
Bi= v(B)ar+ ér (11.2.16) 
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其 中 ， 已 知 的 关系 式 
ει 一 中 *(B)¢2(B)ne (11.2.17) 

将 ει 和 nt 联系 起 来 。 如 果 对 ει 可 以 找到 一 个 随机 模型 ， 那 么 ， 
利用 (11.2.17) 可 以 对 nt 一 从 而 也 是 对 Ni 导出 模型 . 如 果 我 们 记 
υ(Β)αι = αι, HA Bute, 同时 ， 我 们 给 出 了 有 关 αι 和 η, Hh 
立 性 的 假设 ， 从 而 满足 了 有 关 u Me 的 独立 性 ， 我 们 可 以 写成 

Yaa(k) = Yuu(k) + Ύεε(Κ) (11.2.18) 
AA αι 是 日 噪声 ， (3.1.8) 曾 给 出 了 线性 过 程 的 自 相关 函数 ， 利 
用 这 一 结果 可 以 得 出 Yuu(k) 。 于 是 ， 由 (11.2.10) 有 


Yuulk) = -σα ὍΣΟΝ σε z 2 Tee eal + k) 
j=0 
因此 ， 利 用 (11.2.18)ει 的 ave mt Yee = se (k) 一 Yuu(k) 得 
出 ， 相 应 的 自 相 关 为 


Ρεε(Κ) = γος Yelk) _ pap(k) -- tuu()/190(0) 


γε(ο) 1 --γωμο)/γρρ(ϱ) 
‘ppp(k) — Dpapli)papl +k) 
B 1l- Papl) 


这 样 , 在 具体 问题 中 , ARETE ae RB AS EGT AD YT 
在 得 出 近似 的 白 品 化 传递 函数 后 ， 另 外 还 有 被 传递 的 输入 和 输出 
之 间 互 相关 的 估计 值 "ag(j), 以 及 被 传递 输出 的 自 相关 的 估计 值 


表 11.2 MUP RE PMMA SMES 


k Tk Pkk | k Fk Pee 

1 0399 0.889. . -. 00... -02 
2 0.71 -0.43 | 8 003 0.01 

3 0.51 -0.13 | 9 -0.05 -0.01. 

4 0.32 0.02 | 10 -0.04 0.08 

5 0.17 0.04 11 -0.03 -0.06 

5 0.07 -0.02 | 12 -0.03 -0.10 
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repli) 把 这 些 值 代入 便 可 得 到 ρεε(Κ) 的 粗 估 计 值 。 


在 煤气 炉 例 子 中 的 应 用 表 11.2 给 出 了 噪声 序列 N: = Yi 一》 
的 前 12 个 样本 自 相 关 和 偏 相 关 函 数值 , 3 D= (B)O(B) Xi 
是 用 前 面 得 到 的 传递 函数 的 初步 估计 ， 由 (11.2.15) 算出 来 的 . Bp | 
其 值 由 下 式 计 算 


P: = 0.571 --(0.59Χι α + 0.33X44 十 0.51X 5) 


N, 的 偏 相 关 表 明 ， 二 阶 的 自 回归 模型 可 能 是 合适 的 描述 ， 从 Ν, 
的 值 对 AR(2) 模型 的 最 小 二 乘 估计 得 出 


(1 —1.54B -0.64Β2)Νι = αι (11.2.19) 


其 中 ô? = 0.057. 
因此 由 本 节 和 11.2.2 节 的 分 析 得 出 ， 煤 气 炉 模型 识别 为 


w — w1 B — wB? 1 


到 = 一 一 
1-65-652 ` 


(11.2.20) 
且 初 估计 为 ĉo = --0.58,ῶι = 0.33,ô2 = 0.51,61 = 0.57,ô2 = 
0.02, 91 = 1.54,¢2 = 一 0.64, 它们 可 以 作为 在 11.3 节 中 所 述 非 线 性 
估计 方法 的 粗略 的 起 始 值 。 κ 


11.2.4 传递 画 数 横 型 识别 的 一 般 考虑 


有 关 我 们 刚刚 描述 的 传递 函数 模型 和 噪声 模型 的 识别 过 程 ， 
现在 可 以 进行 稍 一 般 的 考察 . | 

1. 在 许多 实际 情形 中 ， 当 噪声 的 影响 显著 时 ， 带 有 延迟 的 一 
阶 或 二 阶 系统 一 如 (11.2.13) 所 给 出 的 或 其 某 种 简化 形式 一 党 
常 能 提供 一 个 能 被 数据 验证 的 精确 的 模型 . 

2. 有 效 的 估计 只 有 在 假设 模型 形式 为 已 知 时 才 有 可 能 得 到 . 
因此 ， 由 (11.2.12) 所 给 出 的 估计 ὃς 一 般 必定 是 低 效 的 。 将 它们 


用 于 识别 阶段 ， 是 因为 它们 便于 计算 ， 且 能 够 告诉 我 们 值得 用 更 
精细 的 方法 去 拟 合 的 模型 的 形式 . 

3. 即使 这 些 $ 是 有 效 估计 ， 为 了 充分 刘 划 脉冲 响应 函数 所 
需要 的 的 数目 相当 多 ， 远 比 传递 函数 模型 中 参数 的 个 数 多 .有 
时 , 一 个 恰当 的 传递 函数 模型 中 6 和 ω 可 以 精确 地 估计 出 来 ,但 
是 相应 的 v 的 估计 值 却 有 很 大 的 方差 .并 且 高 度 相 关 . 

4. 估计 量 

Ταβ(Κ) = on 


的 方差 是 与 1/n 同 阶 的 。 我 们 可 以 预料 ， 信 计 值 rap(k) UR ὃν 
将 会 淹没 在 噪声 中 ， 除 非 σα 与 残 差 品 声 相 比 足 够 大 ， 或 是 m” 很 
大 。 因 此， 识别 过 程 要 求 输入 X 的 变动 与 噪声 引起 的 变动 相 比 
足够 大 ， 或 者 是 可 以 获得 大 量 数 据 。 这 些 要 求 煤气 炉 数据 都 能 满 
足 ， 如 图 11.3 所 示 ， 其 初步 识别 是 非常 成 功 的 。 当 这 些 要 求 得 不 
到 满足 ， 识 别 过 程 就 可 能 失败 。 通常 这 意味 着 只 能 从 现 有 数据 得 
到 很 粗略 的 估计 . 但 是 ， 几 种 基本 的 建 模 方法 还 是 可 行 的 ， 如 设 
定 某 个 相近 而 又 简单 的 传递 函数 / 噪声 模型 ， 直 接 用 下 一 节 的 最 
小 二 乘法 拟 合 ， 以 及 必要 时 使 用 诊断 检验 ， 使 得 模型 更 精细 . 
5. 或 许 应 该 强调 一 下 ， 自 嘱 化 序列 αι 和 AAEE AEG E 
相关 函数 rag(k)) 只 用 于 识别 传递 函数 模型 的 形式 这 一 目的 . 
旦 模型 形式 确定 了 ， 就 要 用 原 序列 Xe 和 二 (而 不 是 白 只 化 序列 ) 
去 有 效 地 估计 模型 参数 ， 以 及 进行 预测 等 等 . 

6. 另 一 种 识别 传递 函数 - 噪声 模型 关系 的 方法 由 Haugh 和 
Βοχ[216] 提出 ， Pristly[220 第 9 ἘΞ] 也 讨论 了 类 似 的 思想 .这 个 
一 般 方法 可 称 为 “双重 线性 化 ”, 该 方法 涉及 输入 和 输出 两 个 序列 
的 白 噪 化 。 分 别 对 输入 和 输出 过 程 (X: A Y) 建立 各 自 的 单 变量 
ARIMA 模型 ， 然 后 考察 从 这 两 个 模型 所 得 残 差 ( 单 变量 白 噪声 ) 
的 相关 结构 。 通 过 考察 可 以 把 联系 两 个 残 差 序列 的 传递 函数 模型 
识别 出 来 , AX, 和 Yi 各自 单 变 量 的 ARIMA 模型 中 过 滤 ( 即 从 观 
测序 列 到 白 噪 声 残 差 的 滤波 ) 出 的 信息 中 ， 可 以 确定 出 用 原 序 列 
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”表示 的 模型 . 尽管 这 种 方法 有 时 是 有 用 的 , 但 是 , 在 某 些 场合 , 该 
方法 可 能 会 使 得 所 确定 的 传递 函数 模型 的 最 终 形式 过 于 复杂 ， 这 
是 由 于 单 变量 白 躁 化 系数 存在 的 缘故 。 
模型 唯一 性 的 欠缺 。 假 设 一 个 具体 的 动态 系统 用 下 面 模型 表 
Y=61(B)w(B)X εφ "(Β)θ(Β)αι = (11.2.21) 


那么 ， 也 可 等 价 地 表示 为 
L(B)¥, = L(B)6~"(Blw(B) X44 + L(B)p7*(B)O(B)a, (11.2.22) 


其 中 L(B) 是 任意 的 公 因 子 ， 从 而 是 完 余 的 ， 类似 于 在 节 7.3.5 中 
关于 ARMA 模型 参数 元 余 性 的 讨论 。 为 使 (11.2.21) 中 模型 参数 
LRA, ΑΕΛ ΒΤ B) 和 ω(Β) RAT p(B) 
和 9(B) 存在 公 因 子 的 可 能 性 .为 了 减少 迭代 涉及 形式 过 于 复杂 
”模型 的 机 会 ， 我 们 应 该 把 策略 基于 以 下 考虑 : 

1. 由 于 比较 简单 的 传递 函数 模型 一 一 阶 或 二 阶 ， 有 延迟 或 
无 延迟 一 -常常 是 怡 当 的 ， 因 此 ， 反 复 建 模 步骤 应 从 较 简单 的 模 
型 开始 ， 并 寻求 更 进一步 简化 的 可 能 性 ， 只 有 在 非常 必要 时 才 转 
向 更 复杂 的 模型 。 

2. 不 断 地 寻求 机 会 ,以便 消去 作用 在 XoY, 和 a 上 一 个 或 多 
个 算 子 的 公 因子 . 在 实际 中 , 我 们 所 处 理 的 是 估计 出 来 的 系数 ,这 
会 有 较 大 的 误差 ， 所 以 只 能 期 望 近似 的 因子 分 解 ， 这 就 需要 发 挥 
充分 的 想象 去 发 见 可 能 的 因子 分 解 重 新 拟 合 、 检 验 因子 模型 
以 证 明 所 作 化 简 是 否 正确 : 

3. 当 因子 化 简 的 可 能 性 存在 但 却 被 忽视 时 ， 最 小 二 乘 估 计 过 
程 会 变 得 极 不 稳定 ,这 是 因为 在 参数 空间 中 最 小 值 将 在 一 条 直线 
或 一 个 曲面 上 ， 而 不 是 一 个 点 。 反之， 求解 的 不 稳定 也 意味 着 存 
在 模型 简化 的 可 能 性 。 如 前 文中 所 强调 的 ， 在 拟 合 模型 之 前 应 先 
进行 识别 ， 其 原因 之 一 就 是 在 参数 化 中 吉 免 邢 余 ， 即 实现 参数 的 
简约 . 


. 486 . 


在 附录 A111 POEMS APRA BRRRAN AE, E 
可 以 很 容易 地 推广 到 对 多 输入 的 处 理 . 

注 ΠΊΕ (11.2.22) 中 的 算 子 L(B) 令 其 等 于 p(B)6(B), 我 
们 将 得 到 


{Β)δ(Β)Υι = y(B)w(B)X:-» + δ(Β)θ(Β)αι (11.2.23) 


该 式 可 写成 人 *(B)Yt = w*(B)X11+O* (Ba. 7615 (11.2.23) 的 一 
般 形 式 的 模型 在 经 济 学 文献 中 (如 Hannan 和 Deistler[101], Han- 
nan,Dunsmuir,Deistler[102] 和 Reinsel[166]) 称 为 ARMAX 模型 . 
可 以 看 到 ， 在 这 种 形式 中 ， 算 子 之 间 出 现 公共 因子 的 可 能 性 相当 
RK. 


11.3 传递 函数 模型 的 识别 与 拟 合 
11.3.1 条 件 平方 和 函数 
对 于 尝试 识别 的 模型 
ye = 5-"(B)w(B) xe» + πι (11.3.1) 
其 中 τι = νήγ,,αι = νά χει 一 VIN, 都 是 平稳 过 程 ， 且 
πι = 67 '(B)O(B) ay © (1413.2) 
我 们 现在 来 考虑 上 述 模型 中 参数 b,6,w,$ 和 9 的 同时 有 效 的 估计 
问题 。 假 设 有 n= N -d 对 值 可 用 于 分 析 ， Ye 和 XA( 若 d>0 
WA νι 和 σι) 记 关 于 期 望 值 的 离 差 。 这 些 期 望 值 可 以 和 其 它 参 
数 一 起 来 估计 , 但 是 对 于 一 个 其 长 度 值得 去 做 分 析 的 时 间 序 列 来 
说 ， 通 常 使 用 样本 均值 作为 估计 值 就 够 了 。 当 d > ON, νι 和 
zt 的 均值 为 零 常常 是 成 立 的 。 如果 序列 开始 之 前 的 初始 值 20, yo 


和 ao 可 以 得 到 ， 对 于 给 出 的 数据 及 任意 选 定 的 参数 (0,δ,ω,φ,θ) 
和 初始 值 (20, ψο,αο), 我 们 可 以 对 于 t=1,2,…,n MKT a= 
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a1(b,5,w,$,0|20,4o,40). Æa 的 正 态 假定 下 ， 通 过 对 条 件 平方 和 
函数 


6ο(ύ,δ,ω,φ,θ) = X a? (b,5,w, 4,8 | 20,40, αο) (11.3.3) 
t=1 


的 极 小 化 ， 可 以 得 到 参数 极 大 似 然 佑 计 很 好 的 近似 值 . 


”过 算 4 的 三 险 段 方法 给 定 适当 的 初始 值 ， 对 于 任何 具体 选 
定 的 参数 值 都 可 以 使 用 下 面 的 三 阶段 方法 来 实现 α 的 生成 . 
首先 ， 传 递 函 数 模 型 的 输出 νι 可 由 下 式 计算 


=6 ᾿(Β)ω(ΏΒ)αι. 


Bp 
5(B)y, = ω(Β)αε υ 
或 
Ye — O1Ye-1 — +- — ÔrYt—r = WoTt—b — W1Tt—-b—1 — ~ Wert_b_s 


(11.3.4) 
算出 序列 Ge, AUF (11.3.1), 噪声 ws 可 由 下 式 得 到 


πι = νι — Ue (11.3.5) 
最 后 ， a 可 有 (11.3.2) 用 如 下 形式 得 出 
a, = 0-'(B)¢(B)n 
Bp 
Qt = Qrati +--+ Ἔθφαι- ο + Me — Pine το bpnip (11.3.6) 


| Be 正如 节 7.3.1 中 对 随机 模型 估计 的 讨论 一 样 , 如 果 差 
分 方程 从 某 个 t 值 开始 ， 这 时 所 有 过 去 的 z 和 3? 都 是 已 知 的 了 ， 
瞬时 状态 的 影响 可 以 看 作 很 小 . 于 是 ， (11.3.4) PG MA t= u 
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开始 向 后 计算 ， Hpu fir 和 s+b 中 较 大 者 。 这 意味 着 nu 之 
( 零 )， 那么 ， at 可 以 从 Qutpt+1 开始 回 后 计算 ， 这 样 ， 条 件 平方 和 
K aN AY 


ΤΕ 


So(b,5,w,¢,8)= 》 a2 (b,5,w,¢,8| Ξ0.Ψο,αο) (11.3.7) 
t=u+pt+1 


使 用 煤气 炉 数据 的 例子 对 于 这 些 数据 ， 模 型 (11.2.20) 即 


wo — w1 B — w B? 1 | 


= TTAB iB?  ΤΤ eB ~ $B?" 


己 经 识别 出 来 。 那 么 ， 方 程 (11.3.4),(11.3.5) 和 (11.3.6) 成 为 


Ve = διλλ-1 十 ba + woXt-3 — wi Xt—4 ωιΧι 


(11.3.8) 
Νι = Τι — Yı | (11.3.9) 
αι = Ni 一 ΦιΝε-ι 一 ΦοΝι.2 (11.3.10) 


因此 ， (11.3.8) 可 以 用 来 生成 上 = 6 以 后 的 Ve, 而 (11.3.10) 用 来 
生成 上 = 8 以 后 的 αι. 对 于 足够 长 的 序列 来 说 ， 由 此 而 引起 的 
信息 损失 是 不 足 道 的 . 例如 ， 由 于 气 炉 数据 Ν -296, 序列 开始 时 
损失 了 7 个 值 ， 这 几乎 不 会 有 任何 实际 后 果 . 为 了 说 明 起 见 ， 表 
11.3 中 给 出 了 煤气 炉 数据 前 几 个 at 值 的 计算 ， 其 中 | 


b=3, δι-01, &=01, Φφι-01, pa=0.1 
wo = 0.1, wi = --Ό.1. Wwe = —0.1 


第 二 和 第 四 列 X ALY, 的 值 是 用 本 书 第 五 部 分 “时 间 序 列 汇集 ” 
中 给 出 的 序列 值 减 去 均值 X = —0.057 和 了 = 53.51 得 到 的 . 
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表 11.3 “对 于 煤气 炉 数据 前 几 个 a 值 的 计算 ， 其 中 6=3, 51=0.1， 


62=0.1, wg=—0.1, wi =—— 0.1, w2=— 0.1, $1=0.1, $2=0.1 

t Χι vt Ye N: αι 

1 - 0.052 --- 0.29 - 一 一 

2 0.057 -一 0.09 -一 -一 : 

3 0.235 一 -0.01 -一 一 

4 0.396 -一 -0.01 — — 

5 0.430 — —0.11 — -一 

6 0.498 0.024 ~0.41 —0.434 -一 

7 0.518 0.071 -0.81 —0.881 一 

8 0.405 0.116 -1.11 -1.226 --1.094 

9 0.184 - 0.151 -1.31 -1.461 -1.250 
10 —0.123 0.171 -1.51 ~1.681 -1.412 


在 前 面 我 们 假设 了 b= 3 。 AT fait b, 可 以 对 可 能 范围 内 的 
FT ὁ 值 去 计算 使 条 件 平方 和 极 小 的 bw, 加 和 4 的 值 ， RU REA 
以 得 到 关于 δ,δ,ω,φ 和 9 的 总 体 最 小 值 . 


11.3.2 非 线性 估计 


非 线 性 最 小 二 宁可 以 用 来 得 到 最 小 二 乘 估 计 及 其 近似 标准 
差 ， 这 与 7.2.4 节 中 为 了 拟 合 随机 模型 所 给 出 的 方法 很 类 似 。 当 
平方 和 函数 大 致 接近 于 二 次 时 ， 这 种 算法 运行 很 好 ， 但 是 ， 有 时 
计算 过 程 会 出 现 问题 ， 特 别 是 参数 高 度 相 关 时 (例如 ， 模 型 由 于 
很 接近 的 公共 因 式 分 解 而 近似 于 奇异 ) 或 者 在 有 些 情 形 下 ， 估 计 
值 接 近 于 允许 参数 空间 的 边界 。 在 出 现 困难 时 ， 可 以 选择 参数 空 
间 中 某 两 维 的 截面 ， 加 出 于 方 和 的 等 伪 线 图 ， 这 样 将 使 合计 的 情 
势 明 朗 化 . 

这 种 算法 可 推出 如 下 : 在 迭代 的 任 一 阶段 ， 对 于 某 个 固定 的 
延迟 参数 >, 假定 其 余 参 数 的 最 佳 推测 被 得 到 ， 并 记 为 


Bo 一 (01.0， ΠΠ, ὃν ο; W0,05° ο. ελ φι ο, ΠΧ. pp,0; 91,0, oa , 9,0) 


现在 ato 是 用 11.3.1 中 的 方法 从 模型 算出 的 值 ， 对 于 推测 参数 值 


Bo, αι 关于 这 些 参 数 的 负 导 数 表示 如 下 : 


ða ða 
gi _ _ t (w) —_ t 
t,t 06; Bo dit δω; β 
9 a. (11.3.11) 
449)... δαι (0) θαι 
a Ob, Bo mt ὅθι βο 


IBA, u= alf) 关于 参数 值 6 = βο 的 泰 乐 展 式 可 重新 整理 为 
如 下 形式 | 


aro ~ Ὁ (δι — 5:,0)d) + Σω σωμο)άν. 
= (11.3.12) 


+ Los- φᾳ, o)d\*) + Σο, 一 On ody? t 十 Qt 


用 标准 的 线性 最 小 二 乘法 来 拟 合 这 个 线性 化 的 方程 ， 我 们 可 以 象 
P 7.2 中 一 样 得 出 修正 值 6; 一 5;,0,wj 一 wo 等 等 ， 把 这 些 修 正 值 
加 到 第 一 次 推测 值 B。 上 ， 就 生成 了 第 二 组 推测 值 ， 重 复 这 一 过 
程 直到 收敛. 

与 随机 模型 一 样 ( 见 第 7 章 ， 特 别 是 7.2.3 节 ), 导数 可 以 递 推 
地 计算 .但 是 ， 用 标准 的 非 线性 最 小 二 乘 计算 程序 来 工作 是 最 简 
单 的 ， 其 中 的 导数 是 数值 方法 确定 的 ， 而 且 为 了 避免 不 稳定 (πι 
第 7 章 ), 选择 “有 限制 的 迭代 ”是 有 效 的 . 

如 7.2.2 节 所 述 , 估计 值 的 协 方差 阵 可 以 从 矩阵 (X5Xg)-162 
的 收敛 值得 到 ， 而 且 已 经 证 明 ， 最 小 二 乘 估计 Bp 具有 多 维 正 态 
渐 近 分 布 (如 见 Pierce[156],Reinsel[166]) 。 如 果 需 要 估计 b( 是 整 
数 ), 可 以 对 一 系列 的 5 进行 从 代 直到 收敛 ， 然 后 选择 平方 和 最 
ANB ὁ 值 。 最 小 二 乘 估 计 B 的 协 方差 阵 有 一 种 特殊 的 特性 (πι 
Piercce[156]) , 即 它 将 是 近似 的 分 块 对 角 阵 , 对 角 线 上 的 两 块 分 别 
是 参数 (41,--- ,δ,,ῶο,---,ῶ,)' 和 (br, +++ bp, O1,-++ 565)! 的 协 方差 
阵 ， 因 此， 模型 传递 函数 部 分 的 参数 估计 值 与 模型 噪声 部 分 的 估 
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计 接 近 于 不 相关 ， 这 是 由 于 在 模型 中 假定 了 输入 Xt 和 和 白 噪 声 αι 
之 间 是 独立 的 ， 

与 第 7 章 中 所 讨论 ARMA 模型 的 情形 一 样 (例如 可 见 New- 
bold[148]), 更 精确 的 平方 和 方法 和 极 大 似 然 方法 也 可 用 于 估计 传 
ie PA - 噪声 模型 (11.3.1) 和 (11.3.2) 的 估计 .特别 是 在 处 理 模 
型 的 噪声 部 分 时 ， 对 于 给 定 的 b,6 Al w, 噪声 序列 nt 可 用 (11.3.5) 
构造 出 ， 然 后 对 于 t= 4 二 1,…,n 的 ni 值 可 以 值 接 应 用 关于 
ARMA(p, q) 模型 的 精确 平方 和 及 似 然 方 法 。 如 节 7.5 所 述 ， 为 计 
算 精 确 似 然 值 ， 状 态 空间 模型 -Kalman 滤波 方法 也 可 以 使 用 . 但 
是 ， 对 于 中 等 或 较 大 的 n 及 非 季节 数据 ， 条 件 方 法 和 精确 方法 之 
间 差 别 不 大 . 


11.3.3 用 残 差 进行 诊断 检验 


严重 的 模型 失当 可 以 通过 下 面 的 考察 来 检测 : 

1. FRA KBR ralk), 它 对 应 于 所 拟 合 模型 的 残 差 序列 
ἂν  αι(ὐ,δ,ῶ.φ,θ). 

2. 考察 涉及 输入 和 残 差 的 某 些 互相 关 函 数 : 特别 是 白 品 化 输 
入 at 和 残 差 2: 之 间 的 互相 关 函 数 Taalk). 

假定 模型 (必要 时 在 适当 差分 之 后 ) 可 写 为 


ye δ-(Β)ω(Β)αι εφ (Β)θ(Β)αι 
= υ(Β)σι + φ(Β)αι 


现在 ， 假 设 我 们 选择 了 一 个 不 恰当 的 模型 ， 由 此 得 出 残 差 ao, 这 
里 


(11.3.13) 


Yt = υρ(}αι + ψο(Β)αοε 
那么 | 
aot = Yo (Β)[υ(Β) — υο(Β)]αι + Yo (Β)ψ(Β)αι (11.3.14) 


因此 , 如 果 选 择 了 错误 的 模型 , 一 般 说 来 显然 会 有 aot 为 自 相 关 ， 
并 且 αι 会 与 αι 以 及 生成 αι 的 αι 互相 关 。 
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现在 考虑 两 种 特殊 情形 ， (1) 传递 函数 模型 是 正确 的 ， 但 品 
声 模型 不 正确 ， (2) 传递 函数 模型 不 正确 . 


传递 隐 数 模型 正确 ， 噪声 模型 不 正确 如 果 vo(B) = v(B) 但 
ψοίΒ) # Y(B), 那么 (11.3.14) 成 为 
aot = Wo (Β)φ(Β)αι (11.3.15) 
因此 ， ane 将 不 会 与 αι 或 αι 互相 关 。 但 是 ao 过 程 将 是 自 相 关 
的 ， 且 自 相关 函数 的 形式 可 以 指出 噪声 结构 应 做 的 适当 人 收 改 . 


传递 函数 模型 不 正确 、 由 (11.3.14) 显然 可 知 若 传递 函数 不 正 
确 ， 不 仅 aot 会 与 2Zt( 及 αι) 互相 关 ， 而 且 aot 4 BAX. 甚至 在 
噪声 模型 是 正确 的 时 候 仍然 是 这 样 ， 因 为 这 时 (11.3.14) 将 成 为 


yu 一 ϕ *(B)[v(B) 一 υρ(β)]αι + a (11.3.16) 


不 管 噪声 模型 正确 与 否 ， 互 相关 分 析 都 会 指出 传递 函数 模型 所 需 
要 的 修改 .通过 考虑 白 品 化 后 的 模型 ， 这 一 点 便 十 分 清楚 . 如 果 
假定 输出 和 输入 都 是 经 变换 的 ， 从 而 输入 是 白 噪声 ， 那 么 ， 正 如 
(11.2.8), 我 们 可 以 将 模型 写 为 


βι = υ(β)αι + ει 
其 中 βι = 6-'(B)¢.(B)y:, ct = 07 '(B)¢.(B)nt . RES REE 
€or 一 应 一 υρί)αι 


由 于 €or = [υ(Β) -- υο(Β)]αι + ει 正如 节 11.2.1 PAB, coe 和 αι 
的 互相 关 度 量 了 正确 和 不 正确 的 脉冲 啊 应 函数 之 间 的 偏差 。 特 别 
地 ， 如 在 (11.2.11) 中 ， 


Paco (k) eg 
σ 


a 


Uk — Vok = (k = 0,1,2,---) (11.3.17) 
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11.3.4 用 于 残 差 的 具体 检验 


在 实际 中 ， 我 们 并 不 能 准确 地 知道 过 程 的 参数 ， 但 是 必须 将 
我 们 的 检验 运用 于 最 小 二 乘 拟 合 后 的 残 差 &. 即使 拟 合 模 型 的 
函数 形式 是 恰当 的 ， 参 数 估计 值 也 会 与 真 值 有 所 不 同 ， 而 且 残 差 
ἂν 相关 的 分 布 也 在 一 定 程度 上 与 αι 的 自 相 关 不 同 。 因 此 ， 在 利 
用 前 节 的 结果 去 推测 残 差 相关 的 特性 时 ， 说 慎 行 事 是 很 必要 的 . 
下 文 的 简要 讨论 是 基于 [157] 中 给 出 的 更 详细 的 研究 . 


ΗΒ ΚΠΣ ”假设 一 个 传递 函数 - 噪声 模型 已 经 用 最 小 二 
乘法 拟 合 出 来 ， 并 且 将 参数 用 其 最 小 二 乘 估计 代 夫 后 算出 了 残 差 
ἂν, 1 ΞΕ ΑΕ ΑΗ A KA ΣΤΗ ταα(Κ) 也 算出 。 那 么 ， 正 如 我 
们 已 经 看 到 的 : 

1. 如 果 上 自 相 关 函 数 ralk) 表现 出 显著 的 相关 ， 则 意味 着 模型 
不 恰当 。 

2. 如 果 互 相关 检验 并 没有 显示 出 传递 函数 模型 不 恰当 ， 则 不 
恰当 可 能 产生 于 拟 合 噪 声 模 型 πι = wo(B)at . 

在 后 一 种 情况 ， 识 别 一 个 辅助 模型 


ἂρι = Τ(Β)αι 
FR CA Sh ois SE bk a 9 Ze AA, ΠΗ (11.3.15) TAAS, TA 
hy = wo(B)T(B)az 


能 够 作为 修改 后 的 模型 噪声 。 当 我 们 判断 自 相关 函数 的 估计 值 是 
否 明 显 偏 离 于 零 ， 以 此 说 明 是 否 有 非 零 的 理论 值 ， 这 时 ， 类 似 于 
P 8.2.1 中 所 讨论 的 一 些 事 实 必须 牢记 在 心 . 
在 扣除 初始 值 后 , 实际 上 有 m="n 一 uw 一 p 个 值 可 用 于 计算 . 

如 果 模 型 的 函数 形式 是 正确 的 ， 且 用 参数 的 真 值 代 入 ， 残 差 将 会 
是 白 噪 声 目 相关 函数 估计 值 并 相互 独立 地 以 方差 1/m HES 
附近 . 如 果 用 估计 值 来 代替 参数 值 ， 低 兴 后 点 上 的 相关 分 布 特征 
会 受到 影响 。 具体 地 说 ， 这 些 低 滞后 点 上 相关 估计 值 的 方差 将 会 
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比 1/m 小 得 多 ， 而 这 些 值 之 间 却 可 能 是 高 度 相 头 的 。 这 样 ， 大 很 
小 时 ， 把 自 相 关 估 计 值 ralk) 与 “标准 差 ”1/ym 来 比较 将 会 极 
大 地 和 忽视 其 重要 性 。 另 外， 在 低 洁 后 点 上 自 相 关 函 数 的 波动 可 能 
只 是 由 于 这 些 估 计 值 之 间 的 高 度 相 关 而 诱发 产生 的 。 如果 在 这 些 
低 洁 后 点 上 的 波动 幅度 与 1 ym 相 比 较 小 ， 那 么 它们 可 能 只 不 过 
是 偶然 发 生 的 ， 并 不 一 定 表 示 理 论 自 相 关 的 某 种 真实 形式 。 

下 面 给 出 一 个 有 用 的 总 体检 验 ， 用 来 考虑 因 拟 合 而 产生 的 分 
布 影 啊 。 考虑 前 K 个 自 相关 函数 估计 值 raa(1),… ,raa(K), 取 K 
足够 大 , 以 使 得 模型 写 为 y = υ(Β) Γφ(Β)αι 时 , Rd; 当 7 > K 
时 可 望 被 忽略 。 那么 ， 如 果 模 型 的 形式 是 恰当 的 ， 量 值 


K 
Q =m ralk) (11.3.18) 
k=1 


EMIRA E REA K —p—q x? 分 布 .注意 , x 的 自由 度 取 决 于 
噪声 模型 中 参数 的 个 数 ， 而 不 是 传递 函数 模型 中 参数 的 个 数 。 将 
Q 与 x* 的 百 分 位 点 表 做 比较 ， 我 们 可 以 得 到 关于 模型 恰当 性 假 
设 的 近似 检验 . 但 是 , 在 实际 中 推荐 使 用 的 统计 量 不 是 (11.3.18), 


而 是 修正 后 的 统计 量 O = mm +25 πι 一 上 -1r2,(k), 这 同 节 


8.2.2 中 对 ARMA 模型 所 定义 的 (8.2.3) 一 样 . 这 是 因为 在 模型 恰 
当 的 原 假设 下 Q 比 9 更 接近 于 x? 分 布 . 


互相 关 检 验 ”正如 我 们 在 11.3.3 节 中 所 看 到 的 : 

1. 互相 关 ταα(Κ) 显著 非 零 的 特性 意味 着 传递 油 数 模型 的 不 
4. 

2. 一 种 稍 许 不 同 的 互相 关 分 析 可 以 指出 需 做 何 种 修改 。 具 体 
地 ， 如 果 拟 合 的 传递 函数 是 (B), 我 们 考虑 ἔοι = βι 一 θοίΒ)αι 
和 at 这 两 个 量 之 间 的 互相 关 ， 则 描述 差异 程度 wk 一 wor 的 粗略 


估计 量 由 下 式 给 出 
Taéo (k) Deo 
Sa 
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假设 模型 具有 正确 的 函数 形式 ， 并 把 真实 的 参数 值 代 入 。 残 差 将 
是 一 个 与 z 无 关 的 白 品 声 ， 利 用 (11.1.12) 可 知 ， 对 一 个 有 效 长 
度 为 m 的 序列 来 说 ， Taalk) 的 方差 近似 为 1/m 。 但 是 与 自 相 
K raalk) 不 同 ， 这 些 互 相关 不 会 大 致 不 相关 。 一 般 地 ， 如 果 z 是 
BAKA, BA, BAK rza(k) 也 是 自 相 关 的 。 事实 上 ， 正 如 在 
(11.1.12) 中 所 见 , Æ r Ma 不 存在 互相 关 的 假设 之 下 ，r7za(k) 和 
Tea(k+l) 之 间 的 互相 关系 数 是 


plrza(k), Ταα(Κα + |] ~ pea (l) (11.3.19) 


也 就 是 说 ， 互 相关 的 自 相 关 函 数 与 原 输入 序列 αι 的 自 相关 函数 
是 一 样 的 。 因 此 , παι 是 自 相 关 的 ， 一 个 完全 恰当 的 传递 函数 模 
型 会 得 出 增长 的 互相 关 ταα(Κ), 尽管 幅度 可 能 很 小 , 但 这 种 特征 是 
明显 的 。 如果 进行 检验 时 用 白 品 化 输入 αι 来 计算 互相 关 raa(k), 
那么 上 述 影响 会 被 消除 . 

和 上 自 相 关 一 样 , 当 参 数值 用 估计 值 来 替代 时 , AK ΡΑΧΗ 3 
布 特性 会 受到 影响 . 但 是 , 与 自 相 关 检 验 类 似 , 可 以 根据 互相 关 的 
大 小 得 到 关于 模型 怡 当 性 假设 的 粗略 的 整体 检验 . 为 了 利用 这 个 
检验 ， 需 要 计算 白 品 化 式 输入 αἱ MRA 2 之 间 互 相关 ταα(Κ) 的 
估计 值 ， KHR=0,1,2,---,K, ΗΒ K 要 选 得 足够 大 , UIE j> K 
以 后 (11.3.13) 中 的 权 数 v M y 可 望 忽略 不 计 。 与 前 面 一 样 ， 
因 使 用 参数 估计 值 来 计算 残 差 所 造成 的 影响 主要 局 限 在 低 阶 的 互 
相关 上 ， 其 方差 大 大 低 于 1/m, 即使 输入 为 白 品 声 时 仍 会 高 度 相 
K. 

然而 ， 下 述 事 实 是 成 立 的 ( 见 [157]): 


K 
S= my ταα(Κ) | (11.3.20) 
k=0 
Ur Abia at BRE ΚΙ (r+s+1) 的 Xx? 分布, 这 里 (r 十 s+1) 


是 在 传递 函数 模型 中 所 拟 合 参数 的 个 数 。 注意 ， 自 由 度 的 数目 和 


-496. 


Je ον 


了 曲 声 模型 中 拟 合 参 数 的 个 数 是 无 关 的 . 根据 第 8 章 中 讨论 的 对 9 
统计 量 特性 的 研究 ,修正 统计 量 S= m(m+2)y>(m—k)raalk) 
可 以 用 来 代替 (11.3.20) 中 的 S, 这 是 因为 在 零 模型 的 假设 下 该 统 


计量 更 准确 地 接近 于 x? 分 布 ， 尽 管 对 其 特性 的 详细 研究 尚未 作 
出 (然而 还 是 可 以 参见 Poskitt 和 Tremayne[219] 的 经 验 结 论 ) . 


11.4 拟 合 及 检验 传递 函数 模型 的 一 些 例子 
11.4.1 煤气 炉 模 型 的 拟 合 及 检验 
我 们 现在 详细 地 说 明 将 11.3 节 所 述 方法 用 于 拟 合 模型 


wo — w1 B ~ wz B? 1 
= —— X oF τος 


1 — 6,B — δοΒ2 

这 是 在 11.2.2 和 11.2.3 中 对 煤气 炉 数 据 识 别 出 来 的 模型 。 

RPE ARATE 11.2.2 节 中 推出 的 初始 估计 oo = 一 0.53， 
â = 0.33,02 = 0.51,δι = 0.57, δο = 0.02,ϕι = 1.54, $2 = —0.64, 
并 运用 节 11.3.2 中 所 述 条 件 最 小 二 乘 算 法 ， 经 四 次 迭代 可 得 到 两 
位 小 数 精度 的 最 小 二 乘 估计 值 . 为 了 检验 在 不 利 情形 下 迭代 是 否 
收敛 ， 表 11.4 中 列 出 了 所 有 初始 值 取 为 +0.1 或 -0.1 时 迭代 的 过 
程 。 即 使 如 此 ， 模 型 中 所 有 7 个 参数 都 在 10 步 之 内 迭代 收 伍 ， 
这 个 事实 是 令 人 鼓舞 的 . 

表 11.4 的 最 后 一 行列 出 了 11.2.2 和 11.2.3 节 中 识别 阶段 得 到 
的 粗略 的 初步 佑 计 . 可 以 看 到 ， 在 这 个 例子 中 它们 与 前 一 行 给 出 
的 最 小 二 乘 估计 很 一 致 。 这 样 ， 最 终 拟 合 的 传递 函数 模型 是 


(1-0.57B—0.01B?)Y, =—(0.53 +0.37B+0.51B2)X:-3 


(+0.21)(+0.14)  (£0.08)(0.15) (£0.16) (11.4.1) 
拟 合 的 噪声 模型 是 
(1-1.53B+0.63B?)N; = αι 
(+0.05) (+0.05) (11.4.2) 
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M114 ΗΕ ΕΠΕΕΕΙΣΜΟ Ωμ 
近代 次 数 wo Wy We δι δ2 Φι $2 平方 和 


0 010 -0.10 -0.10 0.10 90.10 0.10 0.10 13,601 

1 -0.46 0.63 0.60 0.14 0.27 1.33 -0.27 273.1 
2 -0.52 0.45 0.31 040 0.52 1.37 -θ 45 92.5 
3 -0.63 0.60 0.01 0.12 0.73 1.70 —0.76 31.8 
4 -0.54 0.50 0.29 0.24 0.42 1.70 -0.81 19.7 
5 -0.50 0.31 0.51 0.63 0.09 1.56 —0.68 16.84 
6 -0.53 0.38 0.55 0.54 0.01 1.54 —-0.64 16.60 
7 -0.53 0.37 0.51 0.56 0.01 1.53 —0.63 16.60 
8 -0.53 0.37 0.51 0.56 0.01 1.53 -0.68 16.60 
9 -0.53 0.37 0.51 0.57 0.01 1.53 -0.68 16.60 


初 估计 -0.53 0.33 0.51 0.57 0.02 1.54 -0.64 


ΒΒ δὲ = 0.0561, 这 里 括号 中 的 范围 是 由 非 线 性 估计 过 程 得 出 的 
+1 倍 的 标准 差 范围 


诊断 检验 ”在 把 上 述 模型 当 作 系统 的 恰当 表示 而 接受 之 前 ， 
应 该 采用 11.3.4 节 所 述 的 自 相 关 和 互相 关 检 验 。 表 11.5 WHS 
前 36 步 灌 后 的 残 差 自 相关 ， 以 及 假设 模型 为 恰当 时 它们 的 标准 
差 上 限 1//m(m = 289) 。 从 单个 自 相 关 的 特性 来 看 似乎 没有 模 
型 不 恰当 的 证 据 ， 但 是 通过 G 判别 值 的 计算 得 到 了 证 实 ， 即 


36 
Q = (289)(291) > (289 — k)~*r2,(k) = 43.8 

k=1 
把 Q SARA K —p—q=36-2-0=34 的 Xx? 相 比较 ， 并 没 
有 提供 对 模型 恰当 性 存疑 的 依据 . 

表 11.6(a) 83} T MA MR 7 ΙΒ] BAK BM ralk) 的 前 36 

步 滞后 的 值 ， 以 及 它们 标准 郑 的 上 上限 1/ ym . 可 以 看 到 ， 尽 管 互 
相关 ταα(Κ) 与 其 标准 差 上 限 相 比 不 是 特别 大 , 但 它们 本 身 是 高 度 
相关 的 。 这 正 是 预料 之 中 的 ， 因 为 如 (11.3.19) 所 示 ， 该 互相 关 与 
输入 αι 服从 同一 随机 过 程 ， 而 我 们 已 经 看 到 在 这 个 例子 中 输入 
是 高 度 自 相关 的 . 
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# 11.6(b) 中 给 出 了 相应 的 @ 与 白 曲 化 输入 αι 之 间 的 互相 
κ. SF 判别 量 为 


S = (289)(291)5 (289 — k)-1r2 (k) = 32.1 


将 9 5 GH K4+1-(r+54+1) 36-5 = 31 的 x? 分布 表 作 
比较 ， 仍 然 不 能 提供 模型 不 当 的 依据 . 


阶 跃 和 脉冲 响应 (11.4.1) 中 的 估计 值 bo = 0.01, 它 与 标准 差 
+0.14 相 比 非常 小 ， 事 实 上 ， 可 以 将 参数 5。 从 模型 中 略 去 ， 而 不 
影响 剩余 参数 的 估计 精度 。 煤 气 炉 数据 的 传递 函数 - 噪声 联合 模 
型 的 最 终 形式 是 
--(0.55 + 0.37B + 0.51B? 1 
下 
相应 于 传递 函数 

(1 —0.57B)Y, = —(0.53 + 0.37B + 0.51B2)X 3 


的 阶 跃 和 脉冲 响应 函数 在 图 11.6 中 给 出 ， 利 用 (10.2.5) R, RA 
炉 数据 的 稳 态 增益 是 
”一 (0.53 十 0.37 十 0.51) Ἢ 
s= ios --» 


这 一 结果 与 用 互 谱 分 析 所 得 的 结果 [122] 极为 一 致 . 


采样 间 隐 的 选择 ”在 有 可 能 进行 选择 时 ， 与 对 系统 预期 的 时 
间 常 数 相 比 ， 采 样 间 隅 应 取得 相当 短 . 在 没有 把 握 的 情形 下 可 重 
复试 验 几 个 采样 间隔 来 进行 分 析 。 在 选择 采样 间隔 时 ， 输 出 噪声 
是 重要 的 , 其 方差 应 随 间隔 缩短 而 达到 最 小 值 , 在 煤气 炉 例子 中 ; 
使 用 笔 式 记录 仪 来 提供 输入 和 输出 的 连续 记录 . 我 们 实际 分 析 的 
离散 数据 是 从 连续 记录 中 在 每 隔 9 秒 的 离散 点 上 读 出 来 的 . 

”因为 从 图 11.1 中 轨迹 的 考察 表明 ， 选 择 这 一 间隔 足以 使 输入 
和 输出 中 发 生 的 所 有 变化 ( 除了 记录 笔 轻 微 的 振动 ) 考虑 进来 . 
这 类 合理 想法 的 采用 在 选择 间隔 时 常常 是 可 靠 的 依据 . 表 11.7 ΣΙ 


"900: 


EEE EE ap une a ee 


| Br BR ΠΗ BY 


116 拟 合 煤 气 炉 数 据 传 递 函 数 模型 (1--0.57B)Y= 
~(0.53+0.37B+0.51B7)X._s W Ek h Fn Er RA A EE 


出 了 各 种 时 间 闻 隅 之 下 对 煤气 炉 数 据 估计 出 的 均 方 误差 (由 Σ(Υ 
~Y)? 除 以 适当 的 自由 度 个 数 得 到 ， 其 中 立 是 拟 合 值 ) 。 这 些 值 
也 在 图 11.7 PAM. 均 方 误差 的 变化 甚 微 直到 采样 间隔 大 约 为 
40 at A SAH ES. 对 于 9 秒 、18 秒 和 27 BH, 8] 
方 误差 及 实际 绘 出 的 阶 路 响应 几乎 没有 差别 .但 在 使 用 36 秒 的 
间隔 时 ， 发 生 了 相当 大 的 变化 。 可 见 我 们 在 本 例 中 所 用 的 9 秒 间 
隔 采 样 实际 上 是 保守 的 . 


表 11.7 选择 各 种 采样 间隔 时 输出 的 均 方 误差 
间 τ (8) 
9 18 27 36 45 54 72 
数据 点 数 N 296 148 98 74 59 49 37 
M.S 误差 0.71 0.78 0.74 0.95 0.97 1.56 7.11 


καλη meaa πὶ menina ma DIRE BD mG ACT SAA AL SL IC HENNE - bee TC Rack EE ee AE te Rak maine Te ede ar CUR Sam as its τ 


0 
50 100 150 200 250 300 


观测 值 个 数 一 N 


80604030 20 15 10 
二 一 一 时 间 间 隔 秒 数 


图 11.7 选择 各 种 采样 间隔 时 输出 的 均 方 误差 
11.4.2 两 输入 的 模拟 例子 


当 输 入 序列 超过 一 个 时 ， 模 型 的 拟 合 没 有 任何 实质 性 困难 ， 
只 是 需要 处 理 的 参数 个 数 增加 了 。 例如 ， 对 于 两 输入 我 们 可 以 把 
模型 写 为 
ye = δι (Β)ωι(Β]αιμν, + δὲ (B)w2(B)£2,t-b3 + τει 


其 中 
πι = ϕ *(B)O(B)a; 


这 里 Yt = ναγ αὶ κ = VEX 2, £24 = πάχος, Rn = VIN; 是 平 
稳 过 程 。 为 了 计算 a, 我 们 先 对 参数 bi, ôw 的 特定 值 计算 


Vi = 6; (Β)ωι(ΏΒ)α! tb, (11.4.3) 
对 b2,62,w2 的 特定 值 计算 


Yat = z (Β)ωρ(Β)αα tb, (11.4.4) 


TERA n 可 由 下 式 计 算 
nt = Yt 一 i,t 一 Y2,t (11.4.5) 


最 后 可 得 
a, = 0-*(B)d(B)n, (11.4.6) 


模拟 示例 显然 ， 即 使 在 简单 的 情形 下 也 会 导致 数量 很 多 的 
参数 的 估计 . 下 面 的 例子 是 两 个 输入 变量 和 一 阶 延 迟 的 模型 ， 有 
8 个 未 知 参数 。 为 了 确定 11.3.2 节 中 所 述 的 迭代 非 线 性 最 小 二 乘 
算法 是 否 可 以 用 于 获得 该 模型 参数 的 估计 ， 我们 使 用 人 工 生 成 的 
数据 进行 一 个 试验 , 详 见 [51] .数据 是 由 用 ν 表示 的 如 下 模型 产 
生 的 : 


1 -ηιν 1+72V 1 
Yr = B+ Xi ¢-1+92 一 一 -一 人 -1 + eo (11.4.7 
t PtH γεν 1,t-1 NIF eV 2t-1 iB” ( ) 
其 中 8 = 60,9, = 13.0,m = 一 0.6,6 = 4.0,92 = 一 5.5,92 = 


—0.6,€2 = 4.0,¢, = 0.5, 以 及 ož = 90, 输入 变量 Χι 和 X? 
是 按照 三 次 重复 的 随机 2? 因子 设计 而 变化 的 ， 假 设 每 个 输入 条 


ςΟ---ῃ 
Χο] "| 
80 AX? 
7ol μα 
| 60} ` 
Y 50 


x{ Επ ΓΊ τι Γι Γι 


1 
x,{ of -Γ] | | | | | | | L 
af oE 

条 件 oC; BLADE By DIAC] By ALC) DIo 


0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 
时 间 ( 秒 ) 


11.8 ”模拟 两 输入 示例 的 数据 (序列 K) 
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件 持续 5 分 钟 保持 不 变 ， 而 输出 的 观测 每 一 分 钟 取 一 次 . 这些 数 ? 
据 在 图 118 中 绘 出 ， 并 在 第 五 部 分 “时 间 序 列 汇 总 ”中 作为 K 
序列 给 出 . 

利用 第 7 章 所 述 的 有 约束 迭代 非 线 性 最 小 二 乘 算 法 得 出 最 小 
Ri, 只 需要 去 计算 a 了. 因此， 对 于 参数 91,90, 61, 60,502 
RIKE, Vie 和 Doe 可 由 


(1 Γξιν) δε οι(1 Γπιν)Χιι ι 
(1+ é€2V)Y2t = go(1 παν) οι ι 


得 到 ， 并 用 于 计算 
Ne = Y; — Die — Daye 
最 后 ， 对 于 特定 的 参数 Φιναι 可 由 下 式 算 出 
at = Ni ~ hi Ni 


假设 在 试验 开始 之 前 ， 输 入 过 程 已 经 在 其 标准 状态 持续 了 一 段 时 
间 ， 这 样 ， Ji Poe, 从 而 Ne 可 以 从 t= 0 开始 计算 ， 而 αι 可 从 
t = 1 开始 计算 . 


训 118 两 输入 情形 ， 使 用 推测 始 值 所 做 非 线 性 最 小 二 乘 过 程 的 收 化 性 
迭代 
次 数 β οι 92 nı n2 ξι ἔ2 φι 平方 和 


0 59.19 10.00 -7.00 -0.50 -0.50 1.00 1.00 0.01 2,046.8 
1 59.12 9.07 -6.37 -0.58 -0.56 1.33 1.31 0.24 1,085.4 
2 59.24 8.38 -5.35 -0.70 -0.59 2.30 1.75 0.39 621.5 
3 59.35 9.24 -3.98 -0.75 -0.55 3.45 1.95 0.36 503.5 
4 59.41 11.90 -3.40 -0.75 -0.56 5.21 1.66 0.22 463.7 
5 59.39 12.03 -3.52 -0.80 -0.57 4.99 1.76 0.21 461.8 
6 59.39 12.08 -3.53 -0.79 -0.56 5.03 1.77 0.21 461.8 
7 59.39 12.07 -3.53 -0.79 -0.56 5.03 1.77 0.21 461.8 
8 


59.39 12.07 -3.53 —0.79 -0.56 5.03 1.77 0.21 461.8 
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表 11.9 两 输入 情形 ， 使 用 极端 初 值 所 做 非 线 性 最 小 二 乘 过 程 的 收敛 性 
AR . 
次 数 B gı g2 nı n2 ξι ξ2 Φι 平方 和 


0 59.19 0.10 0.10 0.10 0.10 9.10 010 0.10 2,496.8 
1 59.19 0.24 -0.07 -1.57 0.48 1.77 -0.28 0.15 2,190.5 
2 39.22 162 -0.29 -2.09 -2.24 -0.07 O26 0.29 1,473.6 
3 59.21 180 -0.77 -1.75 0.58 0.20 -0.10 0.56 1,016.8 
4 59.21 3.01 -1.31 -1.15 -0.83 0.91 0.22 0.72 743.1 
5 59.31 6.17 -2.82 -0.93 -0.65 3.03 1.20 0.67 611.4 
6 99.61 15.83 -3.25 -0.70 -0.66 8.88 164 0.26 - 534.2 
7 59.47 10.31 -3.48 -0.74 -0.56 3.52 163 0.23 501.9 
8 59.41 11.89 -3.41 -0.74 -0.58 5.01 1.65 0.20 462.8 
9 59.39 12.07 -3.52 -0.79 -0.57 5.04 1.76 0.21 461.8 
10 59.39 12.07 -3.53 -0.79 -0.56 5.03 1.77 0.21 461.8 
11 59.39 12.07 -3.53 -0.79 -0.56 5.03 1.77 0.21 461.8 


使 用 两 组 不 同 的 初 值 ， 对 非 线性 最 小 二 乘 过 程 运行 了 两 次 . 
在 第 一 组 中 ， 参 数 的 选择 表明 一 个 对 于 该 过 程 相 当 熟 悉 的 人 对 参 
数 初 值 可 能 做 的 猜测 .在 第 二 组 中 ， 的 起 始 值 选 为 所 有 观测 值 
的 均值 Y, 其 它 所 有 起 始 值 都 被 置 为 0.1. 因此 ， 第 二 轮 运 行 表 示 
出 一 种 非常 极端 的 情形 ， 实 际 中 一 般 不 会 发 生 . K 11.8 列 出 了 第 
一 组 初 值 ， 收敛 在 第 五 次 迭代 后 出 现 ， 表 11.9 列 出 的 是 第 二 组 初 
值 ， 收 敛 在 第 九 次 迭代 后 出 现 。 这 些 结果 表明 ， 在 实际 情形 中 对 
多 重 输入 的 处 理 在 估计 上 没有 太 大 的 困难 . 


[15 “使 用 领先 指标 的 预 油 


通常 ， 在 利用 了 某 个 相关 序列 Xi, Xoe 的 信息 后 ， 对 于 
时 间 序 列 Y., -1,… 的 预测 可 以 得 到 相当 程度 的 改善 。 特 别 是 
SY 的 变化 可 以 由 X 的 变化 预见 时 更 是 如 此 ， 这 时 经 济 学 家 称 
XAY 的 “领先 指标 ”。 为 了 利用 来 自 Y AX 的 信息 得 到 最 优 
预测 ， 我 们 首先 用 已 给 出 的 形式 建立 一 个 传递 孙 数 - 噪声 模型 将 
Y 和 XX 联系 起 来 。 采 用 前 面 的 符号 ， 假 设 恰当 的 模型 是 

Y, = 6 (Β)ω(Β)Χε ote (Β)θ(Β)αι (b>0) (11.5.1) 
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一 般 ， 该 模型 的 噪声 分 量 假设 为 与 输入 χι 统计 独立 ， 且 是 
非 平稳 的 ， 有 
p(B) = ¢(B)V? 
那么 如 果 
VY=y% 及 VIX =c: 
ye = δ᾽ (Β)ω(Β)αι..ν + ϕ "(Β)θ(Β)α, 
我 们 对 领先 指标 也 要 假设 一 个 恰当 的 随机 模型 ， 设 其 为 
Xt = pz (Β)θ.(Β)αι (11.5.2) 
从 而 有 
φα(Β) = φι(Β)ν 
£: = $, (Β)θε(Β)αι 
11.5.1 最 小 均 方 误差 预测 
现在 (11.5.1) 可 写作 
Y, = ν(Β)αι + ¥(B)a, (11.5.3) 


其 中 a 和 α 统计 独立 ， 且 ν(Β) = δ-1(Β)ω(Β)Βόφ-1(Β)θ.(Β) . 
与 节 5.1.1 的 论述 相同 ， 假 设 在 原点 t 所 作 Yin 的 预测 ÑD, 其 
形式 为 


Ñ (D = ΥΓ Vpy 5 Ot j + > Wry j Ot—j 


j=0 j=0 
那么 
1-1 
γε -- Y, (l) = N (vias: --ῴιαιμι.-.ϱ) 
τ--0 
+$ νι}; — py oes + (rg — ψβερ)αι..7] 
το 
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Hee BO be teens μμ πανω. ο <P De πας μη εας- ον κών. 2 hl LR 一， ne a ame 


及 
EY- YD? --(νὸ +r ++ + (+ opt. + pe ι)σ2 


+S [rss — rps)? 02 + (Ying — ψὶ νι) 03] 
j=0 


该 式 仅 当 νι; = rij Av; = da; 时 最 小 。 因 此 ， 在 原点 t 
处 μμ 的 最 小 均 方 误差 预测 YL) 由 Yoa 在 时 刻 t 的 条 件 期 望 给 
出 。 在 理论 上 ， 该 期 望 是 以 无 穷 远 的 过 去 直到 当前 原点 t 的 信息 
序列 作为 条 件 的 。 如 第 五 章 中 所 述 ， 这 一 结果 是 有 实际 作用 的 ， 
因为 通常 预报 值 只 是 最 明显 地 依赖 于 X 和 了 新 近 的 过 去 值 . 


预测 值 的 计算 现在 (11.5.1) 可 写 为 
φ(Β)δίΒ)Υι = φ(Β)ω(Β)Χι..ν + δ(Β)θ(Β)αι 
我 们 将 其 记 成 
5*(B)Y; = ω"(Β)Χι + 0* (B)ar 


于 是 ， 用 方 插 号 表示 时 刻 t 的 条 件 期 望 ， 并 记 p” =—pt+d 对 于 领 
先 ! 步 的 预测 ， 我 们 有 


YD = [σεν] = 好 [+ +--+ + δ). µε[γεμι-ρ--τ] + waleo] 
一 "一 Wp* taT [Xttt—b—p*—s] + [αι] — θ1[αιι--ι] 
τη» =O), [at41—-g-r] 


(11.5.4) 
其 中 
ον 4 7 < 0 
[Yir] 4 » 
Υι(2) 450 
Χιι; ， jg <0 
Xal 7 7 (11.5.5) 
Χι(1) ᾽ J > 0 
q Gt+j ? j <0 
ee = { o St 
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αι 由 (11.5.1) AH, b> 1, 该 式 等 价 于 
αι = Y;— Ἡ. τ(1) 


因此 ， 通 过 适当 的 替换 ， 最 小 均 方 误差 预测 可 很 容易 地 直接 用 
(11.5.4) 和 (11.5.5) 算出 。 预 测 值 Χι() 用 通常 的 方法 ( 见 5.2 节 ) 
由 模型 (11.5.2) 1831, 

注意 ，(11.5.4) 和 (11.5.5) 中 的 条 件 期 望 是 关于 Y, A X, 两 个 
序列 直到 上 时 刻 的 值 取 得 的 , 这 一 点 很 重要 , 但 是 , 由 于 在 (11.5.1) 
中 假定 了 输入 Xe 和 了 噪声 N, 的 独立 性 ， 因 此 ， 我 们 特别 有 


Xi(j) = E[ X14 5|X, Xt—1)° t'y Y, Yt-1,° ° «ΙΞΕΙΧεΕΙ Σι, Xt-15° ° -| 


也 就 是 说 ， 若 给 出 了 序列 X 的 过 去 值 ， 其 未 来 值 的 最 优 预 测 只 
依赖 于 过 去 的 X, 而 并 不 能 被 过 去 Y 的 补充 信息 所 改善 ， 因 此 
XC) 的 最 优 值 可 以 直接 由 单 变量 模型 (11.5.3) 得 到 . 


预测 的 方差 在 
δίΒγρι(Β)ν(Β) = ω(Β)θ.(Β)Β' 
和 
φ(Βγψ(Β) = 6(B) 
中 ， 令 系数 相等 ， 显 然 可 以 得 出 权 数 MRA Y. 
领先 | 步 预测 误差 的 方差 由 下 式 给 出 


i—1 --1 
V(I) = Ei -- A -- σᾶ $0? σαν y? (11.5.6) 


作为 以 往 观 测 值 加 权 组 合 的 预测 对 于 任何 给 出 的 例子 ， 仔 
细 地 考虑 如 何 利用 天 和 Y 的 既往 值 去 预测 Y 的 未 来 值 ， 这 是 很 
具有 局 发 性 的 . 在 5.3.3 节 中 我 们 已 经 看 到 ， 怎 样 把 预测 值 写 成 
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序列 既往 值 的 线性 组 合 。 这样 ， 对 于 领先 指标 的 预测 ， 我 们 可 写 
成 


χι = 5 πώ ΧΙ, γε (11.5.7) 


j=1 
车 对 于 权 数 有 πὶ) = rj, 模型 (11.5.2) 可 写 为 下 面 形式 
Qt Χι- πιΧι.1 — πρλι.2--::: 
在 下 式 中 
pz(B) = (1 — mı B — mB? — ---)6,(B) 
并 利用 (5.3.9), 令 系数 相等 可 得 到 


[一 1 
πι) = W54+1-1 + 5 παπι ™ (11.5.8) 
h=1 
用 类 似 的 方法 ， 我 们 可 将 传递 号 数 模 型 (11.5.1) 写成 如 下 形 
式 - | 


a =Y%—S PYY Qi (b>0) (11.5.9) 
7-1 j=l 


(应 该 注意 , 恕 果 领 先 指标 X 和 输出 Y 之 间 的 传递 函数 对 于 7 了 7<5b 
有 v; =0, RWA, Æ (11.5.9) 中 的 Οι,Ο»,:::,Ών..ι 都 是 零 .) 
现在 (11.5.1) 可 以 写成 


a = 0- SPB)Y, ~ YOQB X: 


j=1 j=1 


与 (11.5.1) 式 对 比 ， 表 明 权 数 PA Ω 可 以 通过 在 如 下 表达 式 中 


0(B)(1 - 2 PB’) = p(B) 


6(Β)6(8) > Q;B = φ(Β)ω(Β}Β" 


j=1 
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令 系数 值 相 等 而 得 到 . 在 (11.5.9) PAEH RE t, 并 在 原点 土 取 
条 件 期 望 ， 我 们 便 有 如 下 形式 的 提前 ! 期 预报 


¥i(1) = Σ;ΡηΥε-}}1- > QX] (11.5.10) 
j=l j=l 
现在 ， 提 前 1 期 的 预报 是 
(1)= 》 PY- + Y Qi Xi- 
j=1 j=l 


同样 ， 在 (11.5.10) 式 中 方 括号 里 的 量 或 者 是 序列 外 和 YY 的 已 知 
值 ， 或 者 是 这 些 已 知 值 的 线性 函数 所 作 的 预报 值 . 

因此 我 们 可 以 把 预报 值 写 成 用 时 刻 t 已 经 发 生 的 序列 值 来 表 
ABIES: 


oo OO 
RD) = PY t YO RP Xe (11.5.11) 


j=l 7 一 1 


其 中 的 系数 PO, QO 可 按 如 下 方式 递 推 求 得 : 


. ti—1 
PY = Pipi- +X PhP | 
j o Jti Σ, ak (105.12) 


|--1 
QP = Qiri- + Y APRE + Qual} 


h=1 


11.5.2 煤气 炉 输 出 CO。 的 预测 


为 了 说 明 起 见 ， 考 虑 图 11.1 所 示 煤 气 炉 数据 ， 对 于 这 个 例 
子 ， 拟 合 模型 ( 见 节 1.4.1) 是 


一 (0.53 + 0.37B + 0.51 B? 
—(0.53 +0.37B +051B") y σι 


YD = 1 τεηο ωρα» 
t(D) 1—0.57B 1 — 1.598 + 0.63B? 
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表 11.10 ”煤气 炉 模 型 的 权 数 TP MQ 


及 (1 — 1.97B + 1.37B? — 0.34B7)X, =a, 。 写 成 (11.5.4) 形式 的 
MRAKA 


Ý, = [Yip] =2.1[Yi44 1] — 1.5021[¥,4;~2] + 0.3591 [Y; μι. αἱ 
— 0.53[X:41-3] + 0.4409[X;+1-4] -0.2778[X ε] 
+ 0.5472[X:+1—6] — 0.3213 X4: -7] 
+ [at] — 0.57 [a+ 1] 


11.9 给 出 了 在 原点 t= 206 所 作 提 前 期 1 = 1,2,… ,12 的 预测 
值 。 该 模型 的 权 数 x,P 和 8 ER 11.10 中 给 出 . 

图 11.9 还 给 出 提前 5 期 的 预报 权 数 Ρ 和 Qh. (11.5.3) 
的 权 数 νι 和 φι FER 11.11 中 列 出 ， 由 分 别 在 节 11.2.2 和 11.4.7 
中 得 到 的 估计 值 δὲ = 0.0353 和 ô? = 0.0561, 可 以 用 (11.5.6) 得 
出 预报 误差 方差 及 在 图 11.9 中 所 示 的 50% 和 9570 的 概率 限 . 

为 了 说 明 在 预报 中 采用 领先 指标 的 好 处 , 假设 只 有 序列 Υἱ 是 
可 以 得 到 的 ， 对 这 个 序列 采用 通常 的 识别 和 拟 合 过 程 ， 表 明 它 

表 11.11 煤气 炉 模型 的 权 数 Y 


ο | ASR DET en AE TD FS RAPS ake PL PAAR ο ο LN A ----υο 


输出 及 预测 值 Y, 一 一 一 


t l 95% 


图 11.9 使 用 输出 和 输入 序列 对 煤气 炉 CO> 输出 的 预测 
可 以 由 下 面 的 ARMA(4,2) 过 程 较 好 地 描述 : 


(1 -- 2.428 + 2.38B? — 1.16Β5 + 0.23B*)Y, = (1 —0.31B +0.47B")e, 


这 里 ô? -- 0.1081 , Æ 11.12 给 出 了 使 用 和 不 使 用 领先 指标 时 预报 
误差 的 估计 标准 差 。 正 如 所 料 ， 对 于 较 短 的 领先 时 间 ， 领 先 指标 
的 使 用 能 够 得 到 高 精度 的 预报 . 


单 变量 建 模 的 检验 ”为 了 进一步 对 于 时 间 序 列 Y, 单 变量 建 
模 的 效果 ， 我 们 可 以 利用 附录 A4.3 中 的 结果 ， 得 出 的 的 单 变 
E ARMA 模型 ， 该 模型 隐 含 在 Υι 和 Xi 之 间 传 递 函 数 模型 以 及 
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PE 


% 11.12 ”使 用 和 不 使 用 领先 指标 时 对 预报 误 状 估计 的 标准 差 


有 领先 无 领先 | 有 领先 无 领先 
1 指标 指标 | 1 指标 指标 
1 0.23 0.33 | 7 1.52 2.74 
2 0.43 0.77 | 8 ` 1.96 2.86 
3 0.59 1.30 9 2.35 2.95 
4 0.72 1.82 10 2.65 3.01 
5 0.86 2.24 11 2.87 3.05 
6 1.12 2.54 12 3.00 3.08 


Xt 的 单 变量 AR(3) 模型 中 ， 这 些 模型 是 


(1-0.57B)(1 -- 1.538 + 0.63B7)Y, 
= — (0.53 + 0.378 + 0.51B?)(1 — 1.53B + 0.63B?)X4_3 
+ (1—0.57B)a, l (11.5.13) 


但 是 ， 由 于 在 Xi 的 AR(3) 模型 中 
~2(B)=1—-1.97B+1.37B?—0.34B? ~ (1—1.46B+0.60B")(1—0.52B) 
则 (11.5.13) 的 右 端 近似 简化 为 

(—0.53 + 0.37B + 0.51B°)(1 ~ 0.52Β)γ]αι. 3 + (1 — 0.57Β)αι 
从 而 我 们 得 到 


(1 — 0.52B)(1 — 0.57B)(1 -- 1.53B + 0.63B?)Y;, 
= — (0.53 + 0.37B + 0.51 B°)ar-3 + (1 — 0.52B)(1 — 0.57B)a, 


附录 A4.3 的 结果 表明 , 最 后 这 个 等 式 的 右 端 含有 一 个 表示 为 (1 
θι8--θ.8”)ει 的 MA(2) 模型 , 它 具 有 非 零 的 自 协 方差 yo = 0.1516, 
γι = 一 0.0657, yo = 0.0262 . 因此 可 知 , 隐 含 的 到 的 单 变量 模型 
是 ARMA(4,2), 近似 的 AR 算 子 为 (1 一 2.62B 十 2.59B? —1.14B° + 
0.19Β΄), 由 附录 A6.2 的 方法 可 知 ， MA(2) 算 子 是 (1 - 0.44B + 
0.21B7), ΗΒ σὲ = 0.1220 。 该 模型 的 结果 与 实际 上 对 序列 Υ, 识 
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别 和 拟 合 出 的 单 变量 模型 非常 一 致 ， 这 样 就 对 煤气 炉 数 据 所 确定 
出 的 传递 函数 - 噪声 模型 给 出 了 补充 的 检验 方法 ， 同 时 也 提供 了 
进一步 的 支持 . 


11.5.3 使 用 领先 指标 对 非 平稳 销售 额 数据 的 预报 


作为 第 二 个 说 明示 例 , 我 们 考虑 销售 额 7 数据 及 有 关 的 领先 
指标 Xi, 这 些 数据 绘 在 图 11.10 中 ， 并 在 第 五 部 分 “时 间 序 列 汇 
集 ”中 作为 序列 M 给 出 。 这 类 数据 在 商业 预测 中 是 很 典型 的 ， 
可 以 用 下 面 的 非 平稳 模型 ”很 好 地 拟 合 : 


4.8271_3 
= 0. — 0.54 
ye = 0.035 + -p rp + (1 — 0.54B)a, 
rt = (1 一 0.32B)az 
13 
Ye 
#| 
+ . 11.5 
WS < 
10 
tf 
250 
4 
%1 230 
水 - 
λα 
210 
30 60 90 120 
人 


图 11.10 具有 领先 指标 的 销售 额 数 据 
9 所 用 数据 的 后 一 部 分 即 为 所 列 出 的 序列 M . 
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这 里 ， y 和 zt 是 序列 的 一 阶 差分 。 形 如 (11.5.4) HARE 


Yi (1) = [σεν] = 1.72[¥i41-1] — 0.72[¥e 41-2] + 0.0098 + 4.82[Xi41-3] | 
~—4.82[X 441-4] Γἶαινι]--1.2θ[αι μι. ι]--0.388δίαι κι. 2] 


图 11.11 给 出 在 时 间 原 点 t= 89 作出 领先 时 间 ! = 1,2,… ,12 的 
预报 。 权 数 v; My; ER 11.13 给 出 。 利 用 由 拟 合 上 述 模 型 得 到 
的 估计 量 62 = 0.0676 和 σ᾽ = 0.0484 , 可 从 (11.5.6) 求 出 预报 误 
ΣΑ. 50% M95% 的 概率 限 见 图 11.11. 在 这 个 特定 的 例子 
中 我 们 看 到 ， 利 用 领先 指标 可 以 得 到 领先 时 间 为 1!= 1,2 和 3 的 
TOA. BRB NM r, P MO 在 表 11.4 中 给 出 。 领 先 


11.11 销售 量 在 原点 t=89 的 预报 值 及 领先 5 步 预 报 的 权 数 已 和 @ 
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M1113 FERED MA vw 


j Vj pi j Vj Pj 
0 0 1 6 9.14 0.46 
1 0 0.46 了 9.86 0.46 
2 0 0.46 8 10.37 0.46 
3 4.82 0.46 9 10.75 0.46 
4 6.75 0.46 10 11.02 0.46 
5 8.14 0.46 11 11.21 0.46 


j 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 


提前 5 期 预报 值 相应 的 权 数 PO MQ? 见 图 1111. 


11.6 ”估计 传递 函数 有 关 的 试验 设计 方面 的 问题 


在 一 些 工程 应 用 中 ， 我 们 可 以 精心 地 选择 输入 Χι 的 形式 ， 
DAE Ze fk 28 a - 噪声 模型 


Y; = ô (Β)ω(Β)Χιε ιν + Ni 


中 获得 参数 的 良好 估计 . 传递 函数 的 估计 等 价 于 “动态 回归 ” 模 
型 的 估计 ， 可 使 用 的 方法 也 与 普通 非 动 态 回 归 非 常 相 似 ， 因 此 可 
以 预料 ， 二 者 将 面临 着 同样 的 问题 。 [34] 

和 静态 回归 一 样 ， 和 弄 清 楚 研 究 的 目的 是 至 关 重要 的 .在 一 些 
情形 下 ,我们 要 回答 的 问题 是 ， 如 果 输 入 X 只 能 被 观测 (而 不 能 
加 以 干预 ), 在 过 程 运行 的 正常 条 件 下 ,有关 输出 Y 现在 和 未 来 的 
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特性 我 们 能 够 知道 些 什么 ? 在 其 它 场合 , 适当 的 问题 是 , HX 4 
某 种 特定 的 方式 变化 ， 这 会 导致 输出 Y 现在 和 未 来 的 特性 会 有 
怎样 的 变化 ? 为 了 回答 这 两 个 问题 ， 我 们 所 需要 数据 的 类 型 是 不 
一 样 的 ,为 了 明确 回答 第 一 个 问题 ， 我 们 必须 使 用 对 系统 正常 运 
行进 行 观测 而 不 干预 所 得 来 的 数据 ,以 此 相反 ,为 了 明确 回答 第 
二 个 问题 ， 对 系统 输入 精心 设计 的 变化 应 反映 在 数据 中 ， 即 数据 
必须 由 经 过 设计 的 试验 来 特别 地 生成 . 

BR, 如 果 X 是 作为 控制 变量 ， 即 可 用 来 控制 输出 的 变量 ， 
那么 我 们 就 需要 回答 第 二 个 问题 . 为 了 得 到 一 个 因果 关系 参数 的 
有 效 估计 ， 我们 要 弄 清楚 应 该 怎样 去 设计 试验 . 考察 一 下 分 析 问 
题 的 假定 是 必要 的 . 

一 个 重要 的 假定 是 X 和 N 的 分 布 相 互 独立 ， 当 这 一 假定 被 
破坏 时 

1. 我 们 得 到 的 估计 一 般 不 是 一 致 的 。 具 体 来 说 ， 就 是 当 样 本 
容量 很 大 时 ， 估 计 值 并 不 收敛 于 真 值 ， 而 是 收 剑 于 和 真 值 相差 某 
个 未 知 量 的 其 它 值 . 

2. 这 一 假定 的 违反 并 不 能 由 考察 数据 而 探知 ， 在 任何 具体 的 
场合 ， 独 立 性 假定 度 有 可 能 不 满足 ， 这 是 很 麻烦 的 .唯一 能 够 保 
证 这 一 假定 成 立 的 办 法 是 ， 精 心 设计 试验 ， 而 不 是 使 用 简单 “发 
生 "的 数据 。 具体 来 说 ， 我 们 必须 精心 产生 一 个 输入 Xn 并 将 其 
馈 入 到 过 程 中 去 。 我 们 知道 X: 是 与 Ni 无 关 的 ， 因 为 X 是 通过 
某 个 外 部 随机 过 程 来 生成 的 . 

输入 Χι 当然 可 以 是 自 相关 的 , 唯一 必要 的 是 它 不 应 与 N, E 
相关 . 为 了 满足 这 一 要 求 , 例如 ,我 们 可 以 抽取 一 组 随机 偏差 αι, 
用 以 生成 任何 预期 的 随机 过 程 Xe = ψχ(Β)αι. 

另外 , 我 们 还 可 以 选择 一 种 “固定 ”的 设计 , 例如 在 11.4.2 节 
中 使 用 的 因子 设计 , 并 使 其 每 轮 运行 的 顺序 随机 化 . 在 附录 A11.2 
中 包含 了 一 些 基础 设计 问题 的 初步 讨论 ， 足 以 解决 在 实际 中 选择 
“最 优 ”随机 输入 的 一 些 困 难 . 特别 地 ， 是 在 更 广 的 意义 下 存在 
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FARRAR: (1) 对 于 “最 优 性 ”确定 出 一 个 切实 的 标准 是 困难 
的 ， (2) “最 优 ”输入 的 选择 依赖 于 那些 需要 进行 最 优 估计 的 未 知 
参数 值 ， 通常 ， 白 噪声 输入 对 于 简化 识别 具有 明显 的 好 处 ， 如 果 
对 于 所 研究 的 系统 任何 明确 的 信息 都 不 知道 ， 那 么 ， 白 噪声 为 输 
入 提供 了 一 种 可 行 的 初始 选择 ， 


Α11.] 互 谱 分 析 用 于 传递 函数 模型 的 识别 


在 本 附录 中 ， 我 们 给 出 检验 传递 函数 模型 的 另 一 种 方法 ， 该 
方法 可 以 建立 在 谱 分 析 的 基础 上 , 不 要 求 对 输入 的 白 噪 化 ， 且 很 
容易 推广 到 多 维 输入 的 情形 . 


Α11.1.1 单 输入 传递 函数 模型 的 识别 
假设 传递 函数 υ(Β) 被 定义 为 ， 对 于 非 负 整 数 j, 允许 有 非 零 


υ(Β) = 》 vpB* 


k=— 00 


那么 ， 相 应 于 (11.2.3), ΒΡΕ ΣΚ - 噪声 模型 为 
Yt = θίΒ)αι + nr 


等 式 (11.2.5) 成 为 


O Yaylk)= SS υγγαείκ- 1)  (k=0,+1,+2,---) (All.1.1) 


于 二 一 Ge 


我 们 现在 来 定义 一 个 互 协 方差 生成 函数 
γ΄ν(Β) = 5 Yey(k)B* (A11.1.2) 


它 类 似 于 自 协 方差 生成 函数 (3.1.10). 用 BY HH (A11.1.1) 并 求 


和 ， 我 们 得 到 
γ΄ν(ΒῚ = υ(Βγγ75(ΒῚ (Α11.1.3) 
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如 果 我 们 现在 将 B =ef 代入 到 (A11.1.2) 中 , 便 得 到 输入 与 输 
出 之 间 的 互 谱 pzy(f) 。 在 (Al1.1.3) 中 做 同样 的 代 换 ， 得 到 


v(e 2"f) = ba (-Σ <f< 5) (A11.1.4) 
其 中 
v(e~@7F) = G( fjet) = Super (A11.1.5) 


称 为 系统 的 频率 响应 函数 ， 它 是 脉冲 响应 函数 的 富里 叶 变 换 。 由 
于 v(e t) 是 复 值 的 ， 我 们 将 其 写 为 增益 函数 CS) 与 相位 函数 
(f) 的 乘积 。 (Α11.1.4) 式 表 明 ， 频 率 响 应 函数 是 互 谱 与 输入 谱 
之 比 ， 估计 频率 响应 函数 υ(ε 1) 的 方法 在 [122] PAR. 知道 
了 υ(ε 一) 则 脉冲 响应 晒 数 vp 可 由 下 式 得 出 


1/2 
Vk = / v(e?" eter ik ag (A11.1.6) 
-1/2 | 


利用 类 似 的 方法 ， 噪 声 n 的 自 协 方差 生成 函数 为 


_ I(B)” (F) 
77 (B) 


将 B = επ RA (A11.1.7), 我 们 得 到 噪声 谱 的 表达 式 


Pan(f) = Pyy -- «rz,(f)] κ (A11.1.8) 


γ''(Β) = γνν(Β) (A11.1.7) 


这 里 ， 
2 _ Pey fN? 
Kay) 7 Pzz(f pyylf) 


kzy(f) 是 凝聚 谱 ， 其 特性 就 象 在 每 个 频率 f 处 的 相关 系数 。 知道 
了 噪声 谱 ， 则 噪声 的 自 协 方差 函数 ynn(k) 可 由 下 式 得 到 


1/2 
Ύπτι(Κ) = 2 | Pnn(f) cos(2a fk) df 
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将 [122] 所 述 的 谱 估计 值 代 进去 ， 就 可 以 得 到 脉冲 响应 权 数 vi 及 
噪声 自 相 关 函 数 的 估计 值 。 如 节 11.2.1 和 6.2.1 中 所 述 ， 它 们 可 
用 于 识别 传递 函 数 模 型 和 噪声 模型 . 


All.1.2 多 输入 传递 函数 模型 的 识别 “ 
我 们 现在 对 模型 


Yı = v0(B) Xi» + N: 
= 671(B)w(B)X,-1 + Ni 


加 以 推广 ， 使 之 允许 有 几 个 输入 Xit X2,¢5" n7 »Xm,t 9 于 是 


Y; = υι(Β)Χιι +. + Vm(B)Xm,t + N; (A11.1.9) 
= ὃς (B)wi(B)Xit-8, + +++ + on (B)om(B)Xmeon + Ne 
(A11.1.10) 


这 里 v;(B) 是 将 Χρ 与 输出 联系 起 来 的 脉冲 响应 权 数 的 生成 函 
数 。 与 前 面 一 样 ， 我 们 假设 经 差分 后 (Α11.1.9) 可 以 写成 


Yt = υι(Β)ασιι 十 …… 十 Um(B)rmt +m 


用 炎 1,t 一 天) “λέ Κι᾿ »Um,t—k HK UK HE HEE K, 并 取 期 望 以 构成 生成 
函数 ， 我 们 得 到 


7B) = 01 (By (B)-+02(B)y**2(B) +--+ +m (By (B) 

γ΄2ν(Β)--υι(Β)γ΄:5:{(ΒῚ {-υ2(Β}γ5252( ΒῚ 4-- : +0m(B)y"2™™ (B) 

ym B)=0 (B)y*"*! (B)-+02(B)?"*(B) +: : Hm( B72 (B) 
(A11.1.11) 


将 B =e-i2"f 代入 可 得 到 谱 方程 . 例如 m = 2 时 有 


priy(f) 一 ΠΗι(/)ῥαια, (f) + Ao(f)pz,22 (f) 
Proy(f) = Ηι(ἔ}Ρεοιει (f) + H2(f)Pz2(Ff) 
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频率 响应 函数 Ay (f) = vi(e 774), Ho(f) = υυ(ε- τ!) 可 依 [122] 
所 述 计算 。 因此, ΙΚΥ Oe ΠῚ Ri 3 YA aa He (A11.1.6) 来 得 到 . 


A 11.2 选择 输入 以 得 到 最 优 的 参数 估计 


假设 可 以 使 动态 系统 的 输入 服从 于 一 个 选 定 的 外 加 随机 过 
程 ， 例 如， 可 以 是 自 回归 过 程 ， 滑 动 平均 过 程 或 白 噪声 。 为 了 说 
明 这 个 随机 过 程 最 优选 择 所 涉及 的 问题 , 我 们 只 须 考虑 一 个 基本 
的 例子 . 


A11.2.1 对 一 个 简单 系统 最 优 输入 的 设计 
假设 一 个 正在 研究 的 系统 ， 其 传递 函数 模型 假设 为 
Y; = b1 Yi-1 + b2Xt-1 +a (IBi| < 1) (A11.2.1) 


其 中 αι BARA. 还 假设 输入 和 输出 过 程 是 平稳 的 ， XX MY, 
记 这 些 过 程 对 其 相应 均值 的 偏差 。 在 大 样本 情形 ， 并 与 任意 概率 
限 相 联系 ， B1 和 BoBayes-HPD 区 域 的 近似 面积 ， 以 及 相应 的 置 
信 区 域 都 与 A-1? 成 比例 ， 这 里 


_ ΕΥ]  — E[Y:X¢] 
| EX) E[X2] 


我 们 将 着 手 寻 求 使 得 上 述 区 域 的 面积 为 最 小 且 人 为 最 大 的 设计 . 
现在 


1+ 2q¢ o? 


a 


E[Y?| = σὺ = 0% 63 
1- BE 1-BE (A1122) 


ΕἴΥ, ΧΙ = 0% ὃς 
By 
E[X?] = 0% 
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这 里 
q=)> βίρ, σχρι- ΕΙΧΙΧι.ι 
τς-1 
FARK o% 来 表示 可 写成 
_ σσ; Pok -4f ( O A ) 
A= ata- pp Ντ (411.339) 


因此 ,可 以 预料 , 通过 使 cx 越 大 ， 可 以 使 区 域 的 面积 越 小 (即使 
得 输入 变量 在 一 个 较 大 的 范围 变化 ) . FES, X 允许 的 变化 
量 级 可 能 是 有 限 的 。 我们 先 假设 cx 保持 在 某 一 确定 值 ， 由 此 着 
手 讨 论 . 

c 包 固定 时 的 求解 ” 当 (1-6?) > 0 时 ， 对 任意 σχ, 我 们 由 
(A11.2.3) 看 到 ， 通 过 令 


_ R 
1-8 


q 


可 以 使 人 A RAL, Bp 
βιρι + Bip2 + Bips +- = βὲ + B+ βὲ t+. 


对 于 给 定 的 b, 有 无 穷 多 种 方法 可 使 该 等 式 成 立 ， 其 中 的 一 个 解 
是 : | 

pi = By 
因此 ， 对 于 固定 的 σχ, 使 A 极 大 化 的 一 种 办 法 就 是 强 使 输入 服 
从 下 面 的 自 回 归 过 程 


(1 一 βιΒ)Χι 一 《Et 


这 里 ， et 是 具有 方差 o2 = 32(1- 6?) 的 白 噪 声 过 程 . 
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o%, 园 定时 的 求解 ”截至 目前 为 止 我 们 假设 of 是 不 受 约束 
的 。 在 某 些 场合 , 我 们 可 能 会 希望 在 输出 (而 不 是 输入 ) 中 和 避免 太 
大 的 变动 。 假 设 of 维持 在 某 个 可 接受 的 固定 值 ， 而 cx 不 受 约 
κ. BA, FINK Δ 可 以 用 oy 表示 为 


A+ κ. σα fi (2 基 ) | (A11.2.4) 
这 里 
s= r (A11.2.5) 
及 
oy 
r= a (A11.2.5) 
为 达到 极 大 ， 可 令 
q=—s=—PBir/(l + Sir) (A11.2.7) 
即 | 
βιρι + Bipz + Bpa + = —Bîr + Bir? — βθγϑ-..... 


这 个 等 式 也 有 无 穷 多 种 方式 来 满足 。 我 们 特别 令 


pi = {-βιτ)' (A11.2.8) 
并 强 使 输入 服从 自 回 归 过 程 
(1 十 birB)X = ει (A11.2.9) 


这 里 et 是 具有 方差 02 = 02(1— Br) 的 白 噪 声 过 程 。 由 于 τ 基 
本 上 是 正 的 ， 所 以 该 自 回归 过 程 中 参数 Pir 的 符号 与 o% 固定 时 
为 最 优 输 出 而 得 出 的 符号 相反 。 
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oy χσχ 固定 时 的 求解 ”在 实际 中 可 能 会 遇 到 这 样 的 情况 : 
输入 和 输出 都 应 避免 过 大 的 变化 . 这 时 ， 式 的 方差 降低 某 个 因 
定 的 百分比 将 等 价 于 要 求 了 的 方差 降低 同样 的 百分比 ,因此 , 在 
RR cx x oy 为 某 一 固定 值 的 条 件 下 极 大 化 A 是 可 行 的 . 行列 
式 成 为 


2 2 σχ 247 
A= σχσν 一 ο (A11.2.10) 
1 


对 于 固定 的 σχσῦ, 该 式 仅 在 g= 0 时 极 大 化 .我们 再 次 看 到 ， 存 
在 着 无 穷 多 个 解 . 但 是 , KAMARA, 不论 b 的 值 是 什么 都 
可 以 使 A 达到 极 大 . 对 于 这 样 的 输入 ， 利 用 (A11.2.2),0% 应 是 下 
面 方程 的 正 根 
σή, B? + 0%07 — k(1 — 62) =0 (A11.2.11) 
其 中 上 = 0%0? | 
A11.2.2 数值 例子 


假设 我 们 所 研究 的 一 阶 动态 系统 (A.11.2.1) 有 βι--0.50, Bo = 


1.00, 从 而 
Y; 三 0.50yt ι 十 1.00Xt 1 十 at 


这 里 o2 = 0.2 . 


σχ ΙΕ, CF 不 受 约束 ”首先 假设 在 cx = 1.0 时 来 选择 使 
A 极 大 化 的 设计 . BA, BAX 的 一 个 最 优选 择 是 自 回归 过 程 


(1 一 0.5Β)Χι = έι 
其 中 白 噪 声 过 程 ει 具有 方差 o2 = 02 (1— 6?) = 0.75 由 (Α11.2.2), 


输出 的 方差 of 是 2.47, 这 样 的 方案 可 得 到 关于 βι 和 8 的 Bayes 
区 域 ， 其 面积 与 AL/2 = 0.70 REE. 


σῷ 3, o& 不 受 约束 ”上面 的 方案 在 假设 输入 方差 为 
of = 1 而 输出 方差 不 受 约束 时 是 最 优 的 .结果 是 输出 的 方差 为 
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of = 2.49 。 与 此 相反 ， 如 果 假 设 输入 方差 不 受 约束 ， 而 有 共有 固定 
的 输出 方差 of = 2.49, 我 们 当然 可 以 做 得 好 得 多 。 BEL, AN 
(A11.3.6) 有 > = 1.087, 因此 ， 由 (A11.2.9), 对 于 这 个 无 约束 输入 
的 一 个 最 优选 择 是 自 回 归 过 程 


(1 十 0.5Β)Χι = Et 


这 时 ， ει 是 白 噪声 过 程 ， 其 方差 σὲ = 2.05 .现在 输入 的 方差 
o? 增加 到 了 2.91, 而 度量 Bayes 区 域 面积 的 量 A 将 减少 到 
A~1/2 = 0.42 , 


乘积 of χσχ Ae 最后， 我们 来 考虑 一 个 试图 同时 控制 
oy 和 cx 的 方案 ， 即 通过 固定 of χσχ 以 使 A 极 小 化 。 在 前 面 
oz 固定 的 例子 中 ， 我 们 得 出 A-22 = 0.42 , HA o% = 2.91 及 
of = 2.49, 因此 相应 乘积 为 2.91 x 2.49 = 7.25 。 如 果 我 们 的 目 
标 是 在 保持 该 乘积 等 于 7.25 时 使 A-!/2 极 小 ， 那 么 ， 我 们 可 以 
不 用 A 的 信息 而 选 一 个 有 噪声 输入 X = ει 作为 最 优选 择 。 由 
(A11.2.11), 0% = σὲ = 2.29,oy = 3.16, 正如 所 料 ， 在 这 种 情形 下 
A-t! = 0.37 比 前 面 的 例子 中 稍 小 。 

这 个 例子 值得 用 谱 的 观点 来 考虑 。 为 了 在 cx 固定 时 实现 最 
优 ， 我 们 使 用 了 $ 为 正 的 自 回 归 输 入 ， 它 在 低频 部 分 有 较 高 的 能 
量 .。 由 于 系统 的 增益 在 低频 部 分 是 较 高 的 ,这 就 实现 了 从 半 到 Y 
的 最 大 传递 ， 从 而 导致 了 Y 的 较 大 变 差 。 当 oy 固定 时 ， 我 们 引 
入 了 4 为 负 的 自 回归 过 程 作 为 输入 ,， 它 在 高 频 部 分 具有 较 高 的 能 
量 。 由 于 在 高 频 部 分 存在 从 闫 到 Y 的 极 小 化 传递 ， 因 此 ,在 关 
中 的 干扰 必然 在 这 些 频率 上 被 放大 。 当 乘积 σχ x cy 固定 时 , 给 
出 了 “折衷 ΠΗΡΕ, ARBRE Bi 的 信息 . 最 终 的 极 大 化 
等 价 于 估计 值 房 和 βι 之 间 相 关 的 极 小 化 ,事实 上 ， 当 采用 白 品 
声 输 入 时 ， 这 两 个 估计 值 之 间 的 相关 为 零 . 


结论 ”以 上 研究 表明 ; 
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1. 设计 的 最 优选 择 在 很 大 程度 上 取决 于 我 们 如 何 给 “最 优 ， 
下 定义 . | 

2. 在 固定 σῇ 和 固定 σὲ 的 两 种 情形 下 ， 最 优选 择 要 求 特 定 
的 随机 过 程 ， 其 参数 是 未 知 动态 参数 的 函数 。 因 此 ， 我 们 处 于 通 
常 所 说 的 自 相 矛盾 的 境地 ， 我 们 有 可 能 通过 对 数据 的 推断 做 出 较 
好 的 工作 ， 但 这 不 过 是 我 们 想 要 寻求 的 答案 中 已 经 知道 了 的 一 些 
东西 。 当 我 们 发 现 了 更 多 有 关 参 数 的 信息 时 ， 就 去 改进 设计 ， 这 
种 序 贯 的 方法 可 能 是 值得 进一步 研究 的 . 特别 地 ， 用 一 个 可 能 并 
非 最 优 的 输入 ， 上 比如 白 噪声 ， 来 进行 试探 性 研究 ， 由 此 而 生成 的 
数据 可 以 得 到 动态 参数 的 初步 估计 ， 然 后 ， 采 用 我 们 前 文中 的 某 
个 准则 ， 利 用 这 些 估计 值 再 确定 出 进一步 的 输入 . 

3. 在 我 们 所 研究 的 简单 例子 中 ， 对 于 一 个 可 行 的 优化 准则 来 
说 ， 白 曲 声 的 使 用 被 证 明 是 最 好 的 ， 若 将 白 噪声 作为 输入 时 ， 不 
要 求 参 数 的 先 验 信息 . 
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12 
干预 分 析 模 型 和 异种 值 检测 


时 间 序 列 常常 会 受到 特殊 事件 及 态势 的 的 影响 ， 诸 如 政治 变 
更 ， 罢 工 ， 广 告 促 销 ， 环 境 法 规 等 等 ， 我 们 把 类 似 的 这 些 事件 称 
为 干预 事件 .在 本 章 中 我 们 分 述 干预 分 析 的 方法 ， 并 解释 这 些 干 
预 的 影响 。 为 此 ， 要 用 到 前 一 章 的 传递 函数 模型 ， 不 过 ， 在 干预 
分 析 模 型 中 ， 输 入 序列 是 以 简单 的 脉冲 或 阶 路 示 性 函数 来 表示 事 
件 是 否 发 生 . 一 开始 ， 假 设 这 些 干预 事件 发 生 的 时 间 是 已 知 的 ， 
稍 后 ， 对 于 时 间 序 列 在 某 未 知 时 点 上 异常 或 非 正 常 行为 的 检测 方 
法 也 进行 了 讨论 . 


11.1 干预 分 析 方 法 
12.1.1 干预 分 析 的 模型 


在 进行 干预 分 析 时 ， 要 假设 干预 事件 发 生 于 时 间 序 列 的 某 个 
已 知 时 点 。 使 我 们 感 兴趣 的 是 :与 该 事件 相 联系 的 被 研究 序列 Y, 
中 是 否 发 生 明 显 的 变化 ， 是 否 有 预期 的 影响 。 我 们 考虑 用 传递 函 
数 模型 来 模拟 干预 影响 的 特征 ， 并 估计 干预 影响 的 量 级 ， 从 而 解 
释 在 时 间 序 列 中 与 事件 有 关 、 可 能 出 现 的 非 正 常 表 现 。 基于 Box 
和 Tiao[59] 的 研究 ， 我 们 所 考虑 模型 的 类 型 具有 如 下 形式 


_ ω(Β)Βὺ 
Ye = py ee + Ne (12.1.1) 
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这 里 ， 六 = 691(B)w(B)B*éi 代表 干预 事件 的 影响 ， 它 用 确定 性 
输入 序列 & 的 形式 来 表示 。 Ni 是 噪声 ， 它 表示 在 没有 干预 影 
哆 时 对 序列 Υἱ 的 观测 背景 。 假 设 Ni 服从 一 个 ARIMA(LP,d, q) 模 
型 ， p(B)Ni = θ(Β)αι, 其 中 p(B) = 9(B)(1 一 B)*. 第 9 章 中 给 
出 的 乘积 季节 ARIMA 模型 也 可 用 于 表示 Νι, 但 是 在 本 章 中 并 没 
有 对 季节 模型 特别 注重 . | 

有 两 类 通用 的 确定 性 输入 变量 &, 人 们 发 现 用 它们 描述 干预 
事件 对 时 间 序 列 的 影响 是 很 有 用 的 。 它们 都 是 只 取 0 和 1 的 示 性 
变量 ， 用 以 标识 干预 事件 未 发 生 或 是 发 生 。 其 中 一 类 是 在 时 刻 工 
的 阶 跃 函数 ， 由 下 式 给 出 


[ο , t<T 
sP = { (12.1.2) 
1 , T 


这 通常 用 于 表示 在 时 刻 工 之 后 干预 的 影响 仍 保留 下 去 的 情形 . A 
一 类 是 在 工时 刻 的 脉冲 函数 ， 由 下 式 给 出 


poof ， t#T 
t 1 


12.1.3 
= t=T ( ) 


它 可 以 用 来 表示 暂时 或 瞬时 干预 的 影响 ， 在 时 刻 了 之 后 , 干预 的 
影响 就 会 消失 。 在 许多 场合 都 要 使 用 这 类 示 性 输入 变量 ， 这 时 干 
预 的 影响 不 能 表示 为 定量 变量 的 响应 ， 可 能 是 因为 这 样 的 定量 变 
量 不 存在 ， 或 者 是 要 得 到 该 量 的 度量 是 不 可 能 、 不 切实 际 的 。 

由 于 (12.1.1) 中 的 示 性 变量 是 确定 性 的 ， 所 以 与 第 11 章 中 传 
递 函 数 模型 的 情形 不 同 ， 对 干预 模型 算 子 v(B) = δ-1(Β)ω(Β)Β’ 
结构 的 识别 不 能 以 白 品 化 技术 为 基础 。 可 行 的 办 法 是 ， 通过 考虑 
那些 有 可 能 造成 变化 或 影响 的 机 制 以 及 预期 变化 的 隐 含 形式 ， 由 
此 确定 干预 模型 的 形式 。 另 一 方面 ， 模 型 的 识别 可 以 通过 直接 观 
察 数据 ， 以 揭示 由 已 知事 件 造 成 影响 的 形式 ， 另 外 ， 考 察 干预 项 
引入 之 前 所 拟 合 模型 的 残 差 ， 有 时 也 能 提供 补充 的 证 据 . 
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Br RK 脉冲 
输出 | 
ω(Β) (T) ω( Β) (T) 
6(B) 6(B) 
` wB (rT) 
wBS J “l 1 - éB P, 
(a) (d) 
1 w B 1228 ΡΤ) 
wB (r) i y 126B 1-B{ ' 
S a 
{-δ8 t 1-5 ws 
ee .-- 
(b) (e) 
| 
B ω wB wB (T) 
= ΤΗΝ 0 {vot aaile 


12.1 对 于 阶 跃 和 脉冲 输入 的 响应 (a) (b), (c) 是 各 种 简单 传递 函数 模型 
SRR RGA MR, (d) (e) (£) 是 一 些 重要 模型 对 脉冲 输入 的 响应 


通过 传递 函数 的 不 同 选择 ， 有 若干 种 不 同 的 响应 形式 γι = 
6-1(B)w(B)Bee 都 是 可 能 的 。 图 12.1 给 出 了 多 种 简单 的 传递 函 
数 对 于 阶 跃 和 脉冲 示 性 输入 的 响应 . 例如， 在 图 12.1(a) 中 ,模型 
γι = wBS( 站 可 用 于 描述 在 时 刻 工 后 达到 未 知 水 平 ω 的 永久 阶 
跃 变化 ， 而 图 12.1(b) 中 的 形式 


_ WB or) 
Yı = i sR (0 « ὃ <1) (12.1.4) 


意味 着 》 = ω(1 -- 67) /(1—4),t > T, 它 对 应 于 以 速度 为 5 的 渐 
近 变 化 , 最终 将 接近 水 平 为 w/(1 -6) 的 变化 . 类 似 地 ， 图 12.1(d) 
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中 的 模型 
wi B 


V= ο (0 « ὃ «1) (12.1.5) 
意味 着 V = w16:~7T-1,t > T, 它 表示 一 个 突 发 的 “脉冲 ” 式 变 
化 ， 在 时 刻 后 达到 未 知 水 平 wi, 然后 ， 以 速度 δ 渐 近 衰减 ， 回 
落 到 干预 前 的 水 平 因而 没有 持久 的 影响 . 更 复杂 的 响应 形式 可 以 
通过 简单 形式 的 各 种 线性 组 合 得 到 ， 例如， 图 12.1(f) 的 情形 . A 
外 还 应 注意 到 ， 由 于 (1 - Β)δ = PI" 所 以 任 一 包含 ο) 的 
传递 函数 模型 可 以 等 价 地 用 Ρ) 来 表示 . 

关于 干预 模型 还 需要 注意 下 面 几 点 .函数 V 表示 的 是 干预 
事件 对 曲 声 或 “背景 ”序列 N 附加 的 影响 。 因此， 在 可 能 的 时 
候 ， 对 噪声 模型 N: --[θ(Β)/φ(Β)]αι 可 用 通常 的 方法 来 识别 ， 即 
对 干预 时 刻 之 前 的 时 间 序 列 观测 值 Yot < 工 进行 识别 , 而 且 在 模 
型 (12.1.1) 中 , 假设 只 有 序列 的 水 平 受 干预 的 影响 ， Ni 的 时 间 序 
列 模型 的 形式 和 参数 在 干预 前 后 则 是 相同 的 . 还 应 该 认识 到 , F 
预 模型 参数 估计 精度 可 能 存在 相当 大 的 差别 ， 这 取决 于 噪声 N, 
是 否 是 平稳 ， 以 及 对 于 干预 影响 的 假定 是 持续 的 还 是 短暂 的 . 

一 般 地 ， 对 于 干预 模型 

ω(Β)Ρὺ 6(B 
= Fay ft bay 

其 参数 估计 及 相应 标准 差 可 以 用 11.3 节 中 传递 函数 一 噪声 模型 
的 最 小 二 乘 估计 方法 得 到 。 对 模型 残 差 的 诊断 检验 与 前 面 讨论 的 
方法 类 似 ， 也 可 用 于 评价 所 拟 合 模型 的 恰当 程度 . 


(12.1.6) 


12.1.2 干预 分 析 的 例子 


Box 和 Tiao 考虑 了 1953 年 7 月 到 1972 年 12 月 美国 消费 价 
格 指数 (CPI) 变化 率 的 月 度 序列 。 阶 段 I 从 1971 年 12 月 开始 实 
行 了 经 济 控制 ， 历 时 三 个 月 ， 其 后 阶段 开始. 考虑 阶段 I 和 阶 
Be I 由 于 控制 CPI 的 变化 率 而 可 能 产生 的 影响 是 很 有 意义 的 . 
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对 于 阶段 I 之 前 的 218 个 月 度 观测 值 的 一 阶 差 分 和 CPI 变化 
R, 我 们 观察 其 样本 自 相关 函数 ， 联 想到 噪声 模型 应 有 下 面 形式 


(1 -- Β)Ν, = (1 -- 6B)a, (12.1.7) 


其 极 大 似 然 估计 为 -- 0.84 及 62 = 0.0019, WRERH AHA 
的 检验 表明 ， 该 模型 并 无 明显 不 当 。 为 了 着 手 解决 阶段 I 和 阶段 
Π 控制 的 可 能 影响 这 一 问题 ， 假 设 阶段 I 和 1I 中 CPI 变化 率 的 
水 平 将 引起 变动 ， 而 噪声 模型 的 形式 保持 不 变 。 基 于 这 些 假 设 ， 
评价 控制 效果 的 恰当 模型 为 


1- 8B 
Y; = wiit + woé2t + Τ Β αι (12.1.8) 
这 里 

é -1 ，t 一 1971 年 9 月 ，10 月 或 11 Β 
* lo , 其它 
。 1 , t>1971 12 5 
2t = 

， HE 


可 以 得 到 模型 (12.1.8) 中 参数 的 非 线性 最 小 二 乘 估计 及 标准 差 ( 括 
号 内 ), 它们 是 

6 = 0.85(0.05), ὤι = —0.0022(0.0010), a2 = 一 0.0008(0.0009) 
因此 ， 分 析 表 明 阶段 工 与 CPI 增长 率 的 下 降 相 联系 ,而 阶段 ΤΠ 的 
影响 则 很 不 确定 . 

使 用 干预 分 析 的 例子 还 有 许多 ， 其 中 如 ， 新 产 汽车 发 动机 设 
计 规 定 的 改变 对 于 洛杉矶 地 区 二 氧化 碳 污染 水 平 的 影响 [59], {8 
务 政 策 的 变化 对 于 坏 债权 数额 的 影响 [121], 安全 带 立 法 对 公路 死 
亡 率 的 影响 [31], 阿拉 伯 石 油 禁 运 对 美国 电力 消费 的 影响 [145]. 
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12.1.3 仅 有 水 平 变化 的 简单 参数 模型 的 MLE 性 质 


MFR (12.1.8) 这 类 相对 简单 的 情形 ， 考 虑 干预 参数 的 极 大 
似 然 估计 的 性 质 ， 是 颇具 启发 性 的 。 我 们 考虑 简单 模型 


Y, = ωξι + Νι (12.1.9) 
这 里 和 Ni --φ-᾽(Β)θ(Β)αι 。 该 模型 可 以 形式 地 写 为 
n(B)Y, = ωπ(Β)ξι--αι (12.1.10) 
其 中 π(Β) = θ-!(Βγφ(Β) = 1 -- mB , 令 w = (BY, È 
αι π(Β)έι, 我 们 可 以 将 (12.1.10) 写成 简单 线性 模型 w = wzt 十 
αι, t = 1, 2, vee GM, 所 以 tw 的 极 大 似 然 估计 近 似 为 
Υ σευ. 


τι 
Σαξ 
t=1 


ὦ = 


(12.1.11) 


其 方差 νατ(ῶ) = σλ/γ᾽α7. 

我 们 来 考虑 (12.1.9) 的 特殊 情形 , 即 & = BS 是 在 时 刻 工 
HRERS. IA ,zt = π(Β)Β5 1) =1— S m t> 了 十 1, 这 里 
rry1=1, Ae, =0,4t<T. HY FRM, 我 们 假设 nn 很 
大 ， 在 干预 时 刻 了 工 之 前 或 之 后 都 能 得 到 相当 多 的 观测 值 . 

现在 假设 (12.1.9) 中 的 噪声 N, 服从 IMA(0,1,1) 模型 (1-- 
Β)ΝΙΞ:(1--θΒ]αι, 所 以 π(Β) = (1--θΒγ-1(1-- B), HP πὶ --(1-- 
θ)θ'-1 {121 FH, 2, =(1-0B)—!(1-B) BS =(1-0B)-' BPP = 
6t-T-1 t>T +1, 从 而 


di - 1 — 92("-T) 1 

2 — 2(t-T—1) _ 
Siz, = SO = 一 -一 一 全 一 一 一 
ἐπ t=T+1 1 -- 0? 1-8 
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另外 还 有 : w = (1-0B)(1-B)Y, =¥,-(1- aot Y, = 


¥,-Yiu, 其 中 Yi-1 是 在 时 刻 之 前 值 的 指数 加 权 滑动 平均 . 按 
E [59] 中 的 结果 ， 可 以 证 明 


Sey, = Σ᾽ OT Iw, ~ (1+0) "(D0°Yrrits — 5°0°Yr_«) 


t=T+1 


因此 ， 在 这 种 情形 下 w 的 极 大 似 然 估 计 是 
ὢ x (1 -- θ)(5 1θ Ύτνινε — YOYr_s) (12.1.13) 


方差 νατ[ῶ] = σ;(1 -- 67). {ΒΥ {8 ὦ WRB A TIRE 
动 平均 之 间 的 差异 ， 其 中 一 个 由 干预 之 后 的 观测 值 组 成 ， 另 一 
由 干预 之 前 的 观测 值 组 成 . 
现在 作为 第 二 种 情形 ， 假 设 噪声 不 是 服从 ARI(1,1,0) 模型 ， 

而 是 r(B) = (1- $B)(1-B). 于 是 z = (1-¢B)(1 - B)BSP = 
(1- ¢B)BP™ =0,t>7T +2, 这 里 rry =1 Βστγιος --ϕ, 因而 
Sia? =14+¢?, Bo, ωιτ(α-- φΒ)(1-- Βγγι, 得 到 

yztiwut = (1 - φΒ)(1 - B)Yr41 ~ o(1 -- ¢B)(1 — B)Yr42 

= (1-B)(1- $F)(1 -- B)Yr+ı 

= ((14+¢+ 67) ¥ra1—$¢¥ 742] -[(1+¢+¢°) ¥r—¢Yr-1] 


于 是 对 这 种 情形 我 们 有 


2 
12.1. 
HEH νατ[ῶ] = 07/(1+¢7). WH, iti ὢ 仍 可 视 作 两 个 相同 
形式 的 加 权 平 均 之 间 的 差别 ， 其 中 一 个 是 干预 后 的 观测 值 Yre 
和 Υγιο, 另 一 个 是 干预 前 的 观测 值 Yr 和 Yr- 不 过 加 权 平 均 的 
阶 数 是 有 限 的 。 这 是 因为 噪声 模型 中 仅 有 AR 因子 .(1 - $B), 而 
不 象 前 面 的 情形 那样 有 MA AF. 
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最 后 , 我 们 考虑 模型 (12.1.9) 的 一 个 更 简单 情形 一 其 中 的 品 
声 是 平稳 的 ， 比 如 考虑 AR(1) 模型 (1 - $B)Nt = w .这 时 我 们 
得 到 αι = (1- BBS” =1- 46, HF t>TH+ler 二 1 及 
wi = (1 一 $B)Yi = Yı - $Y_1 ,于 是 很 容易 地 得 到 
(1-4) (Yi o%-1) 


we no ~Y, (12.1.14) 


其 中 了 2 = (n-T) © Y, 记 干 预 之 后 所 有 观测 值 的 等 权 平均 ， 


方差 为 var[@] = 02/[1+(n—T-1)(1—¢)?] ~ o2/[(n-T)X1-¢4)?]. 
注意 ， 由 于 噪声 的 平稳 性 ， 我 们 得 到 的 是 干预 之 后 的 简单 平均 ， 
而 且 对 干预 之 前 的 观测 值 也 未 加 调整 ， 这 是 因为 假设 了 它们 具有 
已 知 的 零 均 值 ， 且 是 平稳 的 . 还 需要 注意 的 是 ; 在 平稳 的 情形 , 方 
25 ὢ 依 比例 1/(n—-T) 下 降 ， 而 在 前 面 非 平稳 的 情形 ,方差 var[O] 
基本 上 是 常数 ， 不 依赖 于 样本 的 大 小 。 这 反映 了 干预 模型 参数 估 
计 值 精度 的 差异 程度 ， 例 如 ,在 大 样本 情形 ， 在 平稳 噪声 模型 和 
非 平 稳 噪 声 模型 之 间 ， 水 平 位 移 参 数 w 的 差异 是 可 以 想见 的 . 

具体 地 , 在 模型 (12.1.9) 中 , & = BS!” 是 阶 跃 输入 , 假设 噪声 
过 程 Ni 是 d = 1 WE ARIMA, 4 6(B)(1-B)N; = θ(Β)αι. 
于 是 ， 利 用 差分 算 子 (1 -- B), 模型 


Y, = wBS®? +N, (12.1.15) 
还 可 以 表示 为 

με = ωΒΡΙΤ) 十 mi (12.1.16) 
其 中 με = (1 -- Β)Υ, 及 nt = (1 -- Β)Ν;, 从 而 τει 是 平稳 ARMA(p, q) 
过 程 。 因 此 原 模型 (12.1.15) 和 模型 (12.1.16) 中 w 的 MLE( 极 大 
似 然 估计 ) 具有 相似 的 特征 ， 前 者 是 (持续 的 ) 阶 跃 影响 和 非 平 稳 
RE (d = 1), 而 后 者 是 (瞬时 的 ) 脉冲 输入 和 平稳 噪声 . 

当然 ， 模 型 (12.1.9) 可 以 推广 到 人 允许 在 干预 之 前 有 一 个 未 知 

的 非 零 均值 wo, W Y, = wo 十 wét + Νε, 其 中 总 = BSO, wut, 
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w 表示 在 干预 之 后 均值 水 平 的 变化 。 那么 ， 对 于 平稳 AR(1) πᾷ 
声 模型 的 情形 〈( 例 如， 类似 于 (12.1.14)), 可 以 证 明 w 的 MLE 是 


ò xY -Yı 其 中 Τι =T OEY, 表示 干预 之 前 所 有 观测 值 的 样 
本 均值 ， 


12 .2 时 间 序列 的 异常 值 分 析 


时 间 序 列 的 观测 值 有 时 会 受 异 常事 件 、 干 扰 或 误差 的 影响 ， 
它们 会 造成 虚假 的 后 果 ， 导 致 观测 值 的 反常 态势 ， 以 臻 与 时 间 序 
列 中 大 多 数 观 测 值 不 一 致 。 这 些 非 正 常 的 观测 值 可 以 称 之 为 异常 
值 ， 它 们 可 以 由 非 正 常 的 外 部 事件 引起 ， 如 ， 罢 工 ， 突 发 性 的 政 
治 或 经 济 变化 ， 物 理 系统 的 突变 ， 等 等 ， 或 者 仅仅 是 由 于 观测 中 
的 记录 或 采集 的 错误 。 在 时 间 序 列 中 异常 值 的 存在 会 对 样本 自 相 
K. WHK, ARMA 模型 参数 的 估计 、 预 测 等 产生 极 大 的 影响 ， 
甚至 可 能 影响 到 模型 的 识别 。 如 果 引 起 异常 行为 的 干预 事件 发 生 
的 时 刻 了 是 已 知 的 ， 那 么 ， 其 异常 影响 可 以 用 节 12.1 中 讨论 的 
干预 分 析 技 术 来 考虑 . 但 是 ， 由 于 在 实际 中 着 手 进 行 分 析 时 ， 异 
常 值 的 出 现 常 常 是 未 知 的 ， 因 此 ， 检 测 异 常 值 并 估计 其 可 能 影响 
的 辅助 处 理 就 变 得 十 分 重要 .在 本 节 中 ， 我 们 讨论 描述 异常 值 的 
一 些 有 用 的 模型 及 相应 的 方法 ， 与 干预 分 析 类 似 的 一 些 方法 可 用 
于 异常 值 的 检测 .有关 异 常 值 检 测 、 异 常 值 的 影响 及 估计 的 稳健 
方法 等 研究 课题 可 见 新 近 的 参考 文献 [67],[69],[144] 和 [190], 


12.2.1 有 关 附 加 异常 值 和 新 息 异 常 值 的 模型 


根据 Fox[92] 的 工作 , 我 们 考虑 两 种 简单 的 干预 模型 , 用 以 描 
述 在 实际 中 可 能 出 现 的 两 类 异常 值 。 它 们 是 附加 异常 值 (AO) 和 
新 息 蜡 常 值 (IO) 模型 。 令 τι 记 不 受 异 常 值 影响 的 基本 时 间 序 列 
T, Y 记 观 测 到 的 时 间 序 列 . 我 们 假设 z 服从 ARIMA(p, ἆ, q) 
模型 ， yp(B)z = OB). BA, ERA T 的 附加 异常 值 (或 观 
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测 到 的 异常 值 ) 可 以 用 模型 表示 为 
B 
Y=wPt +a=wP + aa ate 


这 里 Ρ = 1, 若 上 = τρ) =0, Ft4T, 用 来 表示 在 时 刻 工 的 
πι PERK YE. ZEN AIT 的 新 息 异 常 值 (IO)( 或 新 息 冲 击 ) 可 以 用 模 
型 表示 为 


(12.2.1) 


θ(8) 


AB) (WPP) + αὐ = 1B) —— pl?) + z, (12.2.2) 


“p(B) * 

因此 ， 一 个 附加 异常 值 (AO) 只 影响 被 观测 序列 的 水 平 ， 且 
是 通过 未 知 的 附加 值 w 而 起 作用 的 ， Yr =w + zr, 而 新 息 异 
常 值 表示 在 时 刻 T 的 非 正 常 的 随机 冲击 ar +w = at, 它 通 
过 由 8(B)/e(B) 所 描述 的 系统 动态 特性 而 影响 后 面 的 所 有 观测 
Yr, Yr+ 。 更 一 般 地 ， 一 个 被 观测 时 间 序 列 Y, 可 以 在 多 个 时 
间 点 Τι, Τον... ,T 上 受到 不 同类 型 异常 值 的 影响 ， 那 么 , 可 以 考 
处 多 个 异常 值 的 模型 ， 其 一 般 形式 为 


t> 


k 
Y, = > w;v;(B) P + 2 (12.2.3) 
j=l 
其 中 ， 对 于 时 刻 T; 的 ΑΟ 有 vj(B) = 1; 对 于 时 刻 T 的 IO 有 
vj 三 0(B)/p(B) . 与 这 些 异常 值 模型 有 关 的 有 意义 的 问题 是 ， 识 
别 异常 值 发 生 的 时 间 和 种 类 ， 估 计 异 常 值 影响 的 大 小 ω, 据 此 分 
析 时 间 序 列 并 对 异常 值 的 影响 作出 调整 . 


12.2.2 发 生 时 间 已 知 的 异常 值 影响 估计 


首先 ,对 于 (12.2.1) 中 的 AO 和 (12.2.2) 中 的 ΙΟ, 我 们 分 别 考 
处 对 影响 w 的 估计 ， 这 时 ， 我 们 假设 基本 过 程 z 的 时 间 序 列 模 
型 参数 都 是 已 知 的 . 为 了 使 用 在 一 般 情形 下 给 出 的 迭代 过 程 ， 还 
要 假设 异常 值 发 生 的 时 刻 工 EREN. 
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4 π(Β) = 6-(B)y(B) = 1 — ΣπιΒ', 并 定义 et = π(ΒΥ,, 


t=1,2,---,n, MMA Yı. 于 是 我 们 可 以 把 异常 值 模型 分 别 
写成 


IO: e= wP? + ay (12.2.4a) 
AO: ες wa(B)P?) + Qt = W214 + at 
(12.2.4b) 
这 里 ,对 于 ΑΟ 模型 , zit = π(Β)Ρ) = πι Ht=Tti > Τίαιι = 
0,4t<7T, 8 m=-1. 这样， 从 (12.2.4) 中 可 看 到 关于 IO 的 信 
BMS EAA ZIT 的 “ 残 差 ?er 之 中 ， 而 ΑΟ 的 信息 则 分 散 
到 残 差 er,er+lyeTr+2,…: 中 ， 并 具有 递减 的 权 数 1 -rm e, 
这 是 因为 由 MA AT θ(Β) 的 可 逆 性 ， AAR BT AA. 
根据 最 小 二 乘 原理 ， IO 模型 中 异常 值 影响 w 的 最 小 二 乘 估 
计 就 是 时 刻 工 HRE | 
ΙΟ: ὤχτ-ει (12.2.54) _ 


其 中 ναι[ῶ: τ] = 07, 我 们 注意 到 在 ΑΟ 模型 中 ， 异 常 值 的 影响 则 
是 er, ery, 的 线性 组 合 : 


n—T 
er — >> Mer+i 
~ iz *(F 
AO: oar= 一 := = m (Per (12.2.5b) 
Σ πὶ y 
二 各 


其 中 νατώα τ] = 02/7T?, XE τ’ = Sn? (F) = l-r; F- rF? -— 
amp FOOT, 1Ε (12.2.5) 的 表示 中 反映 了 这 些 估计 量 依赖 于 
时 刻 工 这 一 事实 。 注意 ， 在 基本 自 回 归 模 型 p(B)z = αι 中， 由 
于 对 T<n-p-d 有 "*(B)=7(B) = p(B), 及 et = p(B)Y, 则 
(12.2.5b) 中 的 估计 值 64r 用 观测 序列 γι 表示 ， 可 以 写成 
5,0 — οἑΕ)ο(Β)Υτ 
AT = 72 
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由 于 72 >1, 可 知 一 般 有 vardar] < varor τ] = 02, 有 时 νατῶα τ] 
可 以 比 o2 MRE. 例如， 在 z A ΜΑ(1) 的 模型 中 ， 当 n 一 工 很 
大 时 ， Oar 的 方差 为 02(1 一 02)/(1 —6%"-T 4) ~ σᾶ(ι — 67), 就 
是 这 种 情形 . 

在 给 定时 刻 工 给 出 的 ΑΟ 型 或 IO 型 异常 值 存在 与 否 的 显著 
性 检验 ， 可 以 转化 为 检验 模型 (12.2.1) 或 (12.2.2) 中 是 w = 0 还 
fiw 关 0。 两 种 情形 下 都 可 以 导出 似 然 比 检验 准则 ， 对 于 IO 型 
和 AO 型 ， 标 准 统 计量 的 形式 分 别 为 


WIT TWAT 


ALT = 
σ 


和 λατ 


a a 


(12.2.6) 


在 零 假设 w=0 之 下 ， 在 (12.2.6) 中 的 两 个 统计 量 都 具有 标准 正 
态 分 布 。 


12.2.3 异常 值 检 验 的 迭代 方法 - 


在 实际 中 , 异常 值 可 能 出 现 的 时 间 和 模型 参数 都 是 未 知 的 . 为 
了 解决 在 未 知 时 刻 异 常 值 的 检测 问题 ，Chang,Tiao 和 Οποπ|69] # 
出 了 计算 起 来 较 简 便 的 迭代 方法 , 以 识别 和 修正 异常 值 的 影响 . 该 
方法 的 第 一 步 是 : 假设 序列 不 含 异常 值 , 用 常规 方法 对 观测 到 的 序 
列 Y, 估计 ARIMA 模型 .模型 的 残 差 6 由 et = ὂ-1(Β)Φ(Β)Υι = 
#(B)Y, 得 到 , ΒΗ 62 = nye, 于 是 可 对 每 个 时 刻 t = 二 1,2,.… ,n 


计算 (12.2.6) 中 的 统计 量 Are = Crt/6s 和 λαι = λῶαι/δα, 以 及 
Ar = max:[max(| 和 rz|, åa) 这 里 用 人 记 最 大 值 发 生 的 时 刻 。 如 
ΒΕ Âr = |Arz| > 0, 则 识别 出 了 在 时 刻 T 可 能 有 IO 型 异常 值 ， 

这 里 ο 是 预先 确定 的 常数 ，c 的 典型 值 为 3.0,3.5 或 4.0. 在 工时 
刻 ， 通 过 定义 ep = ép -orr =0 可 以 把 这 一 10 的 影响 从 残 差 中 
消除 。 如果 Ar = |Aaz| > ο, 则 识别 出 在 Τ 时 刻 可 能 有 AO 型 的 
异常 值 ， 其 影响 由 (12.2.50) 中 的 Oar Kit. WWM t> T E 
ME, = ês — Ôa τῆ(Β) PO) = ê+ ôa rier, 可 以 将 这 一 AO 型 异 
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常 值 的 影响 从 残 差 中 移 去 。 无 论 是 哪 种 情形 ， 新 的 估计 值 62 都 
可 以 由 修正 后 的 残 差 公 计算 出 . 

当 识 别 出 任何 异常 值 后 , 应 使 用 修正 的 残 差 如 和 修正 的 估计 
量 52, 但 参数 Λ(Β) = 6-1(B)2(B) 还 是 用 原先 的 ， 这 样 就 可 以 计 
算出 新 的 统计 量 和 rt 和 ia 。 然 后 重复 前 面 的 步骤 ,直到 识别 出 
所 有 的 异常 值 . 假设 由 此 方法 识别 出 在 k 个 时 点 了 ,7T2,… ,Th 有 
异常 值 , 然后 对 观测 序列 Y, 估计 形 如 (12.2.3) 的 异常 值 的 总 模型 


k 
_ - (τ) κ 9(B) | 
Y, = 2u (BP + ZB) (12.2.7) 
其 中 ， 在 时 刻 五 , 对 于 AO 型 有 vj(B) = 1, 而 对 于 IO 型 有 υ; = 
θ(Β)/φ(Β) 。 由 这 个 拟 合 模型 可 以 得 到 一 组 修正 的 残 差 


κ 
δι = θ:1(Β)Φ(Β)/Σι--ὸ ῶ)θ(Β)Ρ 2] 
j=1 
及 新 的 52 。 然后， 这 一 方法 的 前 面 步 骤 可 以 用 新 的 残 差 重复 下 
去 ， 直 到 识别 出 所 有 异常 值 并 估计 出 (12.2.7) 的 一 般 形 式 的 最 
终 模 型 如 果 需 要 的 话 ， 从 观测 值 中 剔除 异常 值 影响 的 修正 时 间 


PRO Ζι = Y; — Σω) 构造 出 ， 以 上 方法 几乎 不 用 


修改 就 可 以 补充 到 现 有 的 估计 ARIMA 和 传递 函数 一 噪声 模型 
的 软件 中 .这 种 技巧 对 于 识别 时 间 序 列 隐 含 的 异常 值 是 很 有 用 的 
工具 ， 如 果 这 些 异 常 值 未 经 检测 ， 会 对 建 模 和 估计 的 有 效 性 产生 
负面 的 影响 ， 但是， 从 头 到 尾 完整 地 使 用 这 种 “异常 值 调整 ” 方 
法 时 应 该 多 加 小 心 ， 尤 其 要 注意 结果 的 整体 解释 ， 以 及 一 般 模型 
对 “异常 值 ” 的 假设 是 否 合理 . 例如 ,在 (12.2.7) 中 将 异常 值 处 理 
为 确定 常数 是 否 怡 当 ， 过 多 设 定 异常 值 数 目的 可 能 性 是 否 存 在 . 

如 果 有 可 能 ， 最 好 对 那些 用 前 面 方法 识别 出 来 的 异常 值 找 出 其 原 
因 或 根源 ， 这 样 才 能 更 好 地 和 弄 清 异 常 行为 ， 并 在 分 析 中 正确 地 解 
Ἐξ. 
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12.2.4 异常 值 分 析 的 例子 


为 了 说 明 前 几 节 讨论 的 异常 值 分 析 方 法 的 应 用 ， 我 们 考虑 两 
个 数值 例子 。 为 了 计算 简便 ， 在 这 些 例 子 中 都 使 用 条 件 最 小 二 习 
估计 方法 . 


序列 D ”第 一 个 例子 涉及 到 序列 D, 它 表 示 从 一 个 化 学 过 程 
每 小 时 读 到 的 “ 非 控 制 ”粘度 .在 第 7 章 中 曾 提出 用 一 个 AR(1) 模 
WY (1—6B)z = Oo ta, 来 描述 , 并 作 了 拟 合 . 在 异常 检测 方法 中 ， 
首先 在 不 存在 异常 值 的 假设 之 下 估计 模型 ， 其 结果 在 表 12 .1(a) 
中 给 出 . 然后 , 利用 62 = 0.08949, 对 每 个 时 刻 t 计 算 (12.2.6) 中 的 
AO 和 IO 统计 量 。 由 临界 值 c= 3.5, 我 们 识别 出 在 时 刻 T= 217 
有 一 个 很 大 的 IO 。 其 影响 可 以 通过 修正 Τ᾽ 时刻 的 残 差 而 去 掉 ， 
于 是 得 到 新 的 估计 52 = 0.08414. AAs. 可 以 计算 出 新 的 异常 
值 统 计量 .在 这 一 阶段 中 没有 异常 值 被 识别 出 。 然 后 估计 时 间 序 
列 参数 和 模型 (12.2.2) 中 的 异常 值 参数 ω, 即 在 下 面 的 模型 


Ye = iB Po + wP ΚΤ + αὐ 


表 12.1 对 序列 C 和 Ὁ 的 异常 值 检 验 和 参数 估计 结果 


参数 “ 异常 值 
θο ϕ wy we wa 62 Wh ὦ A Ἀπ 
(a) 序列 D 
第 一 轮 1.269 0.862 0.0895 217 -1.28 -4.29 10 
(0.258) (0.028) 
终 值 1.181 0.872 -1.296 0.0841 
(0.251) (0.027) (0.292) 
(b) 序列 C 
第 一 轮 0.813 0.0179 58 0.76 5.65 ΙΟ 
(0.038) l 59 -0.51 -4.16 ΙΟ 
60 -0.44 -3.47 IO 
终 值 0.851 0.745 -0.551 -0.455 0.0132 


(0.035) (0.116) (0.120) (0.116) 
* 在 括号 中 是 参数 估计 值 的 标准 差 . 
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中 ,同时 将 它们 估计 出 . 估计 值 在 表 12.1(a) 中 给 出 . 根据 这 些 新 
的 参数 估计 值 和 相应 的 残 差 ， 重复 异 常 值 检测 过 程 ， 没 有 发 现 其 
它 的 异常 值 ,， 因此 最 终 只 有 一 个 IO 型 异常 值 被 识别 出 来 . 调整 这 
个 异常 值 对 于 该 时 间 序 列 模型 参数 估计 值 φ 的 变化 影响 不 大 , 但 
使 σα 的 估计 减少 了 大 约 6% 。 在 异常 值 的 检验 过 程 中 ， 时 刻 t 
=29,113,115,171,268 和 272 的 检验 统计 量 和 的 值 按 绝对 值 稍 大 于 
5.0, 这 意味 着 这 几 个 值 可 能 是 异常 值 ， 但 是 对 这 几 个 值 的 调整 对 
于 模型 的 估计 没有 显著 的 影响 ， 


FAC 我 们 考虑 的 第 二 个 例子 是 序列 C, 它 是 从 一 个 化 工 
生产 中 每 分 钟 读 到 的 “未 控制 ” 温度。 前 文中 对 这 个 序列 识别 和 
拟 合 的 模型 是 ARIMA(1,1,0): (1 一 $B)(1 一 B)z = at 。 假设 无 异 
常 值 时 对 于 该 模型 得 到 的 估计 结果 在 表 12.1(b) 中 给 出 。 通 过 对 
异常 值 检验 统计 量 的 一 系列 计算 ， 并 取 临 界 值 c = 3.5, 我 们 首先 
识别 出 在 时 刻 58 的 IO 异常 值 ， 对 时 刻 58 的 残 差 修正 后 ， 我 们 
得 到 新 的 估计 值 σὲ =0.01521, 下 一 个 识别 出 的 IO 异常 值得 是 在 
时 刻 59. 修正 残 差 . 得 到 新 的 估计 值 52 =0.01409, 于 是 在 时 刻 60 
又 识别 出 另 一 个 IO 异常 值 。 此 后 ， 再 没有 识别 出 其 它 异 常 值 .图 
12.2 给 出 了 在 异常 值 调 整 之 前 ， 用 初始 模型 拟 合 所 得 前 100 个 残 
专 的 时 间 序 列 图 ， 从 图 中 看 到 ， 在 时 刻 58,59 和 60 的 新 息 异 常 值 
是 非常 明显 的 . 

对 该 序列 估计 出 的 时 间 序 列 异 常 值 模型 是 


(1 — B)Y: = 


1 -3 B [or PP? + wP? + we Pi + αι] 

结果 在 表 12.1(b) 中 给 出 。 对 新 估计 的 模型 参数 重复 异常 值 识 别 
过 程 ， 再 没有 异常 值 被 检测 出 。 在 这 个 例子 中 我 们 看 到 ， 异 常 值 
调整 对 于 时 间 序 列 参数 估计 值 ᾧ 的 影响 略 大 于 前 面 的 例子 ,并 使 
o2 的 估计 值 有 显著 地 下 降 (AH 26%) . 


BZH, 001 WHER (OTT VWV Ξ ο HR οτι ΠΗ 


001 06 08 OL 09 ος OF 05 06 01 0 
9 0-- 
ΡῸ- 
"0 一 
AAN AAA „fha ARAM o s 
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11.1 对 存在 缺失 值 ARMA 模型 的 估计 


在 实际 中 的 许多 情形 下 , 由 于 对 应 于 某 些 时 间 点 有 “缺失 值 ”， 
因此 时 间 序 列 2ι 并 不 是 在 等 间隔 的 时 间 上 被 观测 到 .在 本 节 中 ,我 
们 通过 考虑 计算 观测 数据 的 精确 似 然 函数 ， 简 要 地 讨论 这 种 情形 
下 ARIMA(p, ἆ, α) 模型 的 极 大 似 然 估计 . 可 以 证 明 , 在 缺失 数据 的 
情况 下 ,如同 在 5.5 和 5.7 节 中 已 讨论 的 , 利用 模型 的 状态 空间 形式 
及 相关 的 Kalman 滤波 方法 可 以 容易 且 方 便 地 构造 出 似 然 肾 数 , 但 
要 加 以 修改 使 之 适应 于 缺失 数据 。 有关 对 不 规则 间隔 的 观测 值 计 
算 似 然 函数 的 方法 ， 对 此 问题 曾 做 过 研究 的 有 Jones{123],Harvey 
和 Pierse[108],Ansley 和 Kohn[12],[13], 及 Wincke 和 Riensel[205] 。 

我 们 假设 在 不 等 间隔 的 整数 时 间 王 < 妇 < … <tn EAF n 
个 观测 值 ， 它 们 来 自 ARIMA(p,d,9) 过 程 ， 服 从 于 模型 6(B)(1 - 
B)*z, = 二 0(B)a: Η 5.5 4, TH σι 具有 的 状态 空间 模型 形式 由 
下 式 给 出 

Y, = Y,_, + Wa, (12.3.1) 
其 中 z = HY, = [1,0, ,0]Yi, 这 里 Y 是 7 维 状 态 向 量 ，7 = 
max(p+d,q+1). @A;=t:-t-1 记 顾 次 观测 值 zz,-1 和 Ζεν = 
2,… ,nn 之 间 的 时 间 差 .在 (12.3.1) 的 右边 经 过 Ai 次 替代 ， 我 们 
得 到 


A,-1 
Yi = 更 人 Yi + 89, ;= BY, , + af, (12.3.2) 
j=0 


其 中 δ; = $4: 及 at 一 站 Biba, j, HA 


A;-1 
cov[lat | = Σι = σα ` Sitta” 
j=0 


于 是 ， (12.3.2) 和 量 测 方程 z, = HY, 一 起 构成 了 被 观测 时 间 序 
列 数 据 Ztis δέον" νι 的 状态 空间 模型 表示 。 
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因此 ， 如 (5.5.5)—(5.5.8) 的 Kalman 滤波 递 推 公 式 可 以 值 按 
用 来 得 到 状态 预报 μι -+ 和 相应 的 误差 协 方差 阵 ει. T 
是 我 们 由 Kalman 滤波 递 推算 法 ， 很 容易 得 到 基于 过 去 观测 数据 
Zt; 的 预报 值 


Belts. = Elfenn zu] = AY tee, (12.3.3) 
及 误 老 协 方差 阵 
σαυι = ΗΡΙ, A 一 El (ze, 7” lt 1) ] (12.3.4) 


更 具体 地 说 ， 在 缺失 数据 情形 (5.5.5) 和 (5.5.6) 的 修正 公式 为 如 
下 形式 


σι, 一 Vos + Ki(z; 一 HY sti) (12.3.5) 
其 中 
K; =V ae: A [HEV ae, H]? (12.3.6) 
而 预报 方程 (5.5.7) 由 下 式 给 出 


κ - - a: a 
Y tilti 一 ΦΥ, ti = Ye, alts 


p (12.3.7) 
σε = Vi ιν, Bi + δη 


其 中 
V ilt: = [I — KiHIVi,, (12.3.8) 

注意 ， 计算 预报 方程 (12.3.7) 可 以 解释 为 对 j = 1,’ κ. JA; M Kit 
算 提 前 1 期 预报 : 

Ýi tjit = Öit- 

Vi tiltica 一 ΦΥ, ιν τμ, ιδ + oa 
在 这 里 不 需要 作 任 何 修正 ， 因 为 在 时 刻 ti At CARA ΛΠ 
值 来 为 修正 提供 另外 的 信息 . 
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观测 向 量 z' = (ze, Ziar e Zen) 的 精确 似 然 函数 可 由 (12.3.3) 
和 (12.3.4) 中 的 量 得 到 ,这 是 因为 z 的 联合 密度 可 表示 为 当 zt，,， 
… ,Zt 给 定时 zx 的 条 件 密度 的 乘积 ， 这 里 i = 2,… ,n), 这 些 条 
件 密度 都 是 Gauss 型 的 ， (条 件 ) 均值 和 方差 由 (12.3.3)-(12.3.4) 
给 出 。 所 以 观测 z 的 联合 密度 可 表示 为 


τι i n ιν 2 

p(z|¢, 9, σα) 一 [er "ή exp ~ 32 4 ο 
(12.3.9) 
在 (12.3.9) 中 , 量 值 4 ,和 o2wv; 可 直接 由 递 推 滤波 算式 (12.3.5) 


-(12.3.8) 确定 。 对 于 平稳 ARMA(p,q) 模型 的 情形 ， 着 手 滤波 递 
推算 法 所 需要 的 初始 条 件 很 容易 决定 (如 Jones[123]), 但 是 对 于 非 
平稳 ARIMA 模型 的 情形 ， 则 需要 对 过 程 和 初始 条 件 设 定 其 它 假 
设 。 有关 这 种 情形 的 适用 方法 Ansley 和 Kohn[13] 曾 作 过 研究 。 

为 了 说 明 处 理 缺 失 数据 的 方法 ， 作 为 一 个 简单 的 例子 ， 我 们 
考虑 平稳 AR(1) 模型 (1 一 更 B)zs = αι, 这 时 (12.3.2) 直接 写成 ( 例 
im, wy, [168]) 

A;-1 


a4, = bin, t Δ par; (12.3.10) 
j=0 


容易 确定 出 


2 2 _ 02(] ~ $2 人 A:) 


Stilts_1 = boiz, 及 oF = oovi ing (12.3.11) 


因此 ,利用 这 些 Σι, 和 ozvi MIRIAM, (12.3.9) Bu TARA 
值 的 一 阶 自 回归 模型 观测 数据 的 似 然 函 数 . 


ARMA 过 程 缺 失 值 的 侦 计 在 时 间 序 列 缺失 值 的 有 关内 容 
中 ， 常 会 引起 一 个 有 意义 的 相关 问题 ， 即 对 缺失 值 的 估计 。 早 先 
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对 ARIMA 时 间 序 列 缺 失 值 的 插值 问题 是 从 最 小 二 乘 的 角度 加 以 
考察 ， 可 见 Brubacher 和 Tunnicliffe Wilson[66],Damsleth[75]， 以 
及 Abraham[1] .在 状态 空间 表示 的 框架 中 ， 缺 失 值 的 估计 及 相 
μην Kalman 滤波 相 联 系 的 递 推 平 滑 方 
法 导出 ， 比 如 Anderson 和 Mooref5] 所 描述 的 一 般 形 式 。 Harver 
和 Pierse[108], 以 及 Kohn 和 Ansley[129] 更 具体 地 对 ARIMA 模 
型 缺失 数据 的 情形 讨论 了 一 些 方法 . 

但 是 ， 对 于 纯 自 回归 模型 φίΒ)αι = αι, 可 以 得 到 一 些 较为 简 
单 的 显 式 插值 结果 , 例如 ， 在 一 个 AR(p) tEh, RERA T 
有 一 个 缺失 值 ，T 时 刻 之 前 和 之 后 都 至 少 有 pp 个 连续 的 观测 值 ; 
众所周知 (如 见 [66]), 缺失 值 zr 的 最 优 插值 由 下 式 给 出 


Pp 
ĉr = -ds dj(zr-; 十 2745) (12.3.12) 
j=1 


其 中 dj = i, Pihi- p0 = —1, K do =14+ 07, 67, KE Ε[στ-- 
2τ)”] = cado = o2(1+ 71 如)-! . 注意 ，(12.3.12) 中 的 值 可 

以 表示 为 ἔτ = zr- (6(B)O(F) zr /do 插值 误差 等 于 
êr = zr — ĉr = 9(B)O(F zr (12.3.13) 

do 

在 一 般 ARMA 模型 的 情形 ， 包 括 Bruce 和 Martin[67| 在 内 
的 许多 人 都 注意 到 缺失 值 情 形 的 似 然 函 数 结构 与 具有 ΑΟ 的 连 
贯 数据 的 似 然 函 数 表示 有 着 密切 的 联系 ， 只 需 在 每 一 个 缺失 值 对 
应 的 时 点 上 都 将 其 确定 为 附加 异常 值 (AO) 。 因 此 实际 上 ， 在 这 . 
样 一 个 具有 连贯 数据 的 时 间 序 列 附加 异常 值 模型 中 ， 异 常 值 影响 
参数 w 的 估计 对 应 于 缺失 数据 情形 的 插值 误差 . 例如 在 自 回 归 模 
型 的 情形 ， 可 将 (12.3.13) 的 结果 和 由 (12.2.5b) 给 出 的 AO 模型 
的 结果 作 比 较 ， WA, RRM WR wR (12.3.9) 中 的 平方 
和 函数 等 于 对 全 部 连贯 观测 得 出 的 平方 和 ， 且 似 然 函 数 的 求 取 是 
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在 如 下 情形 : 在 出 现 缺 失 值 的 每 一 个 时 点 上 都 假定 有 一 个 附加 蜡 
常 值 ， 而 且 ， 当 时 间 序 列 模型 参数 值 $8 和 6 给 定时 ， 每 个 对 应 
ΑΟ 的 异常 影响 参数 w 都 是 极 大 似 然 估计 。 为 了 加 以 解释 ， 我 们 
用 AR(1) 模型 的 简单 情形 加 以 说 明 ， 在 时 刻 T 有 一 个 单个 孤立 
的 缺失 值 ， 由 (12.3.11) 在 缺失 数据 平方 和 函数 中 的 相关 项 为 


— o? 2 
Se = [(zr — ὢ) — $2r-i] + [στι -- (ze — ὢ)]} 


= (27 — bzr_1)* + (2741 -- φᾶτ)᾽ 
(12.3.14) 
其 中 
w= zr 一 cr- 十 2741) = ZT — Sr 
是 AO 模型 (12.2.1) 中 异常 值 影响 w 的 极 大 似 然 估计 ， (12.3.14) 


的 后 一 式 子 表示 在 时 刻 人 具有 ΑΟ 模型 的 情形 下 ,连贯 数据 情形 
的 平方 和 项 . 
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第 四 部 分 
离散 控制 方案 的 设计 


在 前 面 儿 章 中 我 们 研究 了 离散 时 间 序 列 和 动态 系统 的 建 模 。 
我 们 看 到 ， 一 旦 得 到 恰当 的 模型 之 后 ， 如 何 由 它们 得 出 时 间 序 列 
的 预报 以 及 描述 动态 系统 的 传递 函数 。 但是， 这 些 模型 及 其 操作 
比 这 里 所 指出 的 应 用 具有 更 广泛 的 重要 性 。 我 们 所 提出 的 这 些 构 
想 在 一 类 广泛 的 随机 动态 系统 的 分 析 中 具有 重要 意义 ， 例 如 发 生 
在 经 济 ， 工 程 ， 商 业 和 组 织 研究 中 的 动态 系统 。 

要 对 所 有 的 应 用 都 加 以 详细 说 明 是 不 可 能 的 , 但 是 , 本 书 中 的 
理论 和 实例 希望 能 帮助 读者 将 一 般 方 法 适应 于 自己 的 具体 问题 。 
在 这 样 做 的 过 程 中 ,我 们 已 经 讨论 过 的 动态 随机 模型 往往 可 以 象 
建筑 模块 一 样 联结 在 一 起 ， 用 来 描述 所 研究 的 具体 动态 系统 。 类 
仪 于 我 们 已 经 详细 和 氢 述 过 的 ， 识 别 、 估 计 和 诊断 检验 技术 也 是 建 
立 模型 所 需要 的 。 最 后 ， 递 推 计算 和 在 预测 这 个 一 般 性 题目 下 考 


虑 的 许多 设想 也 会 广泛 地 应 用 于 对 已 拟 合 模型 得 出 一 些 结果 .我 
们 将 通过 反馈 控制 方案 的 设计 来 说 明 进 一 步 应 用 的 可 能 性 ， 并 以 
此 结束 本 书 。 通 观 第 1938, 这 是 前 文 讨论 问题 的 集中 演练 并 在 
全 新 的 应 用 中 尽 可 能 完全 地 给 出 详细 结果 ,我 们 希望 这 是 有 价值 
的 . 
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13 
过 程控 制 的 各 个 方面 


工业 控制 这 个 术语 有 不 同 的 使 用 方式 。 在 涉及 离散 “部 件 ” 
制造 的 工业 生产 中 通常 使 用 的 是 Shewhart 图 和 其 它 控 制图 ， 即 
所 谓 的 统计 过 程控 制 (SPC) . 与 此 不 同 的 是 ， 各 种 形式 的 前 馈 和 
反馈 控制 则 使 用 在 尤其 是 生产 过 程 和 化 学 工业 中 ,我 们 称 为 工程 
过 程控 制 (EPC). 由 于 工程 过 程控 制 常常 是 自动 计算 和 实现 的 ， 
所 以 这 类 控制 有 时 又 称 为 自动 过 程控 制 (APC) . 但 是 , 实现 调整 
所 采用 的 方式 只 是 为 了 使 用 方便 ， 因 此 ， 我 们 不 在 这 里 使 用 这 个 
术语 。 本章 的 目的 是 根据 本 书 前 面 的 讨论 来 深入 地 观察 这 些 控制 
方法 的 统计 内 涵 ， 并 更 好 地 理解 它们 的 关系 和 目标 . 

我 们 首先 考虑 过 程 的 监视 , 可 使 用 Shewhart 控制 图 ， 并 将 它 
与 过 程 调 整 技术 相对 照 . 一 般 的 调节 问题 就 是 通过 操纵 输入 变量 
以 保持 输出 变量 接近 某 一 目标 值 ， 从 而 得 到 反馈 控制 。 我 们 首先 
用 完全 直观 的 方法 来 考虑 这 个 问题 ， 然 后 将 其 与 前 面 讨论 过 的 一 
些 随机 模型 和 传递 函数 模型 联系 起 来 ,得 出 输出 为 最 小 均 方 误差 
(MMSE) 的 控制 方案 。 这 里 引出 的 离散 方案 的 讨论 类 似 于 工程 中 
的 比例 - 积分 (PD 方案 ， 我 们 要 说 明 如 何 利用 PI 控制 对 人 工 调 
整 过 程 设计 出 简单 的 图 形 . 

事实 表明 ， 最 小 均 方 控 制 往往 要 求 对 输入 量 进行 极其 大 的 调 
整 。 因 此 ， 可 以 引入 带 有 约束 的 “最 优 ”方案 ， 它 所 需要 的 调整 
小 得 多 ， 而 代价 只 是 输出 的 均 方 误差 有 微小 的 上 升 . 这 些 带 约束 
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的 方案 一 般 不 是 PI 方案 ， 但 是 在 某 些 重 要 场合 可 以 证 明 ， 适 当 
选择 的 PI 方案 可 以 很 好 地 接近 其 特性 . 

尤其 是 在 涉及 部 件 制造 的 工业 中 ,会 有 与 调整 生产 过 程 相 联 
系 的 固定 代价 ,在 某 些 情形 还 有 与 获得 观测 相 联 系 的 监视 代价 。 
因此 ， 当 我 们 对 反馈 控制 讨论 有 限制 的 调整 方案 时 ， 应 使 得 在 对 
应 场合 全 部 代价 最 小 。 最 后 ， 我 们 利用 Cuscore 图 ， 对 于 参数 值 
的 可 能 变化 考虑 监视 方案 的 一 般 方法 。 更 一 般 的 讨论 可 见 附录 和 
参考 文献 。 


13.1 过 程 监视 和 过 程 调整 


过 程控 制 无 非 是 力图 消除 基本 物理 定律 一 热力 学 第 二 定律 
的 影响 ， 该 定律 指出 ， 如果 任 其 发 展 ， 任 一 系统 的 箭 或 无 序 性 绝 
不 会 降低 ， 而 通常 只 会 增加 . 统计 过 程控 制 (SPC) 和 工程 过 程控 
制 (EPC) 是 与 这 一 定律 抗争 的 两 种 互补 方法 。 SPA 试图 用 过 程 
控制 来 消除 干扰 ,而 EPC 试图 用 过 程 调整 加 以 补偿 (又 见 Box 和 
Κταπιετ[52)) 。 


13.1.1 过 程 监视 


SPC 为 使 过 程 稳定 化 的 策略 是 ， 将 生产 流程 和 原材料 标准 
化 ， 利 用 能 够 设想 并 能 实施 的 手段 (诸如 图 形 ， 检 验 表 ， Parto 
图 ， 因 果 图 等 等 ) 来 寻找 并 消除 故障 原因 (如 可 见 Ishikawa[116]) 
由 于 寻找 可 指明 的 原因 是 枯燥 而 昂贵 的 , 所 以 , 通常 要 等 到 对 稳定 
模型 的 “统计 显著 性 ”偏离 发 生 后 再 进行 查找 ， 这 样 做 是 合乎 情 
理 的 . 这 些 可 通过 使 用 过 程 监 视图 来 实现 , 如 Shewart 图 ，Cusum 
图 和 Robert 的 EWMA 图 。 这 里 所 奉行 哲理 是 “ 没 坏 就 别 修 ”一 
不 要 无 谓 地 调节 过 程 (如 见 Deming[79]) . 

图 13.1 给 出 使 用 Shewhart 控制 图 进行 过 程 监视 的 一 个 例 
子 .。 在 避孕 套 的 生产 线 上 每 隔 2 小 时 取 50 个 产品 来 进行 检验 ， 
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图 weymous (ΕΙ ΗΜΕΝΦ USE 


τοι Æ 


(b) 进展 一 段 时 间 后 的 数据 


(a) 过 程控 制 开 始 之 前 的 数据 
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将 它们 充气 达到 某 个 固定 的 高 压 ， 记 下 爆炸 的 比例 . 图 13.1 给 出 
了 月 动 生产 这 些 产品 的 一 台 机 器 所 取 到 的 数据 . 由 同类 机 器 得 出 
的 研究 表明 ， 如 果 这 一 严格 检验 失败 的 比例 为 p = 0.20, 则 所 生 
产 的 产品 是 高 质量 的 . 

图 13.1(a) 右边 的 棒 图 所 示人 参考 分 布 用 来 描绘 理想 的 过 程 特 
Πε. 这 是 一 个 二 项 分 布 ， 它 给 出 了 p 为 常数 值 0.20 时 在 n=50 的 
随机 样本 中 得 到 失败 比例 的 概率 。 如 果 数 据 的 特征 似乎 是 来 自 这 ， 
一 参考 分 布 的 随机 序列 ， 我 们 就 说 过 程 仍 在 控制 状态 下 ， 不 需要 
采取 任何 行动 。 与 此 相反 ， 如 果 数 据 的 状态 不 象 这 样 ， 而 是 出 现 
了 有 异常 值 或 可 疑 性 状 ， 我 们 就 有 理由 认为 发 生 了 某 些 情况 . 在 实 
际 中 ， 完 整 的 参考 分 布 通常 是 未 知 的 ， 但 可 以 设置 上 下 控制 线 和 
BRA. 在 这 种 情况 下 ， 当 一 条 正 态 曲线 (以 连续 曲线 出 现 ) HS 
考分 布 提 供 了 很 好 的 近似 ， 则 这 些 控制 线 通 常设 为 420 和 土 30， 
其 中 o = VYp(1 一 p)/n 是 二 项 分 布 样本 比例 的 标准 差 。 在 这 个 例 
子 中 ，p = 0.20,n = 50, 可 以 得 出 o = 0.057. 图 13.1(a) 说 明 在 开 
始 阶 段 ， 过 程 严重 失控 ， 未 通过 检测 的 比例 高 达 50%. 4 20 小 
时 运行 后 所 做 的 过 程 调整 把 次 品 数量 降低 到 约 40%, 但 仍 需 要 进 
一 步 的 改变 ， 以 使 过 程 达到 理想 水 平 p = 0.20 的 控制 状态 。 通 过 
一 系列 的 处 理 行动 ， 最 终 达 到 了 这 一 目的 ， 图 13.1(b) 给 出 了 后 
一 阶段 进展 中 的 过 程 运行 。 尽管 该 系统 现在 看 来 大 概 是 处 于 理想 
控制 状态 ， 但 是 应 注意 到 ， 图 中 第 10 个 点 落 在 +30 线 的 下 限 之 
外 . 接 下 来 的 研究 表明 ， 这 一 异常 点 是 由 检测 过 程 引 起 的 。 在 供 
气 线 上 发 生 了 一 次 故障 ， 从 而 当时 检测 避孕 套 的 气压 大 大 降低 ， 
导致 次 品 比例 错误 地 降低 . 经 过 采取 纠正 行动 对 系统 进行 修正 ， 
使 得 检测 机 器 只 在 气压 正确 设置 时 才能 运行 ， 这 样 就 保证 了 这 一 
具体 错误 不 会 再 次 发 生 . 

这 种 监视 过 程 显然 是 很 有 价值 的 . 依 Shewhart[177] 和 Dem- 
ἱπρ|79] 所 述 , 我 们 称 过 程 处 于 控制 状态 的 偏离 (此 例 中 n= 50, p = 
0.20 时 的 二 项 偏离 ) 是 由 一 般 原因 所 致 。 存 在 一 般 原 因 的 系统 只 
能 被 那些 影响 系统 的 处 理 行动 所 改变 。 因 此 ， 如 果 可 接受 的 次 品 
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BMA 10% 时 ,可 以 引入 一 种 新 的 检测 机 器 。 这 时 一 般 原 因 的 偏 
离 就 是 p = 0.10 的 二 项 偏离 . 


通过 使 用 图 形 而 发 现 的 供 气 线 上 的 故障 称 之 为 特定 ”原因 . 
经 过 适当 的 “检测 ”工作 ， 设 备 操 作者 通常 可 以 找到 并 消除 特定 
原因 . 因此 , 过 程 监 视 的 目的 是 ，(1) 建立 并 持续 地 保证 通常 的 理 
想 状态 使 系统 维持 运行 ， (2) 寻找 那些 不 大 可 能 是 偶发 的 偏离 ， 
它们 可 以 引导 跟踪 并 消除 出 现 故障 的 可 指明 原因 ， 


13.1.2 过 程 调整 


尽管 我 们 必须 经 常 地 作出 不 懈 的 努力 来 消除 偏差 的 原因 ， 上 比 
如 ， 令 人 不 满意 的 检测 方法 ， 原 材料 的 差异 ， 操 作 员 的 差异 ， 等 
等 . 但 通过 这 种 方法 仍 不 能 使 某 些 过 程 达到 满意 的 稳定 状态 ΒΗ 
使 我 们 尽 了 最 大 的 努力 ， 过 程 总 还 是 有 偏离 目标 的 趋势 . 这 可 归 
因 于 那些 已 知 但 不 可 控 的 现象 ， 比 如 周围 温度 、 湿 度 的 变化 ， 原 
材料 的 质量 ， 等 等 ， 或 者 是 当前 尚未 知 的 原因 。 在 这 种 情况 下， 
一 些 对 过 程 的 调整 或 对 系统 的 校正 是 必要 的 . 在 这 里 通过 对 某 些 
附加 变量 的 操作 ， 来 补偿 质量 特征 的 偏差 . 

为 了 确定 思想 ， 我 们 首先 在 纯 经 验 的 基础 上 介绍 一 个 简单 的 
反馈 方案 ， 理 论 上 的 合理 性 留待 以 后 。 考 虑 图 13.2 所 示 的 测量 
数据 ， 这 是 在 等 间隔 时 间 上 所 取 的 某 种 很 薄 的 金属 膜 的 厚度 . 
其 质量 特征 已 严重 失控 , 但 标准 的 处 理 方法 又 不 能 使 它 稳定 下 来 
(Box[36]) 。 假 设 扰 动 Ni 定义 为 没有 进行 调整 时 质量 特征 对 其 目 
标 值 的 偏离 ， 也 即 N 是 隐 含 的 噪声 过 程 。 在 假设 有 一 个 可 控 变 
量 一 沉淀 速度 头 一 可 以 方便 地 用 于 调节 厚度 , 每 一 单位 的 XX 变 
化 会 引起 厚度 g 个 单位 的 变化 ， 并 且 在 一 个 时 间 问 隔 内 便 能 完全 
生效 。 如 果 在 t 时 刻 令 X 等 于 Χι, 那么 ,在 + 十 1 时刻 自 目标 值 


°* 也 称 “ 可 指明 ”原因 .但 是 有 时 我 们 面临 的 系统 显然 不 在 控制 状态 下 ， 而 
我 们 又 找 不 出 原因 . 所 以 我 们 仍 用 Deming 不 过 分 乐观 的 词 一 “特定 (special) . 
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图 13.2 未 进行 调整 的 100 个 金属 薄膜 厚度 值 


差 的 偏 为 et+l = Ye T, 在 调整 后 将 成 为 
Et 二 1 = σχι + Nes (13.1.1) 


现在 假设 在 t 时 刻 你 可 以 通过 某 种 方式 对 Ni+l 计算 一 个 估计 值 
(预报 值 ) Ne(1), 并 且 该 预报 的 误差 为 e(1), 从 而 


Νμμι =°Ni(1) + οι(1) (13.1.2) 
那么 ， 由 (13.1.1) 和 (13.1.2), 
et41 一 9X + Νε(1) + e(l) (13.1.3) 


HR, WRX 可 以 调整 以 使 在 t 时 刻 有 
X = —<Mi(1) (13.1.4) 
则 对 于 调整 后 的 过 程 有 
€t41 = ει(1) (13.1.5) 


因此 在 进行 调整 后 ， 过 程 对 目标 值 的 偏差 es+l 就 是 对 Neri 的 预 
报 误 老 ei(1), 而 不 是 过 程 未 调整 时 测 得 的 偏差 Νε. 
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如 果 我 们 用 一 个 或 多 个 已 知 的 干扰 输入 因子 (如 周围 温度 ) 的 
测量 来 计算 Ni 的 估计 值 Ni(1), 这 样 我 们 就 有 了 一 个 前 馈 控 制 
的 例子 。 如 果 Nig, 的 估计 值 Ni(1) 只 是 值 接 或 间接 地 使 用 输出 
扰动 的 当前 和 过 去 值 Ne, N_i Νε ,那么 ,方程 (13.1.4) 就 定 
义 了 一 个 反馈 控制 系统 。 一 个 混合 的 前 馈 反馈 控制 系统 同时 使 用 
两 种 数据 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 这 里 只 考虑 反馈 控制 的 情形 . 


13.2 使 用 反馈 控制 的 过 程 调 整 


经 验 调整 的 引入 (13.1.4) 中 的 估计 值 Νι(1) 常常 可 以 适当 
使 用 其 过 去 值 Vi, Νε ι, N_ ο, 的 某 种 加 权 平 均 得 出 . 特别 地 ， 
指数 加 权 滑 动 平 均 (EWMA) 在 直观 上 具有 吸引 力 ， 因 为 它 对 最 
近 发 生 的 数据 赋予 了 最 大 的 权重 .假设 NM.(1) 是 一 个 EWMA， 


Ni(1) = λ(Νι +0Ni-1 +ON +…)  (0<0<1) (13.2.1) 


其 中 9 是 平滑 常数 ， 入 =1 一 0 . 

我 们 首先 考虑 工业 过 程 中 很 常见 的 一 种 情况 ， 即 调整 是 在 每 
一 个 观测 到 手 时 持续 进行 的 . 然后 利用 (13.1.4) A, t 时 刻 作出 
的 调整 (沉淀 速度 的 变化 ) 将 由 下 式 绘 出 


Xe 一 Χι 1 -σίδια) 一 M-1(1)] (13.2.2) 


现在 有 了 预报 误差 ei_1(1) = Ni 一 M-a(1), 可 以 把 一 个 EWMA 
预报 的 修正 公式 写 为 


ΝΗ1) — Ni_1(1) = Aez_1 (1) (13.2.3) 


因此 ， 对 于 使 用 了 补偿 变量 X RITHM {Νε} 的 EWMA 反馈 
方案 ， 所 要 求 的 反馈 量 应 满足 


λ λ 
Χι 一 Χα = T71) = gt (13.2.4) 
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对 于 金属 沉淀 过 程 而 言 ，g = 1.2, 入 = 0.2, RT = 80, 因此 ， 调 整 
方程 为 
Χι 一 Xt-1 = -ae (13.2.5) 


13.2.1 反馈 调整 


如 图 13.3 所 示 ， 这 类 调整 非常 容易 使 用 。 图 中 是 对 前 面 给 出 
的 金属 膜 厚度 一 例 的 人 工 反馈 调整 图 (Box 和 Jenkins[48]) ,在 使 
用 时 ， 操 作 人 员 记 下 厚度 的 上 一 个 值 ， 并 从 调整 刻度 上 读 出 他 或 
她 当前 应 该 对 沉淀 速度 增加 或 减少 的 适当 读数 . 例如， 所 记录 的 
第 一 个 厚度 80 正好 是 目标 值 ， 所 以 无 须 采 取 行动 。 第 二 个 值 92 
比 目 标 值 高 12 个 单位 ， 故 εὐ = 12, 左边 刻度 上 相应 的 沉淀 速度 
调整 为 Xz --Χι-- -2 。 所 以 操作 员 现 在 应 使 沉淀 速度 从 其 原来 
水 平 减少 2 个 单位 . 

注意 ， 这 个 图 中 所 示 的 顺 次 记录 的 厚度 值 是 调整 以 后 实际 发 
生 的 读数 ， 当 然 从 图 上 看 不 到 隐 含 的 扰动 。 在 这 个 例子 中 ， 这 个 
图 在 观测 记录 期 间 使 均 方 误差 减 小 了 超过 五 倍 . 现在 调整 后 厚度 
的 标准 差 只 有 ce = 11 。 请 注意 以 下 几 点 : 

1. 该 图 并 不 比 Shewhart 图 更 难 使 用 。 

2. 尽 管 “直观 ”调整 为 -(1/g)es = 一 jet( 相 应 于 Deming 所 


--Ί101ε 140 

—84f 130 调整 后 的 厚度 
-6 
一 4E100 „i Ar F 1 
-21190 Am A, Ἁ κ. ANA DRERI ΛΑ 
ojpao <ii ee te Ἐπ ΓΕ ARAT EE 
429-70 ἱ iS oF aay 


ΝΕ a FE Ξί 


+4 


+84 30 
+1075 2 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 


t — 


图 13.3 厚度 的 人 工 调 整 图 ， 使 操作 员 可 以 读 到 沉淀 速度 的 适当 改变 量 


称 的 “修补 ”(tinkering), 由 式 (13.2.4) 给 出 的 调整 为 —(A/g)e = 
一 86: 。 因 此 它 用 的 是 相对 于 日 标 值 偏离 且 打 了 折扣 或 减弱 了 的 
估计 值 和 ei, 以 此 来 决定 适当 的 调整 ， 其 折扣 因子 和 为 1 一 0 6 是 
噪声 EWMA 估计 的 平滑 常数 . 

3. 通 过 对 (13.2.4) 求 和 ， 我 们 看 到 上 时刻 的 全 部 调整 为 


t 
Xp = Κο thr Ὁ ει (13.2.6) 
i=l 
其 中 ko = Xoki = 一 A/g 。 因 此 这 个 调整 过 程 依赖 于 调整 误差 的 
累积 和 ， 常 数 kz 确定 了 “直观 ”调整 被 折扣 了 多 少 。 

4. 由 前 面 的 调整 可 知 ， 这 一 调整 等 价 于 在 时 刻 t 用 过 去 值 的 
指数 加 权 平 均 来 估计 下 一 个 未 调整 的 扰动 Ni+1 值 ， 并 利用 这 个 
估计 值 来 作出 适当 的 调整 . 在 图 13.4 中 对 金属 膜 厚 度 一 例 作 了 详 
细 说 明 。 注意 ， 在 这 一 初步 讨论 中 ， 我 们 并 没有 对 该 过 程 直接 假 
设 任何 具体 的 最 优 属性 。 在 某 种 程度 上 ， 可 以 从 解释 其 显著 稳健 
性 的 角度 加 以 讨论 ， 这 些 在 后 文 将 讨论 。 

总 结 如 下 : 

1. 对 于 过 程 监视 ,我 们 所 指 的 是 比如 Shewhart 图 或 Cuscore 
图 (Box 和 Ramirez[57]) 的 使 用 。 这 些 方法 用 来 不 断 地 检查 描述 
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图 13.4 ”虚线 所 示 为 由 图 13.3 人 工 调 整 得 到 的 总 调整 量 Ν.(ἱ)-- -οχι 
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系统 理想 稳定 状态 的 模型 : 例如 ， 在 固定 目标 全 附近 的 正 态 独立 
同 分 布 (NID) 偏差 。 使 用 这 些 图 可 以 引导 消除 由 异常 表现 所 指 
出 的 特殊 原因 . 为 了 判断 异常 表现 是 否 足 以 引起 注意 ， 可 由 一 个 
类 似 于 假设 检验 的 过 程 来 决定 。 其 特征 是 通过 概率 形式 加 以 描述 
(例如 ， 一 个 点 落 在 Shewhart 图 30 限 以 外 的 概率 ) 。 

2. 对 于 过 程 调 整 , 我 们 所 指 的 是 用 反馈 或 前 馈 控 制 , 或 二 者 结 
合 来 保持 过 程 尽 可 能 地 接近 某 一 理想 县 标 值 。 过 程 调整 使 用 了 统 
计 估 计 (预报 ) 系统 ， 而 不 是 假设 检验 系统 .其 特征 是 由 例如 输出 
的 均 方 误差 来 描述 的 。 对 应 于 假设 检验 和 估计 的 互补 性 ， 过 程 监 
视 和 过 程 调 整 也 是 互补 的 ， 而 不 是 相互 竞争 的 (如 见 Box[35]) . 
我 们 将 在 本 章 的 后 面 做 更 详细 地 讨论 . 


13.2.2 反馈 闭环 建 模 


图 13.5 所 示 为 一 个 更 一 般 的 反馈 控制 系统 ， 该 过 程 受 到 扰 
动 的 影响 ， 在 没有 补偿 行为 时 ， 扰 动 会 使 输出 的 质量 特征 以 量 值 
Νι 偏离 其 目标 。 因此， {Ni} 就 是 这 样 的 一 个 时 间 序列 ， 它 说 明 
了 当 不 施加 控制 时 输出 将 会 发 生 什 么 。 事 实 上 ， 可 以 操纵 一 个 补 
偿 变量 X (我 们 例子 中 的 沉淀 速度 ) 来 尽 可 能 地 抵消 这 一 扰动 。 
X 的 变化 贯穿 过 程 始终 ， 并 通过 其 动态 作用 对 t 时 刻 输出 形成 一 
个 补偿 量 3%( 仍 由 对 目标 值 的 偏 高 来 度量 ) 。 从 补偿 γι 中 抵消 护 
动 的 不 足 部 分 ， 便 是 误差 或 对 目标 值 的 偏离 ef = γν- Τ, 它 等 于 
e = Ni 十] 。 控制 器 就 是 这 样 的 一 些 装置 (自动 的 或 人 工 的 ), 它 
使 控制 方程 Xt = (es et- …:) 生效 ， 而 控制 方程 根据 现在 和 过 
去 误差 来 调整 输出 . 

一 种 在 工业 过 程 中 使 用 了 多 年 的 装置 是 三 项 控制 器 。 这 种 控 
制 器 通常 是 自动 操作 的 . 使 用 连续 而 不 是 离散 的 测量 和 调整 ， 如 
Ke 是 t 时 刻 输 出 的 误差 ， 则 控制 行为 可 由 e 自身 ,或 e 关于 时 
间 的 积分 或 微分 的 比例 而 作出 .一 个 三 项 控制 器 使 用 的 是 这 些 控 
制 行为 模型 的 线性 组 合 ， 因 此 ， 如 果 X 表示 t 时 刻 操纵 变量 的 
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ει = Net: 


控制 方程 


Χι = ]ίεινει-.1ν’' 9) 


A135 反馈 控制 环 
水 平 ， 那 么 控制 方程 形式 为 


d 
X: = ko + ko +kpe + ki fea (13.2.7) 


这 里 kp,kp 和 kr 都 是 常数 。 通 常 只 使 用 三 项 模型 中 的 一 项 或 两 
项 控制 行为 。 具 体 地 ， 若 只 有 kr 非 零 (ka = 0, Kp = 0) , 我 们 得 
到 积分 控制 。 若 只 有 κι 和 kp 非 零 (kp = 0), 我 们 得 到 比例 - 积 
分 (PI) 控制 . 

注意 ， 在 我 们 刚刚 讨论 的 例子 中 ， 任 何 调整 结果 在 一 个 时 间 
间隔 内 对 输出 完全 生效 ， 过 程 的 动态 特性 表示 为 = οχι = 
gBX,. (13.2.6) 中 的 控制 方程 X, = Κο tk ei 就 是 这 个 控制 工 
程 中 积分 控制 的 离散 形式 . 

一 般 地 ， (13.2.7) 的 离散 形式 为 


Xt = ko + kpVe + kpe + ΚΙ} ει 


或 者 用 调整 的 形式 给 出 


Zi = Χι- Xi = kpV*er + kpVe + kret 


= C1 €¢ + C2€j_1 + C3€t-2 
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其 中 οι, ο) 和 cs 是 适当 常数 。 不 难 料想 ， 这 种 控制 方法 具有 相当 
高 的 实用 价值 . 


13.2.3 扰动 和 动态 特性 的 简单 模型 


到 目前 为 止 , 我 们 已 在 完全 经 验 的 基础 上 介绍 了 一 个 简单 的 
反馈 控制 系统 。 这 种 系统 的 效率 取决 于 扰动 和 过 程 的 动态 特征 . 
从 理论 的 角度 来 看 ， 我 们 可 以 对 噪声 和 动态 特征 考虑 非常 一 般 的 
模型 ， 然 后 根据 某 些 准则 找到 使 系统 最 优 的 控制 方程 .但 是 这 些 
模型 的 实际 效率 往往 取决 于 ， 模 型 及 “最 优 ”准则 是 否 具 有 广泛 
的 科学 含义 ， 模 型 对 理想 目标 的 可 能 偏差 是 否 稳 健 . 一 开始 从 单 
纯 常 识 角 度 讨 论 控 制 过 程 时 ， 我 们 就 将 此 牢记 于 心 ， 今 后 在 为 扰 
动 和 过 程 动态 选择 模型 时 ， 我 们 将 一 如 既往 . 

用 方差 图 来 刻 划 适当 的 扰动 模型 ”一 种 有 助 于 刻 划 过 程 扰动 
的 工具 是 标准 化 的 方差 图 ， 它 所 度量 的 是 相隔 πι PRAM EN 
方差 与 相隔 1 步 观 测 之 差 的 方差 二 者 之 比 : 
var[|Ni+m — Ni] _ Vm 


Gm = : = 一 一 
var[Ne+1 -一 Νι] Vi 


(13.2.8) 
对 于 平稳 过 程 ， G 是 自 相 关 函 数 的 一 个 简单 画 数 。 事实 上 ， 
Gm = (1 一 pm)/(1 一 p1) 。 但 是 ， 方 差 图 不 仅 可 以 用 于 刻 划 平稳 
特征 ， 还 可 以 用 于 刻 划 非 平稳 特征 。 图 13.6 所 示 为 从 目标 值 开 始 
的 100 个 观测 值 的 实现 ， 它 们 是 由 如 下 各 模型 生成 : (a) 白 噪 声 
WH, (b) 一 阶 自 回归 过 程 ， 及 (c,d,e,f)IMA(0,1,1) 过 程 ， 分 别 具 
有 A= 0.1,0.2,0.3,0.4 。 图 中 还 给 出 了 这 些 时 间 序 列 模型 相应 的 
标准 化 方差 图 . 

在 某 种 想象 的 世界 里 ， 我 们 可 以 一 劳 永 逸 地 确定 一 台 机 器 的 
控制 ， 并 且 将 一 组 指令 给 予 一 个 永远 警 党 、 永 不 遗忘 的 操作 员 ， 
由 此 将 会 得 到 完全 稳定 的 过 程 . 在 这 种 情况 下 ， 扰 动 可 以 由 白 品 
声 来 表示 ， 它 相应 的 标准 化 方差 图 G 将 独立 于 m 并 等 于 1. 但 
是 在 现实 世界 里 ， 生 产 中 放任 自由 的 机 器 会 逐渐 失去 调节 并 被 损 
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19.6 ARE, ABA ΙΜΑ(Ο,1 1) 时 间 序 列 的 实现 及 理论 方差 图 


坏 ， 放 任 自由 的 人 们 会 逐渐 忘掉 指令 和 联络 。 因此 对 于 一 个 未 控 
制 的 扰动 ， 可 以 料想 方差 图 以 某 种 形式 单调 上 升 . 对 于 一 个 线性 
平稳 模型 我 们 得 不 到 这 样 的 方差 图 ， 因 为 尽管 G 在 开始 时 随 着 
πι 而 增加 ， 但 它 总 会 达到 某 一 渐 近 线 , 这 一 过 程 可 以 非常 迅速 的 
发 生 ， 甚 至 在 顺序 观测 高 度 正 相关 时 也 是 如 此 。 图 中 所 示 的 一 阶 
平稳 自 相关 时 间 序 列 模型 N, = 0.9Νε 1 αι 的 方差 图 说 明了 这 一 
κ. 在 此 例 中 , 尽管 对 目标 偏差 顺序 值 Ni 的 目 相 关系 数 为 0.9,G 
ME 20 步 之 后 就 已 处 于 其 渐 近 值 的 5% 之 内 了 。 这 意味 着 ， 比 
如 ， 对 于 该 模型 生成 的 观测 值 ， 100 步 之 后 与 20 步 之 后 就 没有 
差别 了 . 
对 于 焰 持 续 增长 的 无 控制 系统 ， 其 特征 可 以 通过 把 扰动 考虑 
为 包含 两 个 部 分 的 模型 来 近似 : 一 个 瞬时 部 分 δι 和 一 个 非 瞬时 
部 分 We: 
N; = δι + w (13.2.9) 
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瞬时 部 分 六 仅 与 第 了 上 个 观测 值 相 联系 ， 且 假设 它 独立 于 其 它 时 刻 
的 观测 . 一 般 引 起 b 的 原因 是 测量 和 抽样 误差 . 我 们 把 这 一 瞬时 
性 部 分 表示 为 随机 抽取 一 个 零 均 值 方差 为 cg 的 分 布 . 


“粘性 新 息 ”模型 ” 非 瞬时 部 分 w 所 表示 的 是 新 息 ， 它 不 时 
地 进入 系统 中 ， 并 粘着 在 那里 。 这 些 “ 粘 性 ”新 息 可 能 来 自 多 种 
原因 ， 比 如 磨损 ， 腐 独 ， 人 为 失误 等 等 。 例 如 ， 汽 车 轮胎 碰 到 尖 
利 的 石头 后 ， 轮 胎 花 纹 就 受到 些许 损伤 ; 一 个 主动 轴 表 面 由 于 腐 
蚀 而 出 现 的 小 坑 会 保留 在 那里 ; 在 一 个 医院 里 ， 取 血压 的 标准 过 
程 中 某 个 细节 被 遗 读 后 就 长 久 地 被 遗漏 或 改变 。 正 是 这 些 非 瞬时 
或 粘性 新 息 构成 了 我 们 希望 将 其 消除 的 非 需 要 信号 . 每 个 系统 都 
受制 于 这 种 影响 。 如果 不 采取 行动 来 制止 它们 ， 将 持续 地 使 焕 提 
高 。 Barnard[21] 给 出 了 粘性 新 息 的 模型 ， 其 方差 图 随 着 m 线性 
EA. 这 种 模型 的 一 个 特例 是 IMA(0,1,1) 模型 


Νι 一 Νε ι = αι 一 θαι. ι (13.2.10) 
它 可 以 用 于 近似 该 模型 .因为 对 于 这 一 模型 来 说 ， 具 有 平滑 参数 
6 方程 (13.2.1) 的 EWMA 提供 了 一 个 最 小 均 方 误差 (MMSE) 预 
18, MRR ει ι(1) = a: 。 所 以 具有 Κι = 一 A/g 的 (13.2.6) 的 
离散 “积分 控制 器 ”形成 了 e = at 的 MMSE 控制 器 。 这 是 一 般 


MMSE 线性 反馈 控制 方案 的 一 个 特例 ， 我 们 以 后 将 更 正式 地 讨 
论 . 


动态 特性 ”在 (13.2.6) 积分 方案 的 讨论 中 ， 我 们 假设 对 系统 
输入 的 任 一 变化 都 会 在 一 个 时 间 间 也 内 对 输出 完全 生效 ,因此 响 
应 效果 V 的 假设 动态 方程 为 


一 个 更 一 般 的 假设 是 系统 可 以 描述 为 一 阶 差 分 方程 
(1+ ἐν)». = οΒΧιι (13.2.12) 


[如 见 (10.5.6)] 或 等 价 地 ， 
(1 — δΒ)}; = (1 --δ)ᾳΒΧιι (-1< ô< 1) (13.2.13) 
Ep é=6/(1— 6) RE, 6=6/14+6). 在 这 种 情形 下 ,在 
t+1 时 刻 [参见 (13.1.1)] 对 目标 的 偏离 经 调整 后 为 
έε 1 = Vera + Negi 


从 而 
a = ME 0)9 
{41 一 1—6B 
其 中 ON, (1) 是 在 时 刻 t 作 出 的 Νι 的 某 种 预报 , 预报 误差 为 ei(1). 
如 果 我 们 使 用 调整 方程 


Χιν + Ne(1) + ez(1) 


Χα — Xt = ft = -a lAa) - M-1(1)] 
可 知 , 对 目标 的 偏离 e+1 等 于 预报 误差 ei(1) . 这 样 我 们 又 可 以 用 
预报 Ne 时 的 误差 来 代替 偏差 Niu. AS. 具体 地 ， 如 果 N,(1) 
是 平滑 参数 为 9 的 一 个 EWMA WR, HHA=1-0, 那么 A 
用 (13.2.3), 有 


AQ = 6B). _ AG — 4) + 6V 
g- ο gi-d) | 


最 后 ， Bi Νι 可 以 表示 为 一 个 IMA(0,1,1) 过 程 ， 参数 为 6, ΠΝ Et = Qt, 
且 这 一 调整 会 得 到 MMSE 控制 。 对 (13.2.14) 求 和 ， 我 们 得 到 


T; = (1--Β}Χι 一 


(13.2.14) 


t 
Xi = ko + kpe + ki Y ει (13.2.15) 


i=1 


其 中 
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控制 方程 (19.2.19) 得 到 了 与 前 面 提 到 的 连续 比例 积分 (PI) 控制 
的 相似 形式 ， 因 此 被 称 为 (离散 )PI 控制 . 
注意 ， 相 应 于 离散 积分 控制 和 比例 积分 控制 的 调整 方程 尽管 
存在 着 重要 差异 ， 但 它们 都 是 极其 简单 和 直观 的 。 对 于 离散 积分 
控制 
Tt σιει ( 其 中 cl = ky) 


对 于 比例 积分 控制 
Le = C1€t + C2€t-1 ( 其 中 cl = kr + kp 和 ca = 一 kp) 


这 样 它 们 分 别 使 调整 量 zi; OPE KRM EA RZ. 
13.2.4 一 般 最 小 均 方 误差 反馈 控制 方案 


前 面 提 到 , 对 于 第 4 章 和 第 10 章 所 讨论 的 更 一 般 的 随机 线性 
动态 模型 而 言 ， 推 导 理 论 上 的 最 小 均 方 误差 控制 方案 并 不 困难 . 
假设 可 控制 输入 变量 为 Χι, 其 调整 序列 的 响应 由 动态 传递 函数 关 
R (10.2.3) 表示 ， 写 作 


γι = Ly*(B)L2(B) BI" X 


其 中 L1(B) M Ι2(Β) 是 B 的 多 项 式 ， 这 一 关系 允许 响应 中 有 P 
期 停滞 时 间 。 假 设 噪 声 或 过 程 扰动 人 可 用 线性 随机 ARIMA 
过 程 表示 ， 定 义 为 


= 9 1(B)0(B)as = (1+ >  ψιΒῆα, 


i=1 


其 中 αι BARRE. 那么 ， 输 出 误差 €t+f41 二 γι 一 了 ,在 
t+ ff 十 1 时刻 可 以 写 为 


eet pty = Virja + Mega = Ly (B)La(B)Xir + Nespas 
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现在 我 们 可 以 写成 Nez par = Ne(f+1)+e(f4+1), 其 中 Ñf 
1) 是 时 刻 t 对 Nersa 的 预报 ， e:(f 十 1) 是 提前 f 十 1 期 外 推 预 
RRE. RE Nis 在 时 刻 t 是 未 知 的， 但 它 的 最 小 均 方 误差 
预报 Ni(f +1) 可 以 由 误差 序列 &4,et_1,6_2,… 推出 ， 这 些 是 已 
观测 到 的 。 因此， 控制 方程 Xi+ = 一 L1(B)Lz1(B) 和 Ni(f 十 1) 将 会 
在 时 刻 t 十 f+1 对 输出 产生 一 个 作用 来 抵消 噪声 的 f 十 1 期 外 推 
预报 ， 从 而 输出 的 误差 就 是 Gp = ει(/ -Ε 1), 即 预报 误差 为 
了 用 误差 序列 ει 来 表示 控制 方程 ， 我 们 可 以 写 为 


ει = et_f-i1(f + 1) = a tpit +--+ ψαι / = L4(B)a, 
及 
Ni(f +1) = Ψῃῃιαι + ψρῃραι..1 +: = La(B)er 
其 中 算 子 模型 L3(B) 和 Γα(Β) 由 噪声 过 程 模 型 Νι-- ᾳ-1(Β)θ(Β)αι 
= 8$(B)at 所 确定 。 因 此 我 们 有 
. Ñ(f +1) = L3(B)L7 (Bye 
从 而 最 小 均 方 误差 (MMSE) 反馈 控制 方案 为 
_£(B)L3(B) | 
L2(B)L4(B) * 
作为 另 一 种 方便 的 款 换 方式 ， 我 们 可 以 用 上 时 刻 作 出 的 调整 αι = 
Xi 一 AI+ 来 定义 控制 行动 
_ _L(B)Ls(B)( - B), 
'  Da(B)Ly(B) * 


Pil: 有 停滞 时 间 的 模型 ”具体 地 说 ， 上 面 使 用 的 一 般 动态 模 
型 允许 “停滞 时 间 ”一 即 对 调整 的 响应 有 纯 延 迟 . 为 了 举例 说 明 
方程 (13.2.16) 的 应 用 ， 考 虑 一 个 一 阶 系统 ， 影 响 它 的 纯 延 迟 在 第 
f 和 第 f+ 1 和 单位 间隔 之 间 ， 从 而 


(1 -- δΒ)}», = g(1 — 6)[(1 —v) + νΕ]Β/Χ,; ι (13.2.17) 


Xt4 一 (13.2.16) 
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将 它 和 方程 (13.2.10) 的 扰动 模型 IMA(0,1,1) 合并 起 来 , 我 们 可 以 
用 上 面 的 一 般 推导 来 得 到 最 小 均 方 误差 控制 方案 . 用 一 般 模 型 来 
表示 , 我 们 有 L2(B)/L1(B) = g(1 一 6)(1 一 vY)/(1 一 6B),IMA 噪声 
模型 得 出 和 N(f 二 1) 一 Ne-1(f +1) = λαι, 从 而 ζα(Β) = A/(1 — B), 
还 有 


e palf + 1) = [1 + λ(Β + B? 十 see + B’ ja: = Γι(ΏΒ)αι 
因此 ,对 于 调整 zt 我 们 有 关系 式 Γο(Β)]α(Βλαι = —-L,(B)L3(B)(1 
— Bee, 并 得 到 MMSE 控制 方程 为 


(l—vV)[1+A(B + B? +--+ Blyja, = -- (1 一 5B)e 


g(1 — ô) 
因此 这 一 最 优 控 制 方案 不 是 PI 而 是 形 如 
Tt = 1. 1 + CoTe_-2p H- + Cf@i—f—1 + cler: — δει. ι) (13.2.18) 


这 里 c= -A/[g(1-5)] = kr +kp . 

Fearn 和 Maris[90] 给 出 了 一 个 有 趣 的 例子 ， 所 描述 的 是 一 个 
MMSE 方案 , 被 应 用 于 在 面粉 厂 中 控制 向 做 面包 的 面粉 中 添加 面 
筋 ， 这 里 的 目的 是 使 面粉 中 的 蛋白 质 含量 尽 可 能 接近 目标 。 详 细 
的 研究 过 程 表 明 ， 对 于 该 过 程 的 恰当 近似 为 6 = 0,v = 0,f = 1， 
及 A= 0.25(9 = 0.75) 。 因 此 调整 方程 为 


0.25 
Xt = —0.2524_4 一 τα“ (13.2.19) 


经 过 对 该 方案 的 大 量 检验 ， 作 者 指出 它 在 很 大 范围 的 生产 条 件 下 
都 运作 和 良好， 并且 对 于 参数 的 适度 变化 是 稳健 的 .。 

这 个 面粉 生产 的 例子 并 未 得 出 PI 方案, 然而 应 注意 , 调整 方 
程 可 写 为 rm: 一 -(1+AB)-1(MMg)et = --(1--λΒ:ελ3Β3-.....γ(λ/α)ει . 
对 于 相当 小 的 A = 0.25, 如 果 我 们 截 掉 第 一 项 以 后 的 展 式 ， 则 可 
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以 得 到 PI 方案 αι = ciet 十 c2et_1, 其 中 οι = —A/g,cg = A /g. X 
际 中 这 个 PI 方案 的 特征 几乎 等 同 于 (13.2.19) 。 更 一 般 地 ， 我 们 
可 以 发 现 PI 方案 对 于 某 些 简单 模型 来 说 ， 除 了 它们 得 到 MMSE 
方案 以 外 ， 还 具有 别 的 重要 性 。 因此， 我 们 下 面 考 虑 如 何 利用 简 
单 的 反馈 控制 图 来 使 PI 方案 生效 . 


13.2.5 离散 比例 积分 方案 的 人 工 调整 


离散 PI 方案 (13.2.15) 的 控制 方程 Tt = Xt — ει 还 可 以 写 
为 
zi = —G(l+ ΡΝ)ε, (13.2.20) 


其 中 


k 
-G = κ] 和 å P= 


一 一 - 13.2.21 
z (13.2.21) 


或 等 价 地 ki = -G M kp = 一 PG, 对 于 纯 积 分 控制 有 已 =0 。 
在 随机 模型 和 动态 模型 分 别 由 (13.2.10) 和 (13.2.12) 定义 的 特例 
中 ，PI 控制 方程 (13.2.15) Æ G=A/g 和 P=& RHA MMSE. 

式 (13.2.20) 说 明了 我 们 能 如 何 制 造 一 个 人 工 调 整 图 来 使 PI 
控制 生效 . 对 于 金属 膜 厚度 一 例 , 我 们 已 在 图 13.3 中 详细 说 明了 这 
种 图 的 使 用 . 为 了 进一步 说 明 , 我 们 采用 Box,Hunter 和 Hunter[41| 
讨论 的 一 个 例子 .在 一 个 染色 过 程 中 , 感 兴趣 的 指标 是 色彩 指标 . 
对 于 理想 目标 值 工 = 9 的 偏离 et 可 以 通过 染料 添加 速度 X 来 补 
fe. 对 于 这 个 例子 ， 色 彩 指 标 中 的 扰动 可 以 由 一 个 IMA(0,1,1) & 
型 来 近似 ， 其 中 A = 0.3, 染料 添加 速度 X 每 1 单位 的 变化 将 最 
终 引 起 色彩 指标 0.06 单位 的 变化 ， 因 此 g= 0.06. 

首先 假设 为 零 ， 从 而 动态 模型 就 是 Y = gBXi, 这 意味 着 
输入 XX 的 变化 在 一 个 时 间 间 隔 内 对 输出 完全 生效 。 那 么 


-G = kr = -7 = -00 --δ 和 kp=0 (13.2.22) 
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0.00 0.15 0.30 0.45 1.00 1.15 1.30 


时 间 ( 下 午 ) 一 一 > 
13.7 离散 积分 控制 的 人 工 调整 图 
MMSE 积分 反馈 控制 方案 为 
t t 
Χι = Κο -GY ee Κο- δὴ ει (13.2.23) 
ἐ--1 ἐ--1 


相应 t 时 刻 的 调整 为 


(13.2.24) 


0.00 0.15 0.30 0.45 1.00 1.15 1.30 
时 间 ( 下 午 ) 一 一 


13.8 实施 离散 积分 加 上 比例 控制 的 人 工 调整 图 
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从 图 13.7 的 人 工 调 整 图 可 以 读 到 调整 行动 , 其 刻度 是 色彩 指 
标 1 单位 的 偏离 对 应 于 染料 添加 速度 -G = -5 单位 的 调整 , 每 一 
个 观测 之 后 都 采取 行动 。 记 下 色彩 指标 的 值 (由 实 点 所 示 ) , 并 从 
右边 的 刻度 上 读 出 染料 添加 速度 所 需 的 调整 。 因 此 ， 在 下 午 1:30 
的 图 上 ， 色 彩 指标 为 9.14, 它 需 要 将 染料 添加 速度 降低 0.7. 

现在 考虑 这 样 的 情形 ， 也许 是 由 于 染料 的 不 完全 混合 ， 该 过 
程 受 惯 性 的 制约 ， 这 可 以 用 形 如 (13.2.13) 的 一 阶 动态 系统 来 近 
似 ，6 = 0.2, KIE, ἕ-- δ/(1 -5)=0.25 。 这 样 ， 与 前 面 一 样 ， 
G = 0.3/0.06 = 5, 而 现在 P= 二 £ = 0.25 。 所 以 适当 的 MMSE 控 
制 方程 (13.2.15) 需要 比例 积分 行动 ， 使 得 


t 
X: = ko — 1.256-59 ει (13.2.25) 


τ1 


相应 的 调整 方程 为 
zt = —5(1 十 0.25V)et (13.2.26) 


为 了 人 为 地 使 其 生效 ， 可 以 使 用 图 13.8 中 的 图 形 ， 在 每 个 采样 间 
eh P = kp/kr = 0.25 处 设置 了 竖 直 的 虚线 。 在 每 一 步 中 ， 操 作 
员 将 上 两 点 的 连 线 外 推 至 下 一 条 虚线 ， 读 出 适当 的 调整 量 。 所 以 
在 图 中 ， 上 两 个 读数 在 1:15 和 1:30 分 别 为 9.06 和 9.14. 虚拟 值 
9.16 需要 染料 添加 速度 降低 0.8 个 单位 。 并 不 需要 很 精确 ， 由 有 眼 
睛 外 推出 来 的 线 就 够 好 的 了 。 在 我 们 开发 PI 图 的 其 它 应 用 时 ， 
有 时 会 用 到 P 的 负 值 的 方案 ， 这 时 需要 在 上 面 两 点 之 间 内 插 而 
不 是 外 推 . 


范围 调整 ”到 现在 为 止 所 讨论 的 反馈 方案 要 求 在 每 一 种 可 能 
都 采取 某 种 行动 一 本 例 中 是 每 15 分 钟 。 在 实际 中 ， 若 使 用 图 
13.9 所 示 的 按 范围 调整 ， 并 不 会 有 多 少 损失 .在 原 图 上 把 行动 刻 
度 分 成 几 个 范围 ， 这 样 就 可 很 容易 地 构造 出 一 个 图 .一 个 观测 值 
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tt 


Si mk X A On ee αν 


时 间 ( 下 午 ) 一 一 
13.9 比例 积分 控制 的 范围 调整 


落 入 某 个 范围 时 所 作 的 调整 近似 于 原 图 上 该 范围 的 中 点 。 图 13.9 
给 出 了 一 个 范围 图 , 其 中 可 能 的 行动 仅 限 于 -ᾱ-,-1-,0-,1- 和 2- 个 
单位 的 催化 剂 方程 式 的 变化 . 由 于 使 用 范围 调整 方案 可 能 导致 均 
方 误差 的 增加 (通常 很 小 ), 但 由 于 只 需要 对 数目 很 少 的 标准 调整 
进行 工作 ， 这 将 带 来 极 大 的 便利 . 方便 的 范围 宽度 大 约 是 一 个 标 
准 差 σε 或 略 少 。 Box 和 Jenkins[48,13.1 节 ] 提供 了 使 用 这 种 图 的 
修正 ， 在 那里 考虑 了 在 调整 量 r 中 误差 的 影响 . 注意 ， 使 用 所 有 
这 些 人 工 调整 都 不 需要 计算 一 它们 简单 而 且 完 全 图 形 化 . 


13.2.6 监视 和 调整 的 互补 作用 


有 时 人 们 抱怨 反馈 控制 掩盖 了 被 补偿 扰动 的 特征 ， 不 然 的话 
就 可 以 将 其 消除 掉 . 但 是 如 果 与 适当 的 监视 结合 起 来 ， 这 种 情形 
就 不 会 发 生 了 。 调整 方案 和 监视 方案 是 互补 的 ， 应 该 协调 使 用 。 
图 13.10 说 明了 这 一 点 。 该 图 表现 出 了 模拟 反馈 方案 的 特征 ， 其 
中 扰动 是 一 个 IMA(0,1,1) 过 程 ， 入 = 0.2, 过 程 的 动态 特性 由 一 个 
一 阶 系 统 (13.2.13) 表示 ， 5 = 0.5,g = 1.0 。 假设 系 统 由 PI 控制 
器 所 控制 ， 通 过 计算 


一 Xs = 常数 十 0.20e + 0.2056; (13.2.27) 
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(a) 扰动 N: 


(b) 反馈 控制 行动 Χι 


(ο) 扰动 的 补偿 Ve 


(d) 最 终 对 目标 值 的 偏离 < 
图 13.10 
对 于 这 些 列 出 的 参数 值 ， 得 到 MMSE . 尽管 通常 并 不 这 样 
做 ， 但 图 13.10(b) 中 的 控制 行动 X 和 图 13.10(b) 中 的 目标 偏离 
{ει) 是 可 以 画 出 来 的 (或 者 更 好 地 ， 显 示 在 一 个 过 程 计算 机 的 屏 
幕 上 ) .假设 动态 特性 已 知 ， 图 13.10(c) 所 示 的 精确 补偿 Ve 可 以 
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计算 ， 从 而 可 以 重 现 出 图 13.10(α) 的 原始 扰动 Ni . 

考察 这 些 监视 可 以 引出 一 般 和 具体 原因 的 推广 概念 。 扰 动 和 
动态 系统 一 起 定义 了 一 般 原因 系统 ， 在 控制 器 的 设计 中 已 经 考虑 
了 。 但 是 管理 行动 可 以 改变 系统 以 及 控制 的 适当 形式 。 例 如 ， 假 
设 在 系统 的 运行 中 发 现 图 13.10(b) 中 所 示 的 反馈 控制 行动 Xi 的 
态势 反映 出 原材料 不 纯净 。 如果 检查 出 的 这 个 关系 是 一 个 因果 关 
系 ， 则 可 以 决定 管理 行动 来 改变 控制 系统 ,或 者 在 原材料 到 达 生 
产 过 程 之 前 就 除去 其 不 纯净 。 或 者 如 果 这 不 可 能 或 代价 太 大 ， 则 
测量 它们 并 通过 适当 的 前 馈 控 制 来 补偿 ， 

另外 ， 具 体 原因 所 引起 对 隐 含 系统 模型 的 瞬时 偏离 ， 可 能 是 
由 于 控制 器 的 错误 运行 或 操作 员 的 过 失 所 引起 的 ， 它 能 在 残 差 序 
ΤΙ {ει} 中 显示 出 来 ， 从 而 引发 纠正 行动 。 为 了 对 此 详细 说 明 ， 对 
图 13.10(a) 中 扰动 N: 的 第 30 个 值 加 了 一 个 306 的 偏差 。 这 个 扰 
动 在 经 过 反馈 控制 后 ， 该 异常 值 在 图 13.10(d) 中 所 示 对 目标 偏离 
ει 的 记录 中 清晰 可 见 ， 这 被 画 成 了 一 个 Shewart 图 .控制 限 可 由 
设计 控制 器 所 用 的 模型 或 稳定 运行 中 ει 的 记录 直接 计算 . 此 外 ， 
正如 后 面 13.5 节 所 指出 ,可 以 使 用 更 细致 的 检查 来 检测 系统 参数 
的 可 能 变化 . 

假设 模型 正确 ， 此 例 中 残 差 e 是 一 个 白 噪声 序列 . 但 是 对 于 
那些 不 是 MMSE 或 允许 停 沾 时 间 的 控制 方案 ， 序 列 {ει} 一 般 是 
自 相关 的 . 我 们 可 以 采用 这 样 一 种 办 法 ， 即 对 {ει} 适当 地 滤波 来 
生成 一 个 序列 ， 它 在 给 定 的 假设 模型 下 是 白 噪声 ， 然 后 对 这 一 序 
列 可 以 使 用 适当 的 检验 . 


13.3 MMSE 控制 有 时 所 需 的 过 度 调整 


使 用 积分 控制 和 比例 积分 控制 的 一 个 原因 是 ， 对 于 那些 近似 
于 现实 且 可 能 是 最 简单 的 扰动 模型 ( 式 (13.2.10) 和 动态 模型 ( 式 
(13.2.12) 和 (13.2.13)), 这 些 形式 的 反馈 控制 可 以 得 出 最 小 均 方 误 
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Lc A CP a He SE a ULAR PY r= nerd ere mm, me ern ἡ πην ο 


2:7 遗憾 的 是 ， MMSE 有 时 需要 对 补偿 变量 X 进行 不 可 接受 的 
ABBA. 为 了 举例 说 明 ， 还 是 考虑 这 样 的 情形 ;: 在 适当 的 近似 
下 ， 扰 动 模型 是 (13.2.10) 的 IMA 模型 ， 参 数 为 0, 动态 模型 是 一 
阶 差分 模型 (13.2.13), 参数 为 6 Mg. WA, MMSE 反馈 控制 调 
整 方案 可 以 写作 (A (13.2.14)) 


1-— ôB 
1 一 0 


lt = -2 Et (13.3.1) 
Hh A=1-0,c,=0,. Ad 小 到 可 以 忽略 ，MMSE 控制 可 以 得 
到 αι = --(λ/9)ει, 然后 我 们 写 出 下 式 ， 


λ2 
σὲ = νατ[αι] = 一 02 =k (13.3.2) 
9 


但 是 若 δ 不 可 忽略 ， oz =k -δ/α 8). ΡΜ: ὃ 接 
近 其 上 界 1H, of 可 以 非常 大 。 例 如 ，56 = 0.9( 因 此 在 第 一 个 间 
也 中 阶 唉 输 入 引起 的 最 终 变 化 只 发 生 了 1/10),o2 = 181. 事实 
上 ， 随 着 ὁ 接近 于 1, 控制 行动 


| 
g(1—6) 


Ti = 


一 δει αι) (13.3.3) 


越 来 越 表 现 出 交 赤 特征 ?。t 时 刻 作 出 的 调整 复原 了 t 一 1 时 刻 所 
作 调 整 的 极 大 部 分 ,这 种 交替 变动 调整 的 原因 可 以 这 样 来 理解 : 
6 = 二 0.9 时 ， MMSE 控制 的 人 工 调 整 图 中 常数 已 = 上 =9, 它 需要 


9 这 一 理论 形式 来 源 于 能 得 出 MMSE 的 离散 控制 器 ， 它 并 不 是 唯一 的 . 例 
如 ， 一 个 给 出 MMSE 的 PI 控制 器 不 仅 可 由 动态 模型 (13.213) 和 IMS(0,1,1) 噪 
声 模型 (13.2.10) 得 到 ， 还 可 以 由 模型 Y=gBX, 和 Νι-(1--618--θ1Β2)αι 得 到 . 

“5=0.9 这 个 值 对 应 于 系统 在 9 个 采样 间隔 上 的 时 间 常数 .这 个 值 的 出 现 立 即 
担 出 这 样 的 问题 : 采样 同 隔 是 否 取得 太 短 ; 事实 上 ， 过 程 的 惯性 如 此 之 大 ， 以 致 
监视 频率 小 一 些 几 乎 不 会 有 损失 。 在 这 里 ( 见 附录 A13.2) 采样 间隔 的 选择 问题 
必须 取决 于 影响 系统 的 品 声 性 质 . 由 于 曲 声 的 特征 通常 反映 了 系统 的 惯性 ， 所 以 
在 很 多 情形 下 可 以 得 出 的 结论 是 ， 采 样 间 隔 应 予以 延长 . 
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把 联结 ει ι Me 的 直线 外 推 9 个 采样 区 间 . 实际 中 可 以 使 用 有 
约束 的 方案 ， 它 以 输出 MSE 相当 小 的 提高 为 代价 ， 而 要 求 的 补 
偿 操 作 则 少 得 多 . 


13.3.1 有 约束 控制 
SHEE zt 成 为 一 个 平稳 时 间 序 列 时 ， 这 时 的 有 约束 方案 
可 以 通过 寻找 下 式 的 无 约束 最 小 值 而 得 到 
02 + ao? (13.3.4) 


其 中 a 可 视 为 一 个 未 定 乘 数 ， 它 分 配 了 e Moe, 变动 的 相对 二 次 
代价 .这 样 的 方案 可 被 称 为 有 约束 的 MMSE 方案 或 CMMSE 方 
案 . 具体 地 ， 我 们 已 经 看 到 ， 对 于 一 个 IMA(0,1,1) 扰动 和 一 阶 动 
态 无 约束 MMSE 方案 需要 的 调整 为 

M1 - ôB) 
g(1 — 6) ' 


σι = -2 1+éV)e = — (13.3.5) 


附录 Al3.1( 式 (A13.1.27)) 证 明了 相应 的 CMMSE 形式 为 


AC - ko)(1 --δΒ), 


9(1 — ὃ) 
(13.3.6) 


其 中 Κο 和 kr 是 参数 91,5 和 a 相当 复杂 的 函数 .附录 A13.1 还 
给 出 了 应 用 这 种 控制 的 表 . 

为 了 详细 说 明 ， 假 设 和 = 0.6,5 = 0.5,g = 1, 那么 ， 最 优 无 约 
束 MMSE 方案 是 


rt = [kr + (1 一 A)ko|xze-1 一 (1 一 λ)έχαι-.2 一 


Ti = —1.2(1 一 0.5 Β)ει (13.3.7) 


其 中 of = 1.80σα, σὲ = σὰ 。 假设 调整 σι 中 这 么 大 的 变动 在 过 程 
操作 中 有 困难 , 需要 将 它 降低 以 使 02 约 为 0.50c2 . 使 用 表 A13.2 
表明 ， 这 可 以 通过 如 下 方案 来 实现 


zt = 0.3224_1 一 0.06zt -2 — (0.57 x 1.2)(1 — 0.5B)et (13.3.8) 
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它 使 cz 减少 到 0.47c2,o2 = 1.0702 .这 样 ,所 得 的 σ; 减少 到 几乎 是 
原来 的 1/4, 而 输出 的 方差 仅 提高 了 7% 。 这 样 的 最 优 有 约束 方案 
是 极 有 吸引 力 的 ， 因为 它们 以 cz 很 小 的 增 大 而 得 到 oz HAAR 
低 . 可 参见 , 如 Whittle[198],Wilson[203],[204],MacGregor[141], Box 
和 Jenkins|48],Harris,MacGregor 和 Wright[104],Astrom 和 Wit- 
tenmark|16], Rivera,Morari 和 Skogestad{169],Bergh 和 MacGre- 
gor[30] 。 不幸 的 是 ， 这 些 方 案 可 能 会 弄 得 很 复杂 。 

但 是 在 实际 中 ， 完 全 “最 优 ”在 某 种 程度 上 只 是 幻想 ， 因 为 
假想 条 件 是 不 能 实现 的 。 人 们 总 会 找 出 一 种 几乎 可 与 CMMSE 控 
制 相 媲美 的 有 约束 控制 ， 它 往 可 以 通过 一 个 适当 调节 过 的 PI 控 
制 来 得 到 . 这 样 的 控制 器 其 优越 性 是 简单 ， 尤 其 容易 适用 于 人 工 
控制 。 下 面 的 例子 说 明了 适当 调整 后 的 PI 控制 器 如 何 可 以 与 最 
优 约 束 方案 做 得 一 样 好 ， 仅 以 输出 方差 σὲ 的 些微 提高 而 得 到 调 
整 方差 oz 的 大 大 降低 ， 

为 了 举例 说 明 ， 再 考虑 如 下 情形 ,过程 扰 动 由 (13.2.10) 的 
IMA(0,1,1) 过 程 表 示 ， 过 程 动态 由 一 阶 系统 (13.2.13) 表示 ， 假 设 
和 A=0.4,02 = 1,9 =0.4,5=0.5, Ai E=1. 那么 最 小 均 方 误差 
控制 由 表 13.1 中 (a) 所 示 的 PI 方案 得 到 ， 生 成 的 输出 方差 02 为 
1.00,0z == 5 。 使 用 表 13.1 中 (b) 的 最 优 有 约束 控制 方程 ， 可 以 使 
减少 到 1/20( 为 0.25), 而 代价 只 是 σ; 提高 了 20%, 达到 1.20. 但 
1, BAK 13.1 中 简单 得 多 的 最 优 有 约束 PI 控制 器 (ο), 并 未 付 
出 什么 代价 ， 在 两 位 小 数 的 精度 下 就 得 到 了 同样 的 结果 。 注意， 


% 13.1 对 模型 (13.2.13) 和 (13.2.10) 比较 不 同 控制 方案 的 
举例 说 明 结 果 ， σ-0.4,δ--0.5,λ--0.4,σ2--ι 


(a)MMSE 控制 —re={1+V} er 1 5 
(b) 最 优 有 约束 控制 --αι----Ο0.82αι..ι--0.21αι..2 1.20 0.25 
--Ό.3θε; {-0.19ειε. 1 
(ο) BREAK —2,=0.52{1—0.25V }e 1.20 0.25 
PI 控制 
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如 果 我 们 用 MMSE 的 PI 方案 (a) 的 人 工 调 整 图 ， 必 须 从 当前 时 
Al t 癌 前 外 推 整整 一 个 时 间 长 度 。 但 是 对 于 有 约束 PI 控制 (ο), 
我 们 只 须 从 当前 时 刻 t 同 回 内 插 1/4 个 时 间 长 度 。 这 就 解释 了 后 
一 方案 更 大 的 稳定 性 . 关于 这 个 问题 更 完全 的 讨论 可 见 Box 和 
Lucénol53] , 


13.4 对 于 具有 国定 调整 和 监视 代价 的 最 小 代价 控制 


从 代价 角度 来 看 ， 我 们 可 以 把 到 现在 为 目的 讨论 总 结 如 下 。 

如 果 我 们 假设 所 需要 考虑 的 唯一 代价 就 是 对 于 目标 的 偏离 ， 且 该 
代价 与 目标 偏离 的 平方 成 比例 则 无 约束 最 小 均 方 控制 就 使 该 方 
案 的 全 部 代价 最 小 . 但 是 ， 另 外 还 有 一 个 与 调整 > 的 大 小 相 联系 
的 二 次 损失 , 并且 α 是 偏离 目标 和 作出 调整 的 相对 代价 的 某 种 度 
E. 那么 oF [ασ] 就 是 方案 全 部 代价 的 度量 . 使 这 个 量 最 小 就 可 
以 得 到 有 最 小 代价 的 控制 方案 ， 正 如 我 们 已 看 到 的 ， 适 当选 择 的 
PI 方案 常常 可 以 做 得 几乎 一 样 好 。 在 实际 中 ,无 论 那 种 情况 要 用 
相对 代价 来 估价 α 都 并 不 容易 . 但 是 ， 适 当 方 案 的 选择 可 以 通过 
经 验 判断 而 作出 ， 即 对 于 of 可 接受 的 增 大 ，o2 需要 降低 多 少 才 
能 令 人 满意 . 对 于 具有 固定 调整 和 监视 损失 的 系统 可 以 使 用 同样 
的 考虑 . 


13.4.1 对 固定 调整 代价 的 有 界 调整 


尤其 是 在 “部 件 ” 工业 中 ， 往 往 会 有 这 样 的 情形 :一 个 调整 
可 以 立即 生效 ， 但 是 要 付出 固定 的 代价 ， 例 如 ， 停 下 机 器 或 更 换 
ΤΆ. 


有 界 调整 图 ”Box 和 Jenkins 证 明 [42] 在 后 一 种 情形 ， 若 假 
设 了 二 次 偏离 目标 的 损失 和 IMA 扰动 ， 那 么 ， 在 每 次 观测 后 都 
重复 调整 并 不 能 达到 最 小 损失 反馈 控制 。 与 此 相反 ， 如 果 要 求 仅 
当 对 目标 偏离 的 指数 加 权 平 均 ti(1) 落 在 固定 界限 ， 比 如 tl 之 
外 时 才 进 行 调整 . 我 们 称 之 为 有 界 调整 ， 这 时 应 作出 的 调整 即 能 
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SEAE rE Pi 


"调整 后 的 厚度 
* EWMA 预报 


t — 
13.11 有 限 调整 图 空白 图 是 (调整 后 ) 厚度 偏离 ， 实 围 是 
这 些 偏 离 的 EWMA 预报 ε. ι(ι) 


引起 输出 的 变化 -e(1l), 这 样 的 调整 可 用 如 下 讨论 的 “有 界 调整 图 
”人 工 实现 ， 或 自动 实现 . 


二 个 有 界 调整 图 如 图 13.11 Prax, 4 Roberts[170] 所 提出 的 
过 程 监视 极其 相似 . 但 是 , 其 目的 和 设计 是 不 同 的 . 这 里 的 目的 是 
决定 在 什么 时 刻 调整 以 及 调整 多 少 . 界限 设计 是 为 了 使 全 部 代价 
最 小 ， 它 同时 考虑 了 进行 调整 的 代价 和 偏离 目标 的 代价 ， 它 们 的 
目的 不 是 发 现 统计 显著 的 目标 偏离 。 当 调整 代价 接近 于 零 时 ， 这 
两 条 界限 越 来 越 靠近 ， 当 调整 代价 为 零 时 ， 它 们 收敛 于 目标 值 ， 
从 而 得 到 “重复 调整 ”的 方案 . 

13.11 所 示 是 这 种 图 的 一 个 例子 ， 这 是 金属 膜 厚度 的 控制 
问题 . 如 果 改 变 分 解 速度 X 需要 一 个 固定 的 代价 , 这 就 是 一 个 合 
适 的 例子 . 与 前 面 一 样 ， 入 =0.2,g ==1.2,01 = 11 。 在 时 刻 上 一 
个 空白 圆 轿 表示 在 按 图 形 的 要 求 定期 改变 分 解 速度 X 后 所 得 的 
目标 偏离 e .一 个 实 圈 表 示 适 当 的 指数 加 权 平 均 预报 . 它 可 由 如 
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下 公式 方便 地 修正 
ἒι(1) = Ae; + θέε..ι(1) 


图 中 所 示 的 界限 为 8055, 即 工 士 0.72c。。 下 面 我 们 讨论 这 一 选 
择 的 理由 。 为 了 理解 该 图 是 如 何 操作 的 ， 假 设 最 初 分 解 速 度 是 某 
个 值 X. RAER t = 13 时 才 改 变 ， 这 时 预报 值 为 88.7[ 即 
et(1) = 8.7) 落 在 上 限 之 外 . 图 形 指出 分 解 速度 需要 一 个 变化 以 使 
厚度 降低 8.7. 现在 对 分 解 速度 进行 调整 Xi 一 Xo --δ.τ/1.2, 

注意 ， 这 样 的 调整 并 不 影 啊 下 一 个 EWMA 的 计算 . 例如， 时刻 
ti 一 14 时 预报 的 厚度 为 (0.2 x 81.3) + (0.8 x 80.0) = 80.3, 其 中 80 
是 在 已 经 作出 调整 以 使 过 程 回 到 目标 之 后 的 适当 的 前 期 预报 值 . 


13.4.2 获得 有 界 调整 方案 的 间接 方法 


Box 和 Jenkins[42],Box,Jenkins 和 MacGregor[50| 以 及 Box 和 
Kramer|52] 提供 了 计算 合适 界限 位 置 的 表 ， 以 偏离 目标 代价 和 调 
整 代价 的 形式 给 出 最 小 代价 方案 。 但 是 ， 正 如 前 文 所 述 ， 这 些 代 
价 往往 不 易 评 估 ， 看 起 来 更 实际 的 办 法 是 使 用 这 些 结果 来 提供 一 
个 最 小 代价 方案 的 包 ， 然 后 按照 经 验 从 中 挑选 。 或 者 输出 标准 差 
增 大 ， 或 者 调整 间 隅 加 大 ,对 此 二 者 加 以 权衡 考虑 。Box[37] 对 这 
一 方法 作 了 详细 说 明 . E 13.2 给 出 了 在 理论 上 对 于 各 个 值 的 入 和 
L/oa, 平均 调整 间隔 (AAI) 和 调整 过 程 的 标准 差 增 加 (ISD), 其 中 
有 界限 调整 的 界限 为 了 土 L. 

为 了 详细 说 明 ， 还 是 考虑 金属 膜 厚度 一 例 . 由 入 = 0.2, ER 
13.2 中 说 明了 在 一 个 有 界限 方案 中 ， 对 于 不 同 选择 的 L/o6, 标准 
误差 增 大 了 多 少 . 车 L/o。 置 为 0.5, 标准 差 将 增加 2.6%, 但 平均 起 
来 每 10 SAMA RR. E Ι/σ. BA 1.0, 标准 差 将 增加 9%, 
但 平均 调整 区 间 (AAT) 为 32. 图 13.22 中 所 绘 的 方案 是 一 个 折 
A, 其 中 L/og BA 0.72, 粗略 的 插值 说 明 这 将 使 标准 差 增 加 5%, 
而 AAI 约 为 20. 为 了 达到 这 个 目标 ，L 被 置 为 8 和 ~~0.72 x 11. 
使 用 图 13.2 中 所 绘 金属 厚度 的 100 个 观测 进行 蒙特 卡 洛 方法 研 
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3, Sa Re AP HE END AT 8.5% ,AAI 为 14. 从 相对 
有 限 的 样本 容量 来 看 ， 这 种 一 致 应 视 为 很 好 的 . 


内 插图 在 应 用 这 些 理论 时 ， 可 采用 技术 的 复杂 程度 是 任意 
的 ， 从 根据 计算 机 计算 采取 行动 的 转换 器 ， 到 根据 简单 内 插图 采 
取 行 动 的 操作 员 。 如 图 13.12 所 示 ， 它 用 一 枚 图 钉 和 一 根 细 线 来 
指示 适当 的 人 工 调整 。 在 图 示 的 情形 中 ， 时 刻 t 一 1 所 作 的 前 期 
预测 值 为 86, 而 在 时 刻 t 所 作 的 预测 66. 在 当前 时 刻 上 之前， 图 
钉 在 当前 预报 刻度 上 的 位 置 是 86, 细 线 从 钉 处 垂下 。 一旦 获得 实 
际 值 66, 就 拉 紧 细 线 以 连接 右边 刻度 上 的 点 66. 修正 后 的 预报 值 


13.2 对 于 L/o。 的 不 同 选择 ， 平 均 调整 区 间 (AAN 和 输出 标准 差 
| 的 增加 百分比 (ISD), 其 中 界限 为 TAL 


标准 差 的 
百 分 增长 

入 L/ea AAI ISD 
0.1 0.5 32 2.4 
1.0 112 9 

1.5 243 18 

2.0 423 30 
0.2 0.5 10 2.6 
1.0 32 9 

1.5 66 20 

2.0 112 32 
0.3 0.5 5 2.6 
1.0 16 10 

1.5 32 20 

2.0 52 33 
0.4 0.5 4 2.6 
1.0 10 10 

1.5 19 21 

2.0 32 34 
0.5 0.5 3 2.5 
1.0 7 10 

1.5 13 21 

2.0 21 35 


”来 源 ， 参 考 文献 [37] . 
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13.12 内 插图 ， 用 于 修正 预报 值 ， 并 指示 何 时 分 解 速度 
应 予 调整 及 调整 多 少 


82 可 以 从 中 间 刻 度 上 读 到 . 这 个 值 是 在 界限 内 的 ， 因 此 把 图 钉 挪 
到 这 个 新 的 当前 预报 值 ， 放 松 细 线 ， 直 到 获得 下 一 个 观测 ， 以 生 
成 新 的 修正 预报 . 一旦 某 个 修正 预报 值 落 到 某 个 边界 之 外 ， 则 应 
对 分 解 速度 进行 适当 调整 ， 以 抵消 预报 出 的 偏差 ， 而 图 钉 则 被 放 
到 目标 值 以 准备 下 一 次 插值 . 


13.4.3 监视 代价 的 计 入 
Box 和 Kramer 给 出 了 [52] 将 这 些 结 果 推 广 到 监视 代价 也 必 


- 582 - 


19.13 δας A=0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.8,1.0 时 ， 由 不 同 选择 
的 L/cs。 和 m 得 到 的 AAI 和 ISD 图 
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须 予 以 考虑 的 情形 。 他 们 考虑 了 进一步 降低 代价 的 可 能 性 ， 即 通 
过 较 少 的 监视 一 每 mm 个 间隔 而 不 是 每 单位 间隔 监视 一 次 . 除了 
σα 和 入 (由 设备 的 数据 来 估计 ) 以 外 ,给 出 以 下 3 个 代价 常数 是 已 
AK: (1)( 假 设 为 二 次 的 ) 偏离 目标 代价 ， (2) 进行 改变 的 固定 
Ro, (3) 作出 观测 的 固定 监视 代价 。 他 们 为 获得 最 小 代价 方案 
提供 了 图 形 ， 给 出 这 些 信息 后 ， 得 出 最 小 代价 的 相应 L/o. 和 mm 
值 可 以 由 图 上 得 到 . 

这 三 种 单独 的 代价 仍 是 难以 确定 的 ， Box 和 Lecéno[53] 用 他 
们 的 结果 人 允许 根据 经 验 判断 选择 方案 。 图 13.13 所 示 的 图 形 给 出 
了 平均 预报 区 间 (AAD 和 标准 差 增加 百分数 ISD) 的 值 ， 它 关于 
σα, 其 中 σι 对 应 于 非 平稳 值 的 入 = 0.1(0.1) - 0.6, 0.8 和 1.0, 标准 
行动 界限 L/o1 = 0.0(0.25)2.5 及 监视 区 间 πι = 1,2,3, 。 该 图 
包含 了 实际 中 可 能 需要 的 从 小 到 中 等 的 输出 标准 差 的 增加 量 . 较 
大 的 mm 值 只 在 λ 较 小 时 出 现 . 

例如 ， 我 们 先前 看 到 用 一 个 L/o. = 0.72 的 有 界 调 整 图 而 不 
用 连续 方案 ， 会 使 平均 调整 间隔 增加 到 大 约 20, 而 代价 只 是 标准 
差 增 加 5% 。 这 可 由 图 13.13 中 入 = 2 的 图 形 所 证 实 ， 同 时 表 
明 ， 例 如 ， 若 我 们 监视 过 程 的 频率 降低 一 半 (m = 2), 并 且 仍 令 
L/oq = 0.72, 则 我 们 可 以 得 到 相同 的 平均 调整 区 间 (20), 而 标准 
差 增加 8% . 


13.5 预报 参数 值 和 反馈 调整 方案 的 监视 


我 们 先前 提 到 了 过 程 调 整 和 过 程 监视 的 互补 作用 . 这 一 共生 
现象 在 我 们 再 次 考虑 对 调整 方案 的 监视 时 ， 需 得 到 进一步 说 明 . 
许多 人 提出 ， 应 该 对 这 些 方案 中 偏离 目标 的 残 差 序列 ， 以 及 类 似 
地 , 对 预报 方案 的 误差 加 以 研究 , 并且 对 残 差 使 用 Shewart ΕΙ, 或 
者 更 一 般 地 ， 使 用 累计 和 或 其 它 监 视图 用 以 预警 变化 。 当 然 累 计 
和 适用 于 寻找 均 信 水 平 的 较 小 变化 ,但 常常 还 要 考虑 其 它 种 类 令 
人 担忧 的 偏差 。Box 和 Ramirez[57]( 又 见 Bagshaw 和 Johnson|[19]) 
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在 累计 Fisher 得 分 统计 量 的 基础 上 提出 了 顺序 方向 监视 的 一 般 理 
$. 
假设 一 个 模型 可 以 写成 如 下 形式 


ει = ει(θ) (13.5.1) 


若 模型 中 使 用 了 正确 的 参数 值 = θη, 则 {et} = {ae} 是 一 个 NID 
随机 变量 序列 . 累计 得 分 统计 量 适 用 于 检验 对 bo WRS, EAS 
作 

Q = > ert (13.5.2) 


其 中 τι = -(ἀει/ἀθ)|ϱ. οι 称 为 检测 信号 . 
例如 ,我 们 希望 对 模型 y = 0+ e: 检测 其 均值 对 θο 的 偏离 . 
我 们 可 以 写作 


€, = ει(θ) = Ut — 0 9 οι = Yi — Bo (13.5.3) 


RA, EAA, WMS rt = 1 和 Q@ = der, 此 即 著名 的 累计 
和 统计 量 . 

一 般 地 ， 对 于 接近 于 bo 的 某 个 9 值 ， 由 于 et 可 由 et = a 一 
(8 -- θο)τι 来 近似 ， 所 以 (13.5.2) 中 的 累计 积 将 包含 一 项 


-(θ--θο) Sor? (13.5.4) 


当 9 不 同 于 bo 时 ， 它 的 大 小 随 着 样本 容量 n 而 系统 地 增加 。 A 
了 举例 说 明 ， 考 虑 13.2.1 节 在 金属 膜 厚度 的 反馈 控制 方案 中 ， 从 
t=1 到 t= 100 WE A 的 值 ( 估计 为 0.2) 发 生变 化 的 可 能 性 . 
对 于 这 个 例子 


1—B 
er = οι(ϐ) = Toon” (13.5.5) 
这 样 
1- B €ł—1 δι..1{(1) 
= ---------:Νιι--- = 一 一 -一 一 13.5. 
"= —G_ op -= 108 λ (13.5.6) 
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一 1000 
1314 与 图 13.3 的 调整 图 联合 使 用 对 检测 参数 0 变化 的 监视 


其 中 é,_1(1) =A- 0B) et ι 是 过 去 ei 的 一 个 EWMA . 因此 
检验 偏离 的 累计 得 分 (Cuscore) 统计 量 为 


Q=- > ειδι- 1(1) (13.5.7) 


其 中 的 检测 信号 8ι (1) 在 本 例 中 是 残 差 过 去 值 的 EWMA . 这 些 
残 差 是 图 13.13 中 反馈 调整 图 所 绘 的 目标 偏离 。 这 个 准则 与 常识 
是 一 致 的 ， 即 如 果 模 型 为 真 ， 则 et = at , Β ει 是 不 能 由 过 去 值 预 
报 的 。 图 13.14 所 示 的 Cuscore ARH, AAA t+ = 40 时 参数 可 
能 发 生 了 变化 . 但 是 我 们 从 图 13.2 的 原始 数据 可 以 看 到 ， 这 非常 
接近 于 在 这 点 上 原 序列 的 水 平 看 来 已 发 生变 化 的 情形 。 所 以 这 一 
发 现 需要 进一步 的 数据 和 分 析 来 确认 。 重 要 的 一 点 在 于 ， 这 个 例 
子 说 明了 两 类 控制 (调整 和 监视 ) 和 相应 的 两 类 统计 推断 (估计 和 
检验 ) 的 互补 关系 。 一 个 进一步 的 发 展 是 将 滤波 后 的 Cuscore 统 
计量 “ 馈 回 ”控制 方程 ， 但 我 们 在 这 里 对 此 不 作 讨论 。 


A13.1 调整 方差 有 约束 的 反馈 控制 方案 


现在 考虑 这 样 的 反馈 控制 情形 ， 噪 声 模型 和 系统 动态 特性 由 
(13.2.10) 和 (13.2.13) 给 出 ， 从 而 ee = 六 二 Ne A 


UL-BN=(L-0B)at 和 {1-δ8Β)}ι =(1 一 0)9Xt-1+ 
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但 是 对 输入 方差 varz] 作 一 些 限制 是 必要 的 ， 这 里 ， r= (1 一 

Β)Χι ° 无 约束 最 优 方案 具有 这 样 的 特征 : 输出 误差 Et, ει αν ει ον) -᾿ 

是 无 关 随 机 变量 αι, at-1, 01-2, --, 输出 方差 o2 有 最 小 可 能 值 o? o 

对 于 有 约束 方案 ,方差 o2 必定 高 于 σ;, 且 输 出 的 误差 et ει 1, 6-2, 
… RER. 

我 们 用 如 下 方式 提出 问题 : 给 定 σὲ 允许 增加 到 某 个 值 σ᾽ = 
(1--9)σα, 其 中 c 是 一 个 正常 数 。 寻找 得 到 σε = νατ[αι] 最 小 值 的 
控制 方案 。 等 价 地 ， 这 个 问题 就 是 寻找 表达 式 σὲ + ασς 的 (LA 
R) 最 小 值 ， a 是 某 个 具体 的 乘 数 ， 它 分 配 ει 和 αι 变动 的 相对 
代价 . 


A13.1.1 最 优 调整 的 推导 
用 αι 的 形式 来 表示 最 优 调整 


t= L(B)as (A13.1.1) 
其 中 
L(B) =lb +4 Β +B? ἠ- --- 
那么 我 们 看 到 输出 误差 由 下 式 给 出 
— ô 
Et = C- = Xa +N: 
1-6 _ Ν 
二 一 Ts — B)“'L(B)a; + (1— Β) 11 -- θΒ)αι 
L(B)(1 -- ὃ) 
= Qt 十 È — A Satı 
(A13.1.2) 
Ἡ μα δ (1 - Β) 1. 表达 式 中 αι 的 系数 是 1, 这 样 我 们 可 以 写 
ει = [1 + Βµμ(Β)]αι (A13.1.3) 
其 中 


p(B) = μι + 12B+ psB 十 … 


-587- 


而 且 ， 在 实际 中 ， 控 制 需要 用 观测 到 的 输出 误差 e 而 不 是 αι 的 
形式 来 实施 ， 因 此 实际 用 到 的 控制 方程 形式 为 


1 L(B) 
Φε 一 τα I+ Bulb) (A13.1.4) 
使 (A13.1.2) 和 (A13.1.3) 相等 ， 我 们 得 到 
(1 — 6)L(B) = [A — (1 -- Β)μ(Β)](α — ôB) (A13.1.5) 


由 于 6,9 和 oa 是 常数 ， 所 以 我 们 可 以 方便 地 继续 下 去 ， 寻 找 下 
却 的 无 约束 最 小 值 : 


_ (1 — 6)*g?V [αι] + vV [ed] 


C -2 
a 


(A13.1.6) 


这 里 ， 例 如 有 

γαι] = νατ[σε] 
及 ”= (1- 5)?g2?/a . 现在 ， 由 (A13.1.3),V[e]/o2 = 1+ Σ᾽ μϑ, 1 
由 (A13.1.1),(1 -- ὅ}φαι = —(1 — 6) L(B)a: = --τ(Β)αι, 故 


(1 -- δ)2ᾳ γαι τν ο 
σὰ =) 7 
a 1Ξ-0 


其 中 由 (A13.1.5) 
7(B) = TB = (1 ~ 6)L(B) = [A— (1 ~ Bu(B) ~ ôB) 


系数 {τι} 通过 如 下 差分 方程 与 ji; 函数 关联 : 


Hi — (1 +ô)Hi—1 + ou 2 = —Ti—1 ( 对 于 > 2) (A13.1.7) 
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这 里 ， To= --(μι -- à), Tı -[μα -- (1 + ju + Ad]. AUR 
要 下 式 关 于 μι 的 无 约束 最 小 值 


C= r} +v f + Σα) (Α13.1.8) 
j=0 j=1 


得 的 方程 组 ,就 可 以 获得 其 最 小 值 . 现在， 一 个 给 定 的 ji 只 通过 
(A13.1.7) 影响 rr 和 7;_1, 而 且 我 们 看 到 


-1 ， 7 二 i 一 1 
-一 — A13.1.9 
OM; —6 ， j=i+1 ( ) 

0 » KE 
因此 ， 由 (A13.1.8) 和 (A13.1.9) 我 们 得 到 
ὃ - ὅτιμι ÔT; ὅτι ι 
ὃμι =? (ον Opi ἜΤ Oi κ. Όμι + vm) 

= 2[-dri41 + (1 1- ὅτι --τι-ι + vpi] ( 对 于 i = 1,2,---) 
(A13.1.10) 


然后 ， 将 (A13.1.7) 中 用 μι 形式 表示 出 来 的 7; 的 表达 式 代 入 
(A13.1.10), 并 令 每 个 式 子 为 零 ， 我 们 就 得 到 如 下 方程 
t=1: λ(1 + 64+67)4+2(14+5467) py --(1-δγµο ἠ-ὅμα + vu =0 


(A13.1.11) 

i=2: λδ-(11-δ)΄µι 4+2(14+6467) po — (1+8) u3 4+5p4+v 2 =0 
(A13.1.12) 

i>2: [6B?-(1+ 6)?B+2(14+54+67)—(14+6P F+6F* +v]yu;=0 
(A13.1.13) 


ὁ 可 以 忽略 的 情形 ”首先 考虑 一 种 比较 简单 的 情形 ， 这 里 6 
小 得 可 以 忽略 ， 能 够 设 其 为 零 。 那 么 上 式 可 写 为 
t= 1: -(λ- m) + (p — μα) -νμι = 0 
(A13.1.14) 
i>1: [B—(2+v)+Flu=0 
(A13.1.15) 
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这 些 差分 方程 具有 如 下 形式 的 解 
μι = Αικὶ 十 An? 
其 中 κι 和 ko 是 特征 方程 
B? -(2+v)B4+1=0 (A13.1.16) 


也 即 
B+Bl=24+p 

的 根 。 BAR, An EAR, Me 也 是 根 。 于 是 解 的 形式 为 
hi = Αικὶ + An *, RE, Ae 的 模 小 于 或 等 于 1 则 κ. HK 
大 于 或 等 于 1, HF ae = [1+ Βμ(Β)]αι 的 方差 必须 是 有 限 的 ， 所 
以 对 |κ| < 1 bA A: 为 零 。 将 解 jvi = At 代入 (A13.1.14), 我 们 
发 现 Αι = 入 ， 

因此 ， 最 后 有 Hi = λκῖ, 而 且 由 于 μι 和 入 必须 是 实数 ， 所 以 
根 & 也 必须 是 实数 。 因 而 


p(B)=- aaa (0<K<1) 
Tr (A13.1.17) 
AKB 1—@KB 
1+ Bu(B)=1+ = 
l-«B 1-«B (Al3.1.18) 
这 里 0 二 1 一 和 。 于 是 
_1—0«B 
“t= 1-«B Ot 
从 而 
Vier] κ λ2κ2 
σε ας Υ (A13.1.19) 
ALFA ô =0 的 (A13.1.5) 又 有 
LB) = a- Ua Be λ n) (A13.1.20) 


1—«B 1—«B 
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于 是 


ναι] _ X% (4 -- κ)” ο λα --κ 


一 一 A13.1.21 
σὰ g l-r? οὐ Ί--κ ) 


利用 (Α13.1.4) 和 (A13.1.18),(A13.1.20), 我 们 现在 找到 了 最 优 控 
制 行动 ， 用 观测 到 的 输出 误差 表示 为 


即 
zı 一 (1 一 入 )KZt ι- “MI --κ)ει (A13.1.22) 


注意 ， 有 约束 控制 方程 与 无 约束 控制 方程 有 两 处 区 别 : 
1. 引 入 了 一 个 新 因子 (1 一 A)kzt-1, 从 而 使 得 当前 行动 部 分 地 
取决 于 前 期 行动 . 
2. 确 定 积 分 控制 量 的 常数 减 小 了 人， 为 原来 的 1 一 « 售 . 
我 们 假设 可 以 允许 输出 方差 增加 到 某 个 值 o2(1+c) . ΒΗ (Α13.1.19) 
有 , 
λ2κ2 


1 一 K 


ς 
K 一 1 / oe 
这 里 取 正 的 平方 根 . id Q = κι - κ) 及 κ᾽ = Q/(1+ 9) ,输出 
方差 成 为 o2(1 十 \7Q). 
总 之 ， 假 设 我 们 准备 容忍 输出 方差 增加 到 o2(1 十 A2Q), 那么 
1. 我 们 计算 k= VRQ). 


c 


Bp 


2. 最 优 控 制 可 以 通过 采取 如 下 行动 而 获得 
zt 一 (1 一 入 )kzt ι-- -A 一 K)et 


3. 输 入 的 方差 将 降 至 


λ21--κ 
γαι] = g? Tr 


也 即 它 降低 后 的 值 为 无 约束 控制 方案 的 WA, 这 里 


1 一 无 
1 十 无 


W = 100 


表 13.1 AHT Q 取 0.1 到 1.0 之 间 值 时 的 < 和 全 。 例如， 
假设 和 = 0.4, 这 时 最 优 无 约束 方案 使 用 的 控制 行动 为 


δι = — — Et 
g 


其 中 ει = At, Pt 的 方差 为 V [zi = (a? /97)0.16 9 假设 需要 把 它 降 
低 为 原来 的 1/4, 达到 (o2/g?)0.04 。 这 样 我 们 要 求 W 为 25%. 
Φε 13.1 指出 ， 通 过 Q = 0.60 Al = 0.612 可 以 把 入 方差 降 至 无 
约束 值 的 24% 。 若 我 们 使 用 这 个 方案 ， 输 出 方差 将 为 


σὲ = σ2(1 + 0.16 x 0.60) = 1.1002 


表 Al13.1 一 个 有 约束 控制 方案 的 参数 值 


c/ A =Q K Ww c/X° =Q K W 
0.10 0.302 53.7 0.60 0.612 24.0 
0.20 0.408 42.0 0.70 0.641 21.9 
0.30 0.480 35.1 0.80 0.667 20.0 
0.40 0.535 30.3 0.90 0.688 18.5 
0.50 0.577 26.8 1.00 0.707 17.2 
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因此 ， 使 用 控制 行动 
1 
Lt = 0.37244 一 got 


而 不 用 
0.4 
Tt = — — tt 
g 


输入 方差 降 为 原来 值 的 1/4, 而 输出 的 方差 仅 增加 100. 


ὁ 不 可 和 忽略 的 情形 ”现在 考虑 更 一 般 的 情形 ，6 是 不 可 忽略 
的 ， 系 统 的 动态 特性 必须 对 它 予 以 考虑 。 闫 分 方程 (A13.1.13) 76 
式 为 | 
(aB? + 6B '+7+8B+aB?)u; =0 


若是 特征 方程 的 一 个 根 , Wn) 也 是 . 假设 根 为 scl, kz, 67°, RQ, 
并 且 κι 和 κι 是 一 对 模 小 于 1 的 根 ， 那 么 ， 方 程 的 解 


Hi = Αικ1 + Azk? + Αα + Αι κο 


As 和 A, 必须 为 零 ， 因 为 et 需要 有 有 限 的 差分 。 因此 ， 解 的 形式 
为 


pi = Áki + Akh , mil <1, κι] «1 
这 些 A 满足 (A13.1.11) 和 (13.1.12) 所 定义 的 初始 条 件 ， 可 以 通 
过 代入 而 得 到 | 


- λκιί] -- κο) Ao = _ λκφ1 - κι) 
K1 一 K2 | ? Μι 一 k2 


Ay 
如 果 我 们 记 ko = κι + Ke 一 Ki Ke, ki = Ki ko, FRA 


7 ko — kı B 
μ(β) 一 入 E 


(ko + k1)B + Κι B? (A13.1.23) 
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1+ Bu(B) = AE ΤῸ (A13.1.24) 
现在 把 (A13.1.23) 代入 (Α13.1.5), 
_ A(1 — 6B)(1 — ko) 
LB) = ΠΠ — (kh +) B+ BI (A13.1.25) 
及 
L(B) A(1 ~ δΒ)(1 — ko) 


1+Bu(B) (1— δ[Ι- kıB — (1 —A)(koB — kB?) 


因此 ， 由 (Al13.1.4) 我 们 找到 了 用 误差 ει 的 形式 来 表示 的 最 优 控 
制 行动 


入 (1 — 5B)(1 — ko) 
SG T= 8h B- -AB mB ONT) 
或 
_ λ(1 — ko)(1 — 6B) 
Tt = [Κι + (1 一 λ)Κο]σε-.ι 一 (1 一 A)kiz1-2 一 ~ ya- “| 
(A13.1.27) 


这 样 ， 修 正 后 的 控制 方案 使 得 σι 依赖 于 αἰ ι 和 σι ο λΞ1 
则 只 依赖 于 αι. 1), 并 且 将 标准 积分 比例 行动 减 小 到 原来 的 1 一 ko 
fà. 


输出 和 输入 的 方差 ， 输 入 和 输出 的 实际 方差 很 容易 得 出 ， 因 
为 


ko 一 kı B 
et 二 Qt 十 入 o l |a 


1 — (ko + kı) B + kı B? 


«994. 


等 式 右 端的 第 二 项 定义 了 一 个 阶 数 为 (2,0,1) 的 混合 自 回归 滑动 
平均 过 程 ， « 的 方差 可 得 出 为 


Vje] _ 2 | (ko + k1)?(1 — Κι) — 2kı (ko — k?) 2 
σὰ ΙΤ { (A + fa)? (ho + ka)?! j= ΠΝ 
(Α13.1.28) 
还 有 
γαι]. κ λ2 (1 — ko)[(1 + δ2)(1 + Κι) -- 2δ(Κο + Κι)] 
o? — g2(1 — ô)? (1 + ko + 2Κι)(1 — kı) 
| (A13.1.29) 


计算 ko Mk 回 到 差分 方程 (A13.1.13), 其 特征 方程 可 写 为 
Bt- MB? + NB? -MB+1=0 


其 中 M = (1+ 6)?/6,N = [(1 -- δ) + (1 -- 3) -- ν]/δ. CATAS 
成 
(B? — TB + P)(B*-P'TB+P")=0 


这 里 
T=Kkı+k M P = Kiko 
令 B 的 系数 相等 ， 我 们 得 到 
T+P'T=M 
Bp T= PM/(1 + P), 而 
P+P i!+P- ΙΤΤΞ-Ν 
这 样 P+ P+ PM?/(14+ P)* =N, 即 


(P +2 + P!P + Pt) + M*=N(P4+2+P7}) 


(P+ PP + (2 N)(P +P!) + M? -2N =0 
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对 于 适当 的 v 值 ， 这 个 二 次 方程 有 两 个 实 根 
U1 = ΚΙΚο Γκι κο U2 = kKik3 +K] k? 
u ERAR. 所 要 求 的 书 现 在 是 如 下 二 次 方程 较 小 的 根 
P*—uP+1=0 
T 由 下 式 给 出 
T = [P(us 十 2)]2? 
有 约束 方案 的 最 优 值 表 
表 的 构造 ” 表 13.2 是 为 便于 最 优 控制 方案 选择 而 提供 的 。 表 
中 的 值 是 对 于 传递 孙 数 模型 中 每 个 选 定 的 参数 5 值 用 如 下 方式 得 
到 的 : 


1 计算 M 二 (1: δ᾽ 和 N+ +(+6)+v 
. 5 6 3 


以 便 为 对 一 系列 v 值 的 挑选 提供 @ 的 适当 范围 . 


1/2 
2. 计算 wi = (N — 2) + (7S) +2N 一 Μο] 


ο 


1/2 


3. 计 算 所 二 已 = : La) -1 
“于 1 Ξ- σοι (5) 一 


和 ko = Τ-- P = [ki (u2 十 2)]172 — Κι. 
κα. (ko + h1)?(1 — Κι) — 2h (ko — k?) 
t WFQ = d+ ka)? (ko + Ba} ` 


、 „_ (1 — ko)[(1 + 67)(1 + Κι) — 26(ko + Κι)] 
5 AW = F Et) 


6. 在 @ 的 适当 值 处 ， 内 插 W, ko 和 i. 
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表 A13.2 用 于 方便 计算 最 优 有 约束 控制 方案 的 表 


100Q 
δ 20 40 60 80 100 
0.9 100W 21.7 11.3 6.7 4.5 3.1 
ko 0.44 0.585 0.68 0.74 0.78 
kı 0.18 0.27 0.34 0.39 0.44 
0.8 100W 22.0 11.7 7.2 4.8 3.4 
ko 0.44 0.585 0.68 0.74 0.78 
ky 0.18 0.27 0.33 0.38 0.43 
0.7 100W 22.7 12.4 8.0 5.6 4.1 
ko 0.44 0.585 0.68 0.74 0.78 
kı 0.17 0.25 0.32 0.36 0.40 
0.6 100W 24.1 13.6 9.0 6.6 5.0 
ko 0.44 0.58 0.67 0.73 0.78 
Κι 0.16 0.24 0.29 0.33 0.365 
0.5 100W 26.5 15.5 10.5 7.9 6.2 
ko 0.43 0.58 0.67 0.72 0.77 
ky 0.15 0.21 0.26 0.29 0.32 
0.4 100W 28.5 17.7 12.7 9.8 7.9 
ko 0.43 0.57 0.66 0.72 0.76 
ky 0.13 0.18 0.22 0.245 0.265 
0.3 100W 31.5 20.5 15.2 12.0 9.9 
ko 0.43 0.57 0.65 0.71 0.75 
kı 0.105 0.145 0.17 0.19 0.20 
0.2 100W 34.8 23.6 18.0 14.5 12.2 
ko 0.42 0.56 0.64 0.69 0.73 
kı 0.07 0.10 0.12 0.13 0.14 
0.1 100W 38.2 26.7 21.0 17.3 14.6 
Ko 0.42 0.55 0.63 0.68 0.72 
ky 0.04 0.05 0.06 0.065 0.07 
表 的 使 用 34 A13.2 可 以 使 用 如 下 : 5 的 值 列 在 纵 栏 第 一 


列 . A Vie] = (1+ 和 AQ@)oa 这 一 事实 ， 输出 方差 增加 的 百分数 是 
100Q 和 .适当 的 @ 值 列 在 横 栏 第 一 行 。 表 中 的 元 素 为 (1) 100W, 


是 Tt 降低 的 百分数 ， 


(2)ko 和 (8)Κι 。 


例如 ， 假 设 和 = 0.6,6 = 0.5,g = 1 。 那么 最 优 无 约束 控制 方 
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程 为 

ze = —1.2(1 -- 0.5B)e, = —1.2(1 —0.5B)a, 
及 νατ[αι] = 1.800? . 假设 输入 变量 的 这 一 变动 幅度 在 过 程 运行 中 
带 来 了 一 些 困 难 ， 需 要 将 var[zt] 降低 到 0.5002, 即 无 约束 方案 值 
的 约 28% . 查阅 表 A13.2,6 = 0.6 所 标的 这 一 行 指 出 , 通过 使 用 常 
数 ko = 0.43,k; = 0.15 的 控制 方案 ， 即 使 用 控制 方程 (A13.1.27) 
给 出 


Ti = 0.324, 1 一 0.061. 一 (0.57 Χ 1.2)(1 一 0.5B)e, 


能 达到 降低 26.5% 。 这 个 解 对 应 于 Q = 0.20. 因此 输出 方差 将 增 
加 的 倍数 是 1+ AQ = 1 + 0.67(0.2) = 1.072, 即 约 7% . 


Α13.} 采样 间隔 的 选择 


与 连续 系统 比较 起 来 ， 如 果 愉 当地 选择 采样 同 隅 ， 我 们 这 里 
讨论 的 离散 控制 系统 可 以 是 非常 有 效 的 。 粗略 地 说 ， 我 们 需要 的 
间隔 应 该 使 得 在 采样 间隔 内 不 会 发 生 过 大 的 变化 . 通常， 那些 贯 
穿 全 部 或 部 分 系统 的 扰动 特征 反映 了 系统 的 惯性 和 动态 特性 ， 所 
以 采样 间隔 常常 是 试探 性 地 选取 ,或 直接 与 时 间 常 数 或 系统 常数 
成 比例 . 在 涉及 液体 反应 和 混合 的 化 学 过 程 中 ， 以 小 时 计 的 间隔 
和 操作 员 监 视 以 及 人 工 调整 可 能 就 足够 了 。 相 比 之 下 ， 在 涉及 气 
体 反应 时 ， 恰 当选 择 的 采样 闻 隔 可 能 是 以 秒 计 的 ， 而 且 需 要 自动 
监视 和 调整 . 

在 一 些 场合 ， 可 能 需要 用 试验 来 得 到 令 人 满意 的 采样 间隔 ， 
而 在 其 它 情 形 中 ， 相 当 简 单 的 计算 就 能 指出 采样 间隔 的 选择 将 如 
何 影响 可 能 的 控制 程度 . 


A13.2.1 降低 采样 频率 的 效果 示例 


为 了 详细 说 明 这 类 有 意义 的 计算 ， 仍 然 假设 我 们 有 一 个 简单 
的 系统 ， 并 使 用 某 一 特定 的 采样 间隔 ， 了 噪声 由 一 个 (0,11) 过 程 
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VN, 二 (1 一 9B)at 表示 ， 传 递 函 数 模型 由 一 阶 系统 (1 — δΒ)}ι = 
9(1 - δ)αι ι 表示 。 在 此 例 中 ， 如 果 我 们 使 用 MMSE 调整 


1--6 
= 一 一 一 一 (1 一 A13.2.1 


那么 目标 偏离 是 ει = αι, 假设 有 方差 o=o, 

实际 中 ， 和 常常 提出 这 样 的 问题 ， 如 果 采 样 频率 再 低 一 些 ， 我 
们 将 会 损失 多 少 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 考虑 对 所 涉及 随机 过 
程 的 采样 效果 。 


Α19.2.2 一 个 IMA(0,1,1) 过 程 的 采样 


假设 对 于 由 在 菜 “ 单 位 ” 间 阳 作出 的 观测 ， 我 们 有 一 个 噪声 
模型 
VAN 一 (1 一 0, Β)αι 


νατ[αι] = o? = σὲ, 其 中 的 下 标 1 在 这 里 用 来 表示 采样 间隔 的 选 
择 。 那 么 ， 对 于 差分 YNi, 其 自 相 关 y 由 下 式 给 出 


Yo = (14 6? )o? 
y =0 (j > 2) 


νὰ ¢ = (1ο + 21ι)/ι, 我 们 得 到 


ο --θι)” 


C= 页 


这 样 ， 给 定 Yo Mn, 通过 解 二 次 方程 
(1 --θι)” --(1--θι)-ες--0 
选择 -1<0,< 168, 就 可 以 得 到 IMA 过 程 的 参数 入 TH 
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现在 假设 在 h 个 单位 的 间隔 观测 过 程 Ni(h 是 一 个 正 整 数 ) 所 得 
到 的 过 程 用 Μι ER. 那么 


VM: = Ni 一 Ni—h 
一 (at 十 Qt-1 十 … 十 Qt 一 AI 一 和 (Qt-1 十 Qt 一 2 十 +> τα) 
VMi_-n 一 ΝΙ..ῃ 一 Ni-2h 


= (G@t-nt+@¢_pn—1t+--*+42~-2n41) —91 (at hl 二 + 二 Qt 2k) 
等 等 。 对 于 差分 VM, 自 相 关 ylh) 为 


yo(h) = [(1 + 61) + (h — 1)(1— 41) Jo7 
y1(h) = —0,0? (A13.2.4) 
Yi(h) = 0 (j > 2) 


那么 过 程 Mi: 也 是 一 个 阶 数 为 (0,1,1) 的 IMA 过 程 ， 
VM: = (1 一 OnB )er 
其 中 et 是 白 噪声 过 程 ， 方 差 为 oi 。 现在 


Yolh) + am(h) (1 61)? 
γι(ἠν) θι 


从 而 
h(1 — θι); _ (1 — θε) 


7, 六 (A13.2.5) 
而 且 ， 由 于 Yi(h) = —O,07 = —6,02, 有 

o, δι 

z? = a, (A13.2.6) 


因此 , 我 们 已 经 证 明了 以 间隔 hh 对 一 个 阶 数 为 (0,1,1) 的 IMA 
过 程 采样 , 得 出 了 另 一 个 阶 数 为 (0,1,1) 的 IMA 过 程 . 由 (A13.2.5) 
我 们 可 以 得 到 采 出 过 程 的 参数 On 值 ， 由 (A13.2.6), 我 们 可 以 得 到 
用 过 程 参 数 θι 和 ca 表示 的 该 过 程 方差 Oh. 
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1 2 3456810 
πι ee ee 


h 的 刻度 


Logh ———> 
图 Α13.Ι 对 IMA(0,1,1) HERE, 6, 相对 于 log h 给 出 


A13.1 P, 6, 相对 于 logh 而 绘 出 ， 还 补充 了 一 个 hh 的 比 
例 尺 。 这 个 图 可 以 使 人 们 找到 对 一 个 (0,1,1) 过 程 任意 扩大 采样 间 
Pe. 例如 ， 假 设 我 们 有 一 个 0 =05,c7 = 1 的 过 程 。 让 我 
们 用 这 个 图 来 寻找 采样 间隔 (a) 翻 倍 ， (ο) 翻 两 倍 一 相应 参数 
02,04, 7202 的 值 ， 在 一 张 纸 的 边缘 用 图 中 的 刻度 标 出 h = 1,h=2 
和 = 4 的 点 ， 我 们 把 这 张 纸 水 平地 放置 ， 使 得 hh = 1 在 曲线 上 
对 应 于 点 θι- 0.5 。 然 后 我 们 可 以 读 出 对 应 于 hh=2 和 hh=4 的 
02 和 04 的 坐标 。 我 们 发 现 

θι--05. , 02=0.38 , θᾳ-- 0.27 
使 用 (A13.2.6), FES 0 值 成 反比 ， 从 而 有 
σ1- 1.00 , oF =1.32 , oF =2.17 


现在 假设 对 于 单位 间隔 的 原 方案 ， 动 态 常数 为 a (BRA FLX 
个 下 标 表示 采样 间隔 ) 。 那么 ， 由 于 在 实际 时 间 中 ， 同 一 个 固定 
的 时 间 常 数 了 = —h/In(5) 应 用 于 所 有 的 方案 ， 所 以 我 们 有 
62 Ξ- δ , δι-- δ 
对 于 某 一 特定 采样 间隔 h 给 出 最 小 均 方 误差 的 方案 为 
1-6 
z(h) = δα - SB ex(h) 
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- h 
z(h) = — 1 = Op (1+ 2 εν) elh) (A13.2.7) 


假设 ， 例如 和 上 和 面 一 样 ， 0; 一 0.5, δι = 0.8, 所 以 δο 一 0.64, δα 一 
0.41 。 那 么 最 优 方案 为 


0.5 
h=1:2,(1) = —— (1 + 4V)e(1) , 02 = 1.00, σσ; = 10.25 
| g 
| 0.62 > -- 
h=2: 2,(2) = -——(141.78V)e:(2) , of = 1.32, φ΄σ: = 5.50 
g 


0.73 
h = 4: (4) = σσ ᾱ Ε0.69Υ)ει(4) , a? = 2.17, η2σ2 = 3.84 


与 料想 一 致 , 随 着 采样 间隔 的 扩大 和 系统 动态 重要 性 的 降低 , “R 
分 ”控制 的 量 增 加 , 而 且 比 例 控制 与 积分 控制 的 比率 显著 降低 .我 
们 先前 注意 到 过 大 的 调整 方差 通常 是 不 利 的 。 所 列 的 go? 值 表示 
了 这 些 方案 在 这 一 点 上 如 何不 同 . 当然 ，o2 的 较 小 值 自身 并 不 能 
修正 h = 4 的 选择 , 用 一 个 最 优 有 约束 方案 ,比如 附录 Α13.1 中 所 
WH, A= 1, 可 以 带 来 σ; 很 大 的 降低 而 输出 方差 只 增加 很 少 . 
例如 ， 以 6 = 0.8,100Q = 20 HA A13.2 表 中 ,我 们 发 现 对 于 输出 
方差 增加 5% 达到 (14+ A70)o? = 1.050? 时 ，h = 1 方案 的 输入 方 
差 将 降低 到 其 无 约束 值 的 22%, 从 而 σα = 10.25 x 0.22 = 2.26, 
使 用 (A13.1.27), 我 们 得 到 对 于 hh = 1 的 有 约束 方案 


Tt = 0.40241 一 0.09x4_2 — 0.56 [ža + 4v)| ει(1) 
a2 -- 1.055 , σσ = 9.6 
在 实际 中 ， 可 以 设置 各 种 替换 的 方案 及 其 伴随 的 特征 ， 从 中 
作出 经 济 的 选择 来 解决 具体 问题 . 一般 地 ， 由 扩大 采样 间隔 引起 


的 输出 方差 的 增加 ， 必 须 由 低频 监视 可 能 带 来 的 经 济 上 的 利益 来 
予以 补偿 . 


-602 ， 


第 五 部 分 
图 表 


本 书 的 这 一 部 分 是 对 时 间 序 列 分 析 很 有 用 的 辅助 资料 汇集 ， 
其 中 包括 了 为 得 到 自 回归 滑动 平均 模型 初 估计 的 许多 表 和 图 ， 同 
时 还 有 常用 的 正 态 分 布 ， X” 分 布 ， 二 分布 等 的 尾部 面积 表 ， 其 
后 完整 地 列 出 了 本 书 中 分 析 的 所 有 时 间 序 列 ， 在 第 六 部 分 的 习题 
和 问题 中 所 讨论 的 另 一 些 时 间 序 列 也 列 出 了 . 


图 表 汇 集 


A 一 阶 滑动 平均 过 程 p1 关于 0 的 表 

B 二 阶 自 回 妇 过 程 pl 和 po 关于 φι 和 92 的 图 

C 二 阶 滑动 平均 过 程 pl 和 po 关于 01 和 02 的 图 

D 一 阶 自 回归 一 一 阶 滑 动 平 均 混 合 过 程 ρι M p2 关于 
Φι 和 01 的 图 

E 标准 正 态 分 部 布 的 尾部 面积 

x? 分 布 的 尾部 面积 

G t- 分布 的 尾部 面积 


图 B,C AD 的 采用 和 复制 是 经 [183] HAW. ΞΕ,Ε, 和 QG 引 自 统计 
学 ， 卷 工 的 生物 统计 表 ， 这 些 表 的 压缩 和 采用 是 经 生物 统计 理事 会 的 许可 . 


Ace Μπ 
ΓΙ os! 


Ae St >i 
μη 


RA 一 阶 滑动 平均 过 程 ρι 关于 0 HR 


注 : 该 表 可 以 用 来 得 到 (0,d,1) 过 程 ωι--(1- θβ)αι 参数 的 初 估计 ， 其 中 w= 
Viz, 且 用 ri(w) RË pl 。 
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B 二 阶 自 回归 过 程 ρι 和 po KF Φι 和 92 的 图 


—1-.9 一 .8 —.7 —.6 —.5 一 .4 一 .3 一 .2 一 :1 0 .1 . . . 


τῶ 
oo 
> 
δι 
5» 
με 
oo 
το 
n 


一 2 一 1.75 一 1.5 一 1.25 —1 —.75 —.5 —.25 0 25 .5 75 1 1.25 1.5 1.75 2 
注 ， 该 图 可 以 用 来 得 到 (2,d,0) te (1 一 $1B — $2B’) uw, = αι BR 
的 估计 值 ， 其 中 w = Viz, BA τι(ω) 和 ro(w) 代替 pl 和 p2. 


ο ”二 阶 滑动 平均 过 程 p; 和 ρο 关于 θι MO. 的 图 


SET | 
SOREN 17 
AM 


E LN 
gis 
TH -. 
HEAR E> 
ALIN MARA Τ᾽ 
θι 一 一 一 > | 
注 ， 该 图 可 以 用 来 得 到 (0, ἀ, 2) 过 程 wi = (1 --θιΒ 一 9B?)at 参数 的 
估计 值 ， 其 中 w = Viz, 且 用 τι(ω) 和 ro(w) 代替 ρι 和 pe . 
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D 一 阶 自 回 归 一 一 阶 滑动 平均 混合 过 程 pt 和 pz KF φι MO 


LM ZA | 
IY Va PAA ， 


τή 


ή ANT | 
ή, 7 ο, ΠΠ ι 


a 
一 一 === 


注 ， 该 图 可 以 用 来 得 到 (1,d ,1) 过 程 (1 一 Byw = 0 Bas 参数 
的 估计 值 ， 其 中 we = Viz, BA τι(ω) 和 τρ(ω) 代 


RE 标准 正 态 分 部 布 的 尾部 面积 


Ue ε plue) | Ue ε plue) 
0.0 0.500 0.3989 | 1.6 0.055 0.1109 
0.1 0.460 0.3969 1.7 0.045 0.094 
0.2 0.421 0.3910 1.8 0.036 0.0790 
0.3 0.382 0.3814 1.9 0.029 0.0656 
0.4 0.345 0.3683 2.0 0.023 0.0540 
0.5 0.309 0.3521 2.1 0.018 0.0440 
0.6 0.274 0.3322 2.2 0.014 0.0355 
0.7 0.242 0.3123 2.3 0.011 0.0283 
0.8 0.212 0.2897 2.4 0.008 0.0224 
0.9 0.184 0.2661 2.5 0.006 0.0175 
1.0 0.159 0.2420 2.6 0.005 0.0136 
1.1 0.136 0.2179 2.7 0.003 0.0104 
1.2 0.115 0.1942 2.8 0.003 0.0079 
1.3 0.097 Ο1ΤΙΑ | 2.9 0.002 0.0059 
1.4 0.081 0.1497 3.0 0.001 0.0044 
1.5 0.067 0.1295 


注 ， 表 中 列 出 了 单位 正 态 的 偏差 Us, ἘΠΕ Ρεζως ας} =€, HAM T AM 
标 值 plu = ue). 
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ORL HRA w ΜῊ »-[(ω)χς(ιι),χ)} ig Bm A (Mw) eX S lige R 


08 L69 Les 605 0: SEP FOP SPE 666 μα 9 06 ς 8] 891 OST SET OE 
6ζ ESS EZS 96; δον 9c T6E LEE 550 9°ES 8°6T ἐδ] 091 vl TEIL 6c 
856 6°99 OTS 8 87 Gry ΕΙ GLE YEE LG LTG 681 691 8 3T 951 srl ος 
LG ο 99 96, ο ZEP TOR 4295 CIE £92 216 1581 ζ Or 9 Ρ] 651 Stl Lc 
96 Tvs E'S? 937 GIF 68E OSE POE 8 35 906 521 ῬΩΙ S'EST C'I στι 92 
αὖ 9 9 6'9 err ο LLE PT £62 8 Τὸ 661 99f 9ῬΊ Tél Git ToT ας 
Vo σ 18 93 Ger ΡΘΕ FOE TEE 782% E'EZ 0:61 ΔΙ Ω ΕΙ vel 60 686 Τζ 
εδ 26h σον ΟἹΡ T8E gese OZE Tse 8 22 Ts! SFT ΤΕΙ ΔΤ] COL 926 EZ 
ζζ Se Str €or βοὸς ETE 840 0°92 516 GAI ΟὟΤ ar 4! OTE ?6 τος τς 
Te g9 VIP 686 ασε LTE 96 οτἵτσ 506 £91 GEI OTT fOr 068 τος TI 
02 €G? ον DLE TPE VIE τες δες 561 9 9T Ῥ ΟΙ 60T 056 968 EFL οὗ 
6T 85ψ 986 G9E 658 TOE σσ Lee 681] ΟὟΤ ΔΙ τοι 568 59, Ρ89 ΟἹ 
ST E'G? GLE SE CTE 68% O92 MTZ €I L eT 60 6£8°6 εσ8 104 9ϱσ5 SI 
Lt 9ο LSE τες COE 9L2 BRE TOZ Ἐ9Ι 8 CT TOT 298 99 ΤΥ 9 029 LT 
91 εξ EVE οτε 8 82 εοσ See το 601 6TI τες 963 169 185 τις 9I 
SI LLE ὃς 90U8 G46 οἳς EZT Ὁδι eT OTT «4098 9ὔ 4 909 Ες 9 09 aT 
PI Τ9ξ ETE τ6ς 1ος LES TIZ TAI eel COE 6) 18 9 59 9 99 Ῥ OF VE 
€T Ve 86% 21 LG $C 96 ODT εζι 086 PPO 68 9 TO'S ΤΙ Τ LTE εἰ 
ol 6 cb £86 ce9c EEG OT Gst 871 οτι ΡΡΒ 05 9 EC'S OVP 255 LOE ZI 
ΤΙ ΕΤΕ 89ζ ὁ τσ 612 «σι LET CLT £0t sal ὃς 9 43 Ῥ ζες «06 ο» II 
og 9°62 GZ GES SOZ EST O9T TZIE EG PL9 ἑ8Ῥ Τ65 ασε 99 c 91% OT 
6 6°12 ος LIZ 06T 69T LPI PIT PEs 06'S 21 Ῥ 565 02. ουσ ELT 6 
8 T 95 OCS roz CLI st FEL ZOL PEL 40S 6ΡΕ δὲ 810 69°T PET 8 
L EPZ £02 Gest OOT THE OCT ?706 55 9 SZ'P ERS LUG 69'T Vol 6860 2 
9 9 σσ “st 891 PVT οι 90 78, SE'S SFE 0262 Ρ9 1 τοι ZL80 9490 9 
9 S06 L9T TST &'ZI TII τος £99 ᾳΕῬ 49g 191 STIT 158 ταις ΞΙΖῸ & 
F 9 8] 67T fel TIL 676 8, ΘΕῸ 955 ΣΟῚ 90°F TIZ'O ΡΘΡῸ «ο 24020 F} 
5 591 8ZzT IT «56 TL 929 ITP LES ToT P880 2980 9120 sItTQ Z400 ε 
ζ 851 901 156 956, 669 Ι9Ῥ LLZ 661 9.90 1120 εοο 1800 ΟΖΟῸ ΟΙΟῸ ΟΖ 
T SOF ϐ8 599 ζ0ς PRE TLZ ZET S90 ZOTO 9100 — 一 一 — I 
w 1000 9000 TOO S200 9300 το «60 3°0 4, Ὁ 60 460 «60 660 S660 uu 
9 
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RG 分 布 的 尾部 面积 


€ 


ν 0.25 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 
1 1.00 3.08 6.31 12.71 31.82 63.66 
2 0.82 1.89 2.92 4.30 6.96 9.92 
3 0.76 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84 
4 0.74 1.53 2.13 2.78 3.75 4.06 
5 0.73 1.48 2.02 2.57 3.36 4.03 
6 0.72 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71 
7 0.71 1.42 1.90 2.36 3.00 3.50 
8 0.71 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36 
9 0.70 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25 

10 0.70 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17 
11 0.70 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11 
12 0.70 1.36 1.78 2.18 2.68 3.06 
13 0.69 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01 
14 0.69 1.34 1.76 2.14 2.62 3.00 
15 0.69 1.34 1.75 2.13 2.60 2.95 
16 0.69 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92 
17 0.69 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90 
18 0.69 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88 
19 0.69 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86 
20 0.69 1.33 1.72, 2.09 2.53 2.84 
30 0.68 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75 
40 0.68 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70 
60 0.68 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66 
120 0.68 1.29 1.66 1.98 2.36 2.62 
oo 0.67 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58 


注 ， 表 中 列 出 了 εἶν) 的 值 ， 使 得 Pr {tr)>t(z)}, Hy 为 自由 度 个 数 . 
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正文 和 习题 中 使 用 的 
时 间 序 列 汇集 


序列 A 化 工 生产 过 程 的 浓度 读数 (每 2 小 时 ) 
序列 B IBM 普通 股 收盘 价 (1961.5.17 一 1962.11.2, 每 日 ) 
序列 Β΄ ΙΒΜ 普通 股 收盘 价 (1959.6.29 一 1960.6.30, 每 日 ) 


序列 C 化 工 生产 过 程 的 温度 读数 (每 分 钟 ) 

序列 Ὁ 化 工 生 产 过 程 的 粘度 读数 (每 小 时 ) 

序列 Ε Wolfer 太阳 黑子 数 (每 年 ) 

序列 F 化 工 生产 过 程 的 产量 OR) 

序列 G 图 际 航 线 旅 客 数 (1949.01 一 1960.12, 每 月 总 数 ， 
Äi: FTA) 

序列 J 煤气 炉 数据 

序列 K 两 输入 的 动态 模拟 数据 

序列 L 试验 方案 数据 

序列 M 具有 领先 指标 的 销售 额 数 据 

序列 Ν [ἢ 5 (Husdon Bay) A 3] 88 KERR 


(1850-1911, 每 年 ) 

P 英国 的 失业 和 GDP 数据 (1955—1969, 每 季度 ) 
序列 Q 美国 生猪 价格 数据 (1867—1948, 每 年 ) 

R 洛 杉 基 市 身 气 每 小 时 读数 的 月 平均 值 
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序列 A 化 工 生产 过 程 的 浓度 读数 * 
(每 2 小 时 ) 


0 


το RB oh j þe S| SS μυ 
em 


17.0 
16.6 
16.3 
16.1 
17.1 
16.9 
16.8 
17.4 
17.1 
17.0 
16.7 
17.4 
17.2 
17.4 
17.4 
17.0 
17.3 
17.2 
17.4 
16.8 
17.1 
17.4 
17.4 
17.5 
17.4 
17.6 
17.4 
17.3 
17.0 
17.8 
17.5 
18.1 
17.5 
17.4 
17.4 
17.1 
17.6 
17.7 
17.4 | 
17.8 || 80 


”197 个 观测 值 . 


161 
162 
163 
164 
165 
166 
167 
168 
169 
170 
171 
172 
173 
174 
175 
176 
177 
178 
179 
150 
181 
182 
183 
184 
185 
186 
187 
188 
189 
190 
191 
192 
193 
194 
195 
196 
197 


17.1 
17.1 
17.1 
17.4 
17.2 
16.9 
16.9 
17.0 
16.7 
16.9 
17.3 
17.8 
17.8 
17.6 
17.5 
17.0 
16.9 
17.1 
17.2 
17.4 
17.5 
17.9 
17.0 
17.0 
17.0 
17.2 
17.3 
17.4 
17.4 
17.0 
18.0 
18.2 
17.6 
17.8 
17.7 
17.2 
17.4 
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序列 B IBM SiR GT " 
(1961.5.17—1962.11.2 日 值 ) 


460 
457 
452 
459 
462 
459 
463 
479 
493 
490 
492 
498 
499 
497 
496 
490 
489 
478 
487 
491 
487 
482 
479 
478 
479 
477 
479 
475 
479 
476 
476 
478 
479 
477 
476 
475 
475 
473 
474 
474 
474 


4 


-612- 


465 
466 
467 
471 
471 
467 
473 
481 
488 
490 
489 
489 
485 
491 
492 
494 
499 
489 
500 
497 
494 
495 
500 
504 
513 
511 
514 
510 
509 
515 
519 
523 
519 
523 
531 
547 
551 
547 
541 
545 
549 


545 
549 
547 
543 
540 
539 
532 
517 
527 
540 
542 
538 
541 
541 
547 
553 
539 
557 
557 
560 
571 
571 
569 
575 
580 
584 
585 
590 
599 
603 
599 
596 
585 
587 
985 
581 
583 
592 
592 
596 
096 


595 
598 
598 
595 
595 
592 
588 
582 
576 
578 
589 
585 
580 
579 
584 
581 
581 
577 
577 
578 
580 
586 
583 
581 
576 
571 
575 
575 
573 
577 
582 
584 
579 
572 
577 
571 
560 
549 
556 
557 
563 


564 
567 
561 
559 
553 
553 
553 
547 
550 
544 
541 
532 
525 
542 
555 
558 
551 
551 
552 
553 
557 
557 
548 
547 
545 
545 
539 
539 
535 
537 
535 
536 
537 
543 
548 
546 
547 
548 
549 
553 
553 


369 个 观测 值 ( 按 列 依次 读 取 ) . 


552 
551 
550 
553 
554 
551 
551 
545 
547 
547 
537 
539 
538 
533 
525 
513 
510 
521 
521 
521 
523 
516 
511 
518 
517 
520 
519 
519 
519 
518 
513 
499 
485 
454 
462 
473 
482 
486 
475 
459 
451 


序列 B' 


445 
448 
450 
447 
451 
453 
454 
454 
459 
440 
446 
443 
443 
440 
439 
435 
435 
436 
435 
435 
435 
433 
429 
428 
425 
427 
425 
422 
409 
407 
423 
422 
417 
421 
424 
414 
419 
429 


IBM #536 BR ee tt * 
426 408 
425 415 
424 413 
425 413 
425 410 
424 405 
425 410 
421 412 
414 413 
410 411 
411 411 
406 409 
406 406 
413 407 
411 410 
410 408 
405 408 
409 409 
410 410 
405 409 
401 405 
401 406 
401 405 
414 407 
419 409 
425 407 
423 409 
411 425 
414 425 
420 428 
412 436 
415 442 
412 442 
419 | 433 
411 435 
412 433 
409 435 
407 429 


了 


(1959.6.29 一 1960.6.30， 日 值 ) 


439 
4837 
439 
438 
435 
433 
437 
437 
444 
441 
440 
441 
439 
439 
438 
437 
441 
442 
441 
437 
427 
423 
424 
428 
428 
431 
425 
423 
420 
426 
418 
416 
419 
418 
416 
419 
425 
421 


* 369 个 观测 值 ( 按 列 依次 读 取 ) . 


422 
422 
417 
420 
417 
418 
419 
419 
417 
419 
422 
423 
422 
421 
421 
419 
418 
421 
420 
413 
413 
408 
409 
415 
415 
420 
420 
424 
426 
423 
423 
425 
431 
436 
436 
440 
436 
443 


445 
439 
443 
445 
450 
461 
471 
467 
462 
456 
464 
463 
465 
464 
456 
460 
458 
453 
453 
449 
447 
453 
450 
459 
457 
453 
455 
453 
450 
456 
461 
463 
463 
461 
465 
473 
473 
475 


499 
485 
491 
496 
504 
504 
409 
511 
524 
525 
541 
531 
529 
530 
531 
527 
525 
519 
514 
509 
505 
513 
525 
519 
519 
522 
522 


613. 


序列 C 化 工 生产 过 程 的 温度 读数 * 
(每 分 钟 ) 

26.6 18.9 25.8 23.8 21.9 23.8 
27.0 18.9 25.6 23.7 22.2 23.7 
27.1 19.2 25.4 23.6 22.5 23.7 
27.1 19.3 25.2 23.4 22.8 23.6 
27.1 19.3 24.9 23.2 23.1 23.7 
27.1 19.4 24.7 23.0 23.4 23.6 
26.9 19.5 24.5 22.8 23.8 23.6 
26.8 19.6 24.4 22.6 24.1 23.6 
26.7 19.6 24.4 22.4 24.6 23.5 
26.4 19.6 24.4 22.0 24.9 23.5 
26.0 - 19.6 24.4 21.6 24.9 23.4 
25.8 19.6 24.4 21.3 25.1 23.3 
25.6 19.7 24.3 21.2 25.0 23.3 
25.2 19.9 24.4 21.2 25.0 23.3 
25.0 20.0 24.4 21.1 25.0 23.4 
24.6 20.1 24.4 21.0 25.0 23.4 
24.2 20.2 24.4 20.9 24.9 23.3 
24.0 20.3 24.4 21.0 24.8 23.2 
23.7 20.6 24.5 21.0 24.7 23.3 
23.4 21.6 24.5 21.1 24.6 23.3 
23.1 21.9 24.4 21.2 24.5 23.2 
22.9 21.7 24.3 21.1 24.5 23.1 
22.8 21.3 24.2 20.9 24.5 22.9 
22.7 21.2 24.2 20.8 24.5 22.8 
22.6 21.4 24.0 20.8 24.5 22.6 
22.4 21.7 23.9 20.8 24.5 22.4 
22.2 22.2 23.7 20.8 24.5 22.2 
22.0 23.0 23.6 20.9 24.4 21.8 
21.8 23.8 23.5 20.8 24.4 21.3 
21.4 24.6 23.5 20.8 24.2 20.8 
20.9 25.1 23.5 20.7 24.2 20.2 
20.3 25.6 23.5 20.7 24.1 19.7 
19.7 25.8 23.5 20.8 24.1 19.3 
19.4 26.1 23.7 20.9 24.0 19.1 
19.3 26.3 23.8 21.2 24.0 19.0 
19.2 26.3 23.8 21.4 24.0 18.8 
19.1 26.2 23.9 21.7 23.9 

19.0 26.0 23.9 21.8 23.8 


* 369 个 观测 值 ( 按 列 依次 读 取 ) . 


614. 


序列 D 化 工 生 产 过 程 的 粘度 读数 “ 


(每 分 钟 ) 

8.0 9.0 9.1 9.5 9.2 9.6 9.0 9.0 
8.0 8.8 9.1 9.5 9.2 9.8 9.4 9.0 
7.4 8.6 8.9 9.5 9.6 10.2 9.4 9.4 
8.0 8.6 9.3 9.9 9.6 10.0 9.4 10.0 
8.0 8.8 9.1 9.9 9.8 10.0 9.6 10.0 
8.0 8.8 9.1 9.5 9.8 10.0 9.4 10.0 
8.0 8.6 9.3 9.3 10.0 9.4 9.6 10.2 
8.8 8.6 9.5 9.5 10.0 9.2 9.6 10.0 
8.4 8.4 9.3 9.5 9.4 9.6 9.8 10.0 
8.4 8.3 9,8 9.1 9.8 9.7 9.8 9.6 
8.0 8.4 9.3 9.3 8.8 9.7 9.8 9.0 
8.2 8.3 9.9 9.5 8.8 9.8 9.6 9.0 
8.2 8.3 9.7 9.3 8.8 9.8 9.2 8.6 
8.2 8.1 9.1 9.1 8.8 9.8 9.6 9.0 
8.4 8.2 9.3 9.3 9.6 10.0 9.2 9.6 
8.4 8.3 9.5 9.1 9.6 10.0 9.2 9.6 
8.4 8.5 9.4 9.5 9.6 8.6 9.6 9.0 
8.6 8.1 9.0 9.4 9.2 9.0 9.6 9.0 
8.8 8.1 9.0 9.5 9.2 9.4 9.6 8.9 
8.6 7.9 8.8 9.6 9.0 9.4 9.6 8.8 
8.6 8.3 9.0 10.2 9.0 9.4 9.6 8.7 
8.6 8.1 8.8 9.8 9.0 9.4 9.6 8.6 
8.6 8.1 8.6 9.6 9.4 9.4 10.0 8.3 
8.6 8.1 8.6 9.6 9.0 9.6 10.0 7.9 
8.8 8.4 8.0 9.4 9.0 10.0 10.4 8.5 
8.9 8.7 8.0 9.4 9.4 10.0 10.4 8.7 
9.1 9.0 8.0 9.4 9.4 9.8 9.8 8.9 
9.5 9.3 8.0 9.4 9.6 9.8 9.0 9.1 
8.5 9.3 8.6 9.6 9.4 9.7 9.6 9.1 
8.4 9.5 8.0 9.6 9.6 9.6 9.8 9.1 
8.3 9.3 8.0 9.4 9.6 9.4 9.6 

8.2 9.5 8.0 9.4 9.6 9.2 8.6 

8.1 9.5 7.6 9.0 10.0 9.0 8.0 

8.3 9.5 8.6 9.4 10.0 9.4 8.0 

8.4 9.5 9.6 9.4 9.6 9.6 8.0 

8.7 9.5 9.6 9.6 9,2 9.6 8.0 ` 
8.8 9.5 10.0 9.4 9.2 9.6 8.4 

8.8 9.9 9.4 9.2 9.2 9.6 8.8 

9.2 9.5 9.3 8.8 9.0 9.6 8.4 

9.6 9.7 9.2 8.8 9.0 9.6 8.4 


* 369 个 观测 值 ( 按 列 依次 读 取 ) . 


-615- 


序列 也 Wilfer KPA RFR * 


(年 度 值 ) 


"100 个 观测 值 


-616- 


序列 F 化 工 生产 过 程 的 产量 “ 


47 71 51 50 48 38 68 

64 35 57 71 55 59 38 

23 57 50 56 45 55 50 

71 40 60 74 57 41 60 

38 58 45 50 50 93 39 

64 44 57 58 62 49 59 

55 80 50 45 44 34 40 

41 55 45 54 64 35 57 

59 37 25 36 43 54 54 

48 74 59 54 52 45 23 

”70 个 观测 值 ( 按 列 依次 读 取 ), 该 序列 曾 在 表 2.1 中 出 现 . 
序列 G 国际 航线 月 度 旅客 总 数 
(1949.01--1960.12, 单位 ， 千 人 ) 
| 1949 1959 1951 1952 1953 1954 1959 1956 1957 1958 1959 1960 

1 月 112 115 145 171 196 204 242 284 315 340 360 417 
2 月 118 126 150 180 196 188 233 277 301 318 342 391 
3 月 132 141 178 193 236 235 267 317 356 362 406 419 
45 129 135 163 181 235 227 269 313 348 348 396 461 
5 月 121 125 172 183 229 234 270 318 355 363 420 472 
6 月 135 149 178 218 243 264 315 374 422 435 472 535 
7 月 148 170 199 230 264 302 364 413 465 491 548 622 
8 月 148 170 199 242 272 293 347 405 467 505 559 606 
9 月 136 158 184 209 237 259 312 355 404 404 463 508 
10 月 119 133 162 191 211 229 274 306 347 359 407 461 
11 月 104 114 146 172 180 203 237 271 305 310 362 390 
12 月 118 140 166 194 201 229 278 306 336 337 405 432 

”144 个 观测 值 . 


-617 . 


序列 J 煤气 炉 数 据 * 


t X; Yı t Xt Yı 
1 —0.109 53.8 97 1.054 51.6 
2 0.000 53.6 98 0.595 51.0 
3 0.178 53.5 99 —0.080 50.5 
4 0.339 53.5 100 -0.314 50.4 
5 0.373 53.4 101 —0.288 51.0 
6 0.441 53.1 102 —0.135 51.8 
7 0.461 52.7 103 —.109 52.4 
8 0.348 52.4 104 —0.187 53.0 
8 0.127 52.2 105 —9.255 53.4 
10 —0.180 52.0 106 —0.229 53.6 7 
11 —0.588 52.0 107 —0.007 53.7 
12 —1.055 52.4 108 0.254 53.3 
13 ~1.421 53.0 109 0.330 53.8 
14 —1.520 54.0 110 0.102 53.8 
15 -1.302 54.9 111 —0.423 53.3 
16 —0.814 56.0 112 -1.139 53.0 
17 —0.475 56.8 113 一 2.275 §2.9 
18 —0.193 56.8 114 —2.594 53.4 
19 0.008 56.4 115 —2.716 54.6 
20 0.435 55.7 116 -2.510 56.4 
21 0.771 55.0 117 —1.790 58.0 
22 0.866 54.3 115 -1.346 59.4 
23 0.875 53.2 119 —1.081 60.2 
24 0.891 52.3 120 —0.910 60.0 
25 0.987 51.6 121 -0.876 59.4 
26 1.263 51.2 122 —0.885 58.4 
27 1.775 50.8 123 —0.800 57.6 
28 1.976 50.5 124 —0.544 56.9 
29 1.934 50.0 125 —0.416 56.4 
30 1.866 49.2 126 —0.271 56.0 
31 1.832 48.7 127 0.000 55.7 
32 1.767 47.9 128 0.403 55.3 
33 1.608 47.6 129 0.841 55.0 
34 1.265 47.5 130 1.285 54.4 
35 0.790 47.5 131 1.607 53.7 
36 0.360 47.6 132 1.746 52.8 - 
37 0.115 48.1 133 1.683 51.6 
38 0.088 49.0 134 1.485 50.6 
39 0.331 50.0 135 0.993 49.4 
40 0.645 51.1 136 0.648 48.8 
41 0.960 51.8 137 0.577 48.5 
42 1.409 51.9 138 0.577 48.7 
43 2.670 51.7 139 0.632 49.2 
44 2.834 51.2 140 0.747 49.8 
45 2.812 50.0 141 0.900 50.4 
46 2.483 48.3 142 0.993 50.7 
47 1.929 47.0 143 0.968 50.9 
48 1.485 45.8 144 0.790 50.7 


* 每 隔 9 秒 取样 ， 共 296 对 观测 值 ， X,0.60_0.40, 输入 煤气 速度 (立方 米 / 
秒 );Y, 排出 煤气 的 σοι 比例 . 
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序列 J 煤气 炉 数据 ( 续 ) 


Xe 


0.399 
-0.161 
-0.553 
—0.603 
—0.424 
—0.194 
—0.049 

0.060 

0.161 

0.301 

0.517 

0.566 

0.560 

0.573 

0.592 

0.671 

0.933 

1.337 

1.460 

1.353 

0.772 

0.218 
~0.237 
—0.714 
—1.099 
-1.269 
-1.175 
—0.676 

0.033 

0.556 

0.643 

0.484 

0.109 
—0.310 
—0.697 
—1.047 
-1.218 
-1.183 
—0.873 
—0.336 

0.063 

0.084 

0.000 

0.001 

0.209 

0.556 

0.782 

0.358 

0.918 

0.862 

0.416 


Yı 


50.5 
50.4 
50.2 
50.4 
51.2 
52.5 
53.2 
53.9 
54.1 
54.0 
53.6 
53.2 
53.0 


52.8 


52.3 
51.9 
51.6 
51.6 
51.4 
51.2 
50.7 
50.0 
49.4 
49.3 
49.7 
50.6 
51.8 
53.0 
54.0 
55.3 
55.9 
55.9 
54.6 
53.5 
52.4 
52.1 
52.3 
53.0 
53.8 
54.6 
55.4 
55.9 
55.9 
55.2 
54.4 
53.7 
53.6 
53.6 
53.2 
52.5 
52.0 


| 


-1.04Τζ 
-1.123 
-0.876 
-0.395 
0.185 
0.662 
0.709 
0.605 
0.501 
0.603 
0.943 
1.223 
1.249 
0.824 
0.102 
0.025 
0.382 
0.922 
1.032 
0.866 
0.527 
0.093 
-ο. 408 
-0.748 
-0.947 
-1.029 
-0.928 
-0.645 
-0.424 
-0.276 
-0.158 
-0.033 
0.102 
0.251 
0.280 
0.00C 
~0.493 
-0.759 
-0.824 
-0.740 
-0.528 
-0.204 
0.034 
0.204 
0.253 
0.195 
0.131 
0.017 
-0.182 
-0.262 


序列 K 两 输入 的 动态 模拟 数据 “ 


t Χιε 


| 
Ὁ ος - ο Ah WHE ὢ - 
© 


pt 
= ο 


12 -1 


WNW δ δ εὖ δ δῦ εὖ κ m SE μμ S| μὲ μα 
any ο σας ας ὁ 1ο”. ὦ Ὁ 0ο - δ) δι A Οὐ 
bm pot bons 


29 
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Xat 


Ye 
58.3 
61.8 
64.2 
62.1 
55.1 
50.6 
47.8 
49.7 
51.6 
58.5 
61.5 
63.3 
65.9 
70.9 
65.8 
57.6 
56.1 
58.2 
61.7 
59.2 
57.9 
61.3 
60.8 
63.6 
69.5 
69.3 
70.5 
68.0 
68.1 
65.0 
71.9 
64.8 


一 1 


fhe Se TEE RL SAR AAP RAR 2 ThE MMR in RR ERASERS 1 REE 


序列 L 试验 方案 数据 “ 


1 


126 


20 -2 


9 
10 


10 


134 


N πο ο 


ο Oo © © 
N 5) 宁 δα 
| | | 


10 -2 
一 70 


16 


30 


18 


5 
Εν 


3 


24 
25 


一 10 


© 
+ 


—30 


29 
30 
31 


10 


一 10 


一 50 


154 


-2 
-2 


20 
10 
-10 


34 


35 


36 


-2 
—2 


20 
10 


159 


39 


160 


* 312 对 观测 值 . 
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ο a ee o 


ORT ROOM EM Ce I eae ft g: 


试验 方案 数据 ( 续 ) 


序列 L 


-2 
一 22 


10 
10 


161 


15 
30 


282 


162 


-2 


163 


284 
285 


164 


25 


165 


-90 12 


166 


~15 


287 


167 


-40 


168 


40 
-50 
-10 
—50 

20 


289 
290 
291 
292 
: 293 


169 


170 


171 


172 


173 


174 


-40 


295 


175 


176 


177 


40 
-20 


298 
299 


178 


-12 


130 


αν] 
” 


40 


180 


151 


182 


—4 


30 


5 
F 


-30 


184 


—20 


© 
心 
m 
w 
O 
ον 


185 


186 


187 


-25 


308 


188 


189 


15 


310 


190 


-40 


192 


193 


194 


195 


196 


197 


198 


10 
-15 


199 


200 
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序列 M 带 有 领先 指标 的 销售 额 数 据 “ 


领先 指标 ΕΙΝ 领先 指标 ΠΝ 领先 指标 ew 领先 指标 Am 
t Χι Ye Xt Yı X: Y 
1 10.01 200.1 13.15 261.6 
2 10.07 199.5 13.30 260.8 
3 10.32 199.4 12.94 259.8 
4 9.75 198.9 13.29 259.0 
5 10.33 199.0 13.26 258.9 
6 10.13 200.2 13.08 257.4 
7 10.36 198.6 13.24 257.7 
8 10.32 200.0 13.31 257.9 
9 10.13 200.3 13.52 257.4 
10 10.16 201.2 13.02 257.3 
11 10.58 201.6 13.25 257.6 
12 10.62 201.5 13.12 258.9 
13 10.86 201.5 13.26 257.8 
14 11.20 203.5 13.11 257.7 
15 10.74 204.9 13.30 257.2 
16 10.56 207.1 13.06 257.5 
17 10.48 210.5 13.32 256.8 
18 10.77 210.5 13.10 257.5 
19 11.33 209.8 13.27 257.0 
20 10.96 208.8 13.64 257.6 
21 11.16 209.5 13.58 257.3 
22 11.70 213.2 13.87 257.5 
23 11.39 213.7 13.53 259.6 
24 11.42 215.1 13.41 261.1 
25 11.94 218.7 19.25 262.9 
26 11.24 219.8 13.50 263.3 
27 11.59 220.5 13.58 262.8 
28 10.96 223.8 13.51 261.8 
29 11.40 222.8 13.77 262.2 
30 11.02 223.8 13.40 262.7 
31 11.01 221.7 
32 11.23 222.3 
33 11.33 220.8 
34 10.83 219.4 
35 10.84 220.1 
36 11.14 220.6 
37 10.38 218.9 
38 10.90 217.8 
39 11.05 217.7 
40 11.11 215.0 


* 150 对 观测 值 . 
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序列 N 险 德 还 湾 (Husdon Bay) A3 W R ΗΑΕ ' 
(1850-1911, 年 度 值 ) 


1850 29619 
1851 21151 
1852 24859 
1853 25152 
1854 42375 
1855 50839 
1856 61581 
1857 61951 
1858 76231 
1859 63264 
1860 44730 
1861 31094 
1862 49452 
1863 43961 
1864 61727 
”62 个 观测 值 . 


序列 P 英国 失业 和 GDP 数据 “ 
(1955-1969, 季度 值 ) 


19565 


1956 


1957 


1958 


1959 


值 是 综合 估算 (1963=100) .数据 引 自 [214]. 


‘624. 


UN GPT 
1 225 81.37 
2 208 82.60 
3 201 82.30 
4 199 83.00 
1 207 82.87 
2 215 # £83.60 
3 240 83.33 
4 245 85.53 
1 295 84.27 
2 293 85.50 
3 279 84.33 
4 287 84.30 
1 331 85.07 
2 396 83.60 
3 432 84.37 
4 462 84.50 
1 454 85.20 
2 446 87.07 
3 426 88.40 
4 402 90.03 


νυν ο ο τν ο ουκ ολλ Rr: [Anan τν 


1 
2 
3 
4 
1 
2 
3 
4 
3 
2 
3 
4 
1 
2 
3 
4 
1 
2 
3 
4 


ee κι. 


UN 


GPT 


45600 
47508 
52290 
110824 
76503 
64303 
83023 
40748 
35596 
29479 


42264 


58171 
50815 
51285 
70229 


1965 


1966 


1967 


1968 


1969 


Αα OF PONY RON HY κν δὺ δ -: hw Ne 


1897 
1898 
1899 
1900 
1901 
1902 
1903 
1904 
1905 
1906 
1907 
1908 
1909 
1910 
1911 


76365 
70407 
41839 
45978 
47813 
57620 
66549 
54673 
55996 
60053 
39169 
21534 
17857 
21788 
33008 


GPT 


108.07 
107.64 
108.87 
109.75 
110.20 
110.20 
110.90 
110.40 
111.00 
112.10 
112.56 
113.00 
114.30 
115.10 
116.40 
117.80 
116.80 
117.80 
119.00 
119.60 


序列 Q 美国 生猪 价格 数据 * 
(1867--1948, 年 度 值 ) 


* 82 个 观测 值 ， 取 值 为 1000 log, (He) 其 中 Ηι 是 每 年 1 月 第 一 天 的 价格 
(美元 ), 数据 引 自 [162] . 


序列 R 洛杉矶 市 奥 氯 每 小 时 读数 的 月 平均 值 “ 


1 A 2 月 月 4A SH 6 上 月 7 月 8A 9A 10A 11A 12Η 


1955 2.63 1.94 3.38 4.92 6.29 5.58 5.50 4.71 6.04 7.13 7.79 3.83 
1956 3.83 4.25 5.29 3.75 4.67 5.42 6.04 5.71 8.13 4.88 5.42 5.50 
1957 300 3.42 4.50 4.25 4.00 5.33 5.79 6.58 7.29 5.04 £5.04 4.48 
1958 | 3.33 2.88 2.50 3.83 4.17 4.42 4.25 4.08 4.88 4.54 4.25 4.21 
1959 2.75 2.42 450 5.21 4.00 7.54 7.38 5 5.08 5.46 £4.79 2.67 
1960 | 1.71 1.92 3.38 3.98 4.63 4.88 5.17 483 5.29 3.71 2.46 2.17 
1961 |] 2.15 2.44 2.54 3.25 2.81 4.21 4.13 4.17 3.75 3.83 2.42 2.17 
1962 2.33 2.00 2.13 4.46 3.17 3.25 4.08 5.42 4.50 4.88 2.83 2.75 
1963 1.63 3.04 2.58 2.92 3.29 3.71 4.88 4.63 4.83 3.42 2.38 2.33 
1964 1.50 2.25 2.63 2.96 3.46 4.33 542 4.79 4.38 4.54 2.04 1.33 
1965 2.04 2.81 2.67 4.08 3.90 3.96 4.50 5.58 452 5.88 3.67 1.79 
1966 1.71 1.92 3.58 4.40 3.79 5.52 5.50 5.00 5.48 4.81 2.42 1.46 
1967 | 1.71 2.46 2.42 1.79 3.63 3.54 4.88 4.96 3.63 5.46 3.08 1.75 
1968 | 2.13 2.58 2.75 3.15 3.46 3.33 4.67 4.13 4.73 3.42 3.08 1.79 
1969 1.96 1.63 2.75 3.06 4.31 3.31 3.71 5.25 3.67 3.10 2.25 2.29 
1970 1.25 2.25 2.67 3.23 3.58 3.04 3.75 4.54 446 2,83 1.63 1.17 
1971 1.79 1.92 2.25 2.96 2.38 3.38 3.38 3.21 2.58 2.42 1.58 1.21 
1972 1.42 1.96 3.04 2.92 3.58 3.33 4.04 3.92 3.08 2.00 1.58 . 1.21 


”216 个 观测 值 ， 以 亿 分 之 一 计 . 
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第 六 部 分 
习题 和 问题 


本 书 的 这 一 部 分 是 前 面 各 章 的 习题 和 问题 。 当 使 用 本 书 作 教 
材 时 ， 我 们 希望 这 些 习题 和 问题 能 进一步 提高 本 书 的 价值 ， 同 时 
也 希望 它们 对 自学 有 所 帮助 。 许 多 例子 都 是 围绕 一 些 概念 的 推广 
以 及 对 其 它 一 些 方法 的 介绍 。 


习题 和 问题 


2 


2.1 下 面 是 对 一 个 化 学 反应 器 每 分 钟 所 做 的 温度 测量 值 z: 
200, 202, 208, 204, 204, 207, 207, 204, 202, 199, 201, 198, 
200, 202, 203, 205, 207, 211, 204, 206, 203, 203, 201, 198, 
200, 206, 207, 206, 200, 203, 203, 200, 200, 195, 202, 204, 


(a) 画 出 该 时 间 序 列 的 图 形 . 
(b) ΒΗ 2141 作为 zi 函数 的 图 . 
(ο) HH 2:42 作为 2ι 函数 的 图 
在 对 这 些 图 进行 观察 之 后 ， 你 认为 该 序列 是 自 相 关 的 吗 ? 
2.2 说 明 一 个 平稳 随机 过 程 能 否 具 有 下 列 自 相关 值 . 
(a) p1 =0.80,p2 0.55, 对 于 及 >>2,pkp=0 
(b) p1 =0.80,p2 =0.28, 对 于 上 >2,pk =0 
2.3 两 个 随机 过 程 21: 和 za 具有 下 列 自 相关 函数 : 
Zit © Yo=0.5, Yı = 0.2, Yj = 0(7 > 2) 
Zot : Yo = 2.30, Yı = -1.43, Yo = 0.30, yj = 0(7 > 3) 
计算 过 程 zat = zi 十 za 的 自 协 方差 函数 ， 并 验证 它 是 一 个 有 效 的 
平稳 过 程 ， 
2.4 计算 习题 2.1 中 序列 的 co,c1,c2,71,72, 面 出 rk, k 二 0,1,2 的 图 形 . 
2.5 在 假设 pj =0(j 22) 之 下 
(a) 得 出 71,72, 及 77 7 >2 的 近似 标准 差 . 
(b) 得 出 74,75, 之 间 的 近似 相关 ， 
2.6 利用 习题 2.1 中 的 数据 ， 计 算 周 期 为 36,18,12,9,36/5,5 的 周期 图 ， 并 
男 出 一 个 方差 分 析 表 说 明 与 这 些 周期 相 联 系 的 均 方 和 残 差 均 方 . 
2.7 一 个 周期 为 N 的 循环 随机 过 程 定义 为 a= Ain. 
(a) 证明 (参见 [63],[93],[122]) 4 N = 2n |, 2 A N xN 自 相关 阵 
的 特征 值 为 


nat nik 
Àk = 1+2 J` p; cos (=) + pcos(rk) 
Τι 


i=1 
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其 中 天 = 三 132,…… ,入 .并 证 明 对 应 于 Ak, Ann (A An αν. κ) 


是 
b= (cos (=) , COS (=) e ,cos(2nk)} 
lyk = (sin (=) , Sin (=) ) ,sin(2rb ) 


(b) 验证 : 当 N 趋 于 无 穷 且 k/N 固定 时 ,入 4 BT σ(Κ/Ν)/2, 这 里 
ος) 是 说 密度 函数 ， 也 就 是 在 极限 情形 ， 给 出 自 协 方差 阵 特 征 
根 描绘 的 谱 曲 线 . 
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3.1 将 下 列 模型 用 记号 B 5H: 
(1) Z — 0.5Zt_1 = ay 
(2) Zt = αι — 1.30¢-1 + 0.404_2 
(3) Ze — 0.5241 = Ag — 1.841. .1 + 0.4: 9 
3.2 对 习题 3.1 中 的 各 个 模型 ， 得 出 
(a) BY 4“ ψ δ. 
(5) BY 4 Th π πα. 
(ο) 自 协 方差 生成 函数 . 
(d) 前 4 个 自 相关 . 
(e) 假设 o? =1.0 Η Σι 的 方差 . 
3.3 对 于 习题 3.1 及 下 列 模型 中 的 每 一 个 说 明 : 
(a) 是 否 平稳 ; (b) 是 否 可 逆 . 
(4) Zt — 1.52ι-.1 1-0.62ι..9 = Qt 
(5) Zt — 21 = Qt — 0.5041 
(6) 2ι — 21 = Qt — 1.304_1 + 0.30;4—2 
3.4 将 习题 31 和 3.3 中 模型 (1)-(4) 的 每 一 个 按 ARMA(p, q) 过 程 分 类 . 
3.5 (a) 写 出 模型 (1) 和 (4) 的 Yule-Walker FE. 
(b) 对 此 二 模型 求解 方程 组 ， 并 得 出 pt Mp. 
(ο) 对 此 二 模型 得 出 偏 目 相关 函数 . 
3.6 对 于 AR(2) 过 程 2; 一 1.0241 + 0.5242 = αι, 
(a) 计算 pl . 
(b) 以 po 和 pi 作为 初始 值 ， 利 用 自 相 关 函 数 的 差分 方程 形式 计算 
ρκ.Κ -2,'' ,15 。 
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(ο) 利用 自 相关 函数 的 图 形 去 估计 其 周期 及 衰减 因子 . 
(d) 利用 ϕι 和 oo, 通过 直接 计算 来 检验 (ο) 中 诸 值 . 
3.7 (a) 画 出 习题 3.6 中 自 回归 过 程 的 功率 谱 g(f), 并 说 明 它 在 靠近 自 相 
关 函 数 的 周期 值 附近 存在 一 个 峰值 . 
(b) 用 图 形 或 其 它 方法 去 估计 在 f =0.0 和 f=0.2( 每 个 数据 间隔 上 
的 周 数 ) 之 间 的 频带 上 ， 序 列 方差 的 比例 
3.8 (a) 在 对 一 个 观测 序列 进行 模型 拟 合 之 后 ， 为 什么 将 自 回 归 算 子 和 
滑动 平均 算 子 分 解 因 式 是 很 重要 的 ? 
(b) Æ [120] 中 说 明了 ， 从 1848 年 到 1909 年 之 间 加 拿 大 北部 年 度 狠 
皮 交 易 数量 σι 可 以 适用 于 下 面 的 AR(4) 模型 


(1-0.828+0.22B?+0.28B*)(In(z:) — μὶ = a 


将 该 目 回 归 算 子 分 解 因 式 ， 并 说 明 这 些 因 式 对 于 自 相关 函数 和 
妈 皮 序列 的 基本 性 质 揭 示 出 了 什么 。 上 述 数 据 作 为 序列 N 在 本 


书 第 五 部 分 的 时 间 序 列 汇集 中 给 出 ， 
4 
4.1 对 于 下 列 模型 中 的 每 一 个 

(1) (- Β)2ι = (1--0.5Β)αι 


(2) (1-Β}2ε = (1—0.2B)ar 
(3) (1- ο.5Β)(1- Β)2:ξ αι 
(4) (1—-0.2B)(1—B)z; = ar 
(5) (1-0.2B)(1-B) 2, = (1-0.5B)ay 
(a) RUB 7 T yY FL. 
(b) RHR 7 Sw 权 . 
(ο) Εξ ARIMA(p,d,q) 过 程 进行 分 类 . 
4.2 利用 已 得 到 的 适当 结果 ， 对 于 习题 4.1 中 的 5 个 模型 
(a) 将 每 个 模型 写成 随机 冲击 形式 ， 
(b) 将 每 个 模型 写成 余 函 数 加 上 相对 于 原点 上 二 t—3 的 特 解 形式 . 
(ο) 将 每 个 模型 写成 逆转 形式 ， 
4.3 设 zo 二 20,z_1 =19, 且 随 机 冲击 序列 给 出 如 下 : 
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(a) 利用 模型 的 差分 方程 形式 ， 对 习题 4.1 的 5 个 模型 中 的 每 一 个 求 
出 21". , 214. 
(b) 画 出 导出 序列 {z}. 

4.4 利用 习题 4.1 中 每 个 模型 的 逆转 形式 ， 并 且 只 用 习题 4.3 的 导出 值 
21, 22,°°* 9211 和 a12, 413, 014 来 求 出 212, 213, 214 。 证实 这 些 值 与 
习题 4.3 中 所 得 到 的 值 是 一 致 的 ， 

4.54 Ζι 二 31524541, 那么 , 对 于 习题 4.1 PIB MW (1-B)zi = (1-θβ)αι 


j=l 


的 模型 (1) 和 (2),z 是 指数 加 权 滑 动 平均 。 对 于 这 两 个 模型 通过 实 
际 计算 验证 Z11,Z12 和 213 满足 关系 式 


zt 2ι ι +a (见习 题 4.4) 
Zt = %-1+(1 — θ)αι 
Zt = (1 — θ)2ι + θ2ι ι 


4.6 WE wie (1--θιβΒ)αιε, Woe = (1 一 02B)azt, 说 明 wz, = wietwoe 
可 以 写成 wat (1 一 6sB)at . 并 推出 63 和 σα, 用 前 两 个 过 程 参 
BERERA, PHAR AY EAB. 

4.7 假设 Z = z + 6, XB σι 是 一 阶 自 回归 过 程 (1 一 $B)z = αι, b: 
是 方差 为 of 的 白 噪 声 过 程 ， Zz IRMA, PPR. 
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5.1 对 于 下 面 模型 
(1)Ζε-0.52ι..1 = at 
(2)νΖι 一 Qt 一 0.50Qt 1 
(3)(1-0.6B)Z; = αι 
表示 出 提前 期 为 1=1 和 4 =2 的 预报 ， 使 用 
(a) 差分 方程 
(b) 求 和 形式 (M y 10) 
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(ο) 过 去 观测 值 的 加 权 平 均 
5.2 用 模型 Vz; = αι 一 1.1Qt_1 十 0.28dt_2 拟 合 的 序列 中 的 291, Ζ92ν'’', 
2100, 其 值 由 下 面 观测 值 给 出 


166, 172, 172, 169, 164, 168, 171, 167, 168, 172 


(a) 生成 预报 值 Z100(/), = 1,2,--- , 12, 并 画 出 序列 值 和 预报 值 的 
图 (假设 ago =0,a91 =0) , 
”(b) 利 用 62 =1.103, 计算 预报 误差 标准 差 的 估计 值 5(1), 并 由 此 计算 
预报 的 80% 概率 限 ， 并 将 概率 限 加 到 图 中 预报 值 的 两 侧 . 
5.3 假设 习题 5.2 中 的 数据 表示 月 度 销售 额 . 
(a) HAER t --100 的 数据 , 对 于 季度 销售 额 计算 提前 期 为 1,2, 3,4 
季 的 最 小 均 方 误差 预报 . 
(b) 对 这 些 预 报 值 计 算 βοῦς 的 概率 限 . 
5.4 由 数据 和 习题 5.2 的 预报 值 ， 并 给 出 了 未 来 观测 值 Ζιοι = 174, 
(a) 请 利用 下 面 修 正 公 式 
Ze41(l) = (lt 1) + Wrartr1 
计算 预报 值 2ιοι(ϐ), l =1,2,… ,11 
(b) 直接 利用 差分 方程 验证 这 些 预报 . 
5.5 对 于 习题 5.2 中 的 模型 ve, -αι-- 1.1041 +0.28a,4_2 
(a) 写 出 同一 原点 的 预报 误差 ει(1), ει(2),:-: ,et(6) MAA. 
(b) 计算 并 画 出 预报 误差 序列 et(3) 的 自 相关 ， 
(ο) 计算 并 画 出 预报 误差 ει(2) 和 ει(7),7 =1,2,--- ,6 之 间 的 相关 . 
5.6 向 量 e = (el,e2,…… ,er), 其 元 素 是 具有 相同 原点 土 提 前 期 为 1， 
2,…. ,了 上 的 预报 误差. Ba’ = (alat+2 s atl) 是 相应 的 
不 相关 冲击 ， 且 


1 0 ο .0 
y 1 ο .0 
0 


e= Ma 其 中 M=| yo yı 1 
φιι UL—2 YL-3'': 1 


记 e 的 协 方差 阵 为 Σε, 证 明 (参见 [60],[186])2。= MM'o? .并 由 此 
说 明 ， 关 于 序列 的 一 组 顺序 实现 值 ziy1, 242, zt+z 与 以 二 为 原 
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点 的 预报 值 之 间 从 整体 上 无 明显 差异 的 检验 ， 可 通过 利用 


_e(MM') 'e a'a 


2 2 
Ca σα a j=t4+1 


H+L 
iV ο 


1 
/全 一 1 
ep, e = 3 > ，Qj 


是 自由 度 为 工 的 Xx? 分 布 而 得 出 . (注意 ，az+7 是 由 zt4; 一 2t45-1(1) 


计算 的 提前 1 期 预报 误差 ) . 
5.7 对 于 一 个 经 济 时 间 序 列 已 确 知 可 用 模型 


Vz: = 6.54(1-1.0B+0.5B")a; 


很 好 地 描述 ， 其 中 az 一 0.04 . 
(a) 给 定 248 二 130,447 = —0.3,a4g =0.2, 计算 并 夯 出 预报 值 48,1 =1,2, 
ore 12, 
(ο) = ΕΙ πι ΗΚ Γ 80% 概率 限 . 
(c) 用 求 和 形式 表示 序列 和 预报 值 。 
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6.1 下 表 给 出 被 识别 的 模型 和 w = voz, 的 自 相关 估计 值 : 


识别 模型 


d 自 相关 估计 值 


ry=0.72 


q 
(1) 0 
1 τις --θ.41 
1 
2 
0 


(2) 
(3) 
(4) 
(5) 2 


or ο = | 


rı =0.40, r2=0.32 
rı =0.62, r2=0.13 
Tı =0.93, r2=0.81 


1 
0 
ο 
2 
1 
(a) 分 析 得 出 参数 的 初 估计 . 
(b) 利用 本 书 第 五 部 分 的 表 和 图 检验 这 些 估计 . 
(ο) 代入 这 些 初 估计 ， 用 后 移 算 子 写 出 被 识别 模型 。 
6.2 对 于 习题 6.1 中 (5) 所 考虑 的 过 程 (2,1,0), Rw, = vz 的 样本 均值 
和 方差 为 wW=0.23 和 57 =0.25 。 若 序列 包含 N=101 AWE. 
(a) 说 明 模 型 中 必须 包含 一 个 常数 项 。 
(ο) 将 模型 表示 为 形式 we 一 piwi 一 φουι ο = bo + ar, 并 用 数值 
代入 参数 . 
6.3 对 于 英国 季度 失业 人 数 (这 些 数据 在 [214] 中 给 出 ， 其 中 的 一 部 分 列 
在 本 书 第 五 部 分 时 间 序 列 汇集 的 序列 P 中 ) 经 对 数 化 后 的 60 个 观 
WH, H ACFr, 和 PACF φκκ 的 前 16 个 值 列 于 下 表 : 
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(a) Ei H ACF 和 PACEF 的 图 形 . 
(b) 对 于 该 序列 识别 出 一 个 模型 . 
(c) 得 出 参数 的 初 估 计 及 其 标准 差 
(c) 给 定 z=5.90 及 s2=0.08911, Ki Ls 和 c2 的 初 估计 . 

6.4 对 于 英国 国民 生产 总 值 按 季度 计量 的 60 个 观测 值 的 序列 (这 些 数 据 
在 [214] 中 给 出 ， 其 中 的 一 部 分 列 在 本 书 第 五 部 分 时 间 序 列 汇集 的 
序列 P 中 ),z 和 vzi 的 自 相 关 和 偏 相 关 函 数 的 前 10 个 值 列 于 下 表 : 


z=98.5; s7=149.6; Ὁ =0.65; $2,=0.7335(w, = ν2ι) 

(a) MF z Al vz, MH ACF 和 PACK 的 图 形 . 
(b) 对 于 该 序列 识别 出 一 个 模型 。 
(c) 得 出 参数 的 初始 估计 . 

6.5 用 H: 来 记 美 国 年 度 生 猪 价 格 ， 是 由 美 过 农业 调查 局 1867- 1948 共 
82 个 年 份 每 年 1 月 工 日 所 记录 的 (这些 数 据 更 详细 的 情况 在 [162] 
中 给 出 ), 定义 序列 zi =1000l0g, (Hi), zt 和 zs, 其 前 10 个 值 在 下 表 
FP i tH: 


基于 这 些 自 相 关 值 ， 对 该 序列 识别 一 个 模型 并 求 出 参数 的 初 估计 . 
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二 hp i dF eT pe 


这 些 数据 作为 序列 Q 列 在 本 书 第 五 部 分 的 时 间 序 列 汇集 中 . 
7 
7.1 对 于 序列 zt( 如 此 之 短 并 非 真实 的 ) 用 (0,1,1) 模型 we = Va = 
(1-0B)at, 其 中 0=-0.5 采用 未 知 初始 值 ao, 计算 出 的 值 列 于 下 表 


t Zt νι απ ώωι-- Ό.δαις..ι 
0 40 ao 
1 42 2 2--0.52αρ 
2 47 5 4--0.25αρ 
3 47 ο 一 2 一 0.13ao 
4 52 5 6 十 0.06ao 
5 51 一 1 —4—0.03a9 
6 57 6 8+0.02a5 
7 59 2 一 2 一 0.01ao 
(a) 验证 表 中 的 各 项 . 
(ὁ) 说 明 条 件 平方 和 为 
T 
》 (a@z|-0.5, αρ--0)2--δ.(--0.5/0) = 144.00 
t=1 
7.2 利用 习题 7.1 的 数据 
(a) 证明 (用 最 小 二 乘法 ) 使 S,(-o0.5|ao) 极 小 的 ao 的 值 Go 为 
-5 θα) 
a — (2)(0-50)+(4)(—0.25)+---+(—2)(0.01) _ Σ t 
ο = ees = «ο 
12 十 0.52 十 … 十 0.012 一 02: 


这 里 af = (αι|θ,αρ-ο) 是 条 件 值 . 将 Go 与 MA(1) 模型 中 精确 反 
向 预报 值 [aoj([ao] 的 表达 式 由 前 文 附录 A7.3 中 方程 (A7.3.9) 给 
H) 相 比 较 ， 验 证 这 两 个 表达 式 是 相同 的 . 

(5) 先 将 模型 用 反 向 形式 写 出 we = (1-θΡγ6ι, 然后 递 推 计算 ο, 证 明 
(a) 中 得 到 的 ao 值 与 用 反 向 预报 方法 得 到 的 ao 是 相同 的 . 

7.3 利用 习题 7.2 中 计算 的 âo, 
(a) 说 明 非 条 件 平方 和 S( 一 0.5) 为 143.4. 
(b) 对 于 (0,1,1) 模型 和 充分 大 的 n, 证 明 
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P. 


ao 
1 — 6? 
7.4 对 于 过 程 wi — u = (1--θβλαι, 证 明 ， 若 序列 很 长 ， 则 和 98 极 大 
似 然 估 计 应 和 9 的 协 方差 矩阵 近似 为 
a | (1 -0)202 0 
n- Í ϐ) op 
7.5 (a) 为 了 得 到 对 一 个 序列 满意 的 拟 合 ， 过 到 了 问题 ， 该 序列 的 最 后 
16 个 值 记 录 如 下 
129, 135, 130, 130, 127, 126, 131, 152, 
123, 124, 131, 132, 129, 127, 126, 124, 
画 出 该 序列 的 图 ， 并 指出 困难 会 出 现在 什么 地 方 . 
(b) 用 模型 (1 一 $1B 一 φ2Β2)2ι = (1-θ6Η)αι 拟 合 一 组 数据 ， 收 敛 很 
慢 ， 而 且 在 顺 次 迭代 过 程 中 系数 摆动 很 刷 烈 ， 最 后 得 到 如 下 标准 
差 很 大 的 一 组 估计 值 
$1=1.19, $2=-0.34, 0=0.52 
你 能 对 模型 的 不 稳定 特性 作出 解释 吗 ? 为 什么 在 初步 识别 时 应 
该 已 经 消除 了 这 个 问题 ? 
(ο) 拟 合 模型 "zz = (1-018-02B?)ai 不 能 得 到 收敛 结果 , MAGN 
得 到 值 61=1.81, 62=0.52. 你 能 解释 这 一 困难 吗 ? 
7.6 对 于 ARIMA(1,1,1) W (1-φβ)ωι = (1 一 θΒ)αι, 这 里 ωι = 了 zt， 
(a) 写 出 模型 的 线性 化 形式 . 
(5) 你 打算 如 何 着 手 进行 条 件 非 线性 最 小 二 乘 计 算 , 假设 初 值 为 p=0.5， 
0=0.4, 该 序列 的 前 9 个 值 列 出 如 下 : 


σ(θ) = 5. (θ|0} — 


7.7 (a) 证 明 ， 二 阶 自 回归 模型 Σεξ φιζι..1 + φχΖι..2 + αι 可 写成 正 交 
形式 


Ν Φι . - dı . 
Zt = Ig + $2 | %-2- 1 τας Zt-1 | + a: 
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φι 
1 ~ $2 
~ Το 一 人 
估计 do= τα 是 不 相关 的 .) 
1 
(b) M φι FI 2 的 方差 - 协 方 卷 阵 或 从 其 它 条 件 出 发 , 对 于 长 序列 ， 
HEAR ri 和 bo 的 方差 - 协 方差 阵 近 似 为 


(这 意味 着 ， 对 于 长 序列 ， 


2 
1 


的 近似 估计 τι 及 pz 的 近似 


n- 0 一 όλα --ρἳ) | δα 


8 


8.1 用 试探 性 模型 去 拟 合 一 个 时 间 序列 , 下 表 列 出 所 得 残 差 序列 的 前 30 


个 : 


国 出 残 差 图 并 叙述 你 关于 模型 合理 性 的 保留 意见 . 
8.2 用 模型 z Ξ-(1-0.6Β)ει UA N=82 的 观测 值 序列 ， 得 到 残 差 序列 自 
相关 : 


rp (6) 
0.39 
0.20 
0.09 
0.04 


ια. Ὁ N = | 人 


0.09 


(a) HH RAP ACF 图 形 ， 并 确定 是 否 存在 异常 值 . 
(b) 计算 x? 一 统计 量 8 并 检验 残 差 序列 的 自 相 关 函 数 ， 是 否 能 
从 整体 上 说 明 模 型 的 不 合理 性 . 
(c) 你 将 考虑 用 什么 样 的 修正 模型 来 拟 合 、 检 验 ? 
8.3 假设 (0,1,1) 模型 vz, = (1-0B)et 被 用 来 预报 一 个 序列 ， 这 对 应 于 
用 一 个 指数 加 权 滑 动 平均 做 预报 ， 其 中 9 任意 选取 为 0.5. 而 事实 
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上 ， 这 个 序列 可 以 很 好 地 用 (0,1,2) 模型 vz 三 (1-0.9B+0.2B?)at 来 

We. 

(a) 计算 由 (0,1,1) 模型 所 得 1 步 预报 误差 序列 的 目 相 关头 数 。 

(b) 说 明 这 些 自 相 关 函 数 如 何 被 用 来 识别 序列 et 的 模型 ， 由 此 可 导 
致 对 于 序列 z: 的 (0,1,2) 模型 的 识别 . 

8.4 一 个 有 N=326 个 数据 的 长 序列 被 分 成 两 半 ， 对 每 一 部 分 用 一 个 
(1,1,0) 模型 进行 识别 、 拟 合 及 检验 。 如 果 这 两 部 分 的 参数 估计 为 
φ(0--ο5 和 9$(2)=0.7, 是 否 存 在 参数 已 经 变化 的 证 据 ? 

8.5 (a) 证明 由 一 个 平稳 的 ΑΒ(1) 过 程 (1-$B)z.=at 产生 的 n 个 观测 值 

的 样本 均值 的 方差 为 


2 
var|2z| ~ ca 


n(1 — $) 


(b) 一 个 化 学 过 程控 制 在 完全 相同 的 条 件 下 ， 由 此 得 到 的 一 批 顺 次 
产量 被 证 明 服 从 一 个 平稳 的 AR(1) 过 程 110.58) Ζι 二 a: 。 在 给 
定时 点 进行 技术 改造 ， 使 得 在 技术 改造 之 前 第 85 个 数据 点 的 均 
[8 五 =41.0, 残 差 方差 51α-0.1012, 而 在 技术 改造 之 后 第 60 个 数 
据点 的 均值 22=43.5,s3。=0.0895 。 是 否 有 证 据 表明 技术 改造 提高 
了 产量 ? 
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9.1 证 明 季 节 差 分 算 子 1-B'*( 分 析 月 度数 据 是 很 有 用 的 ) 可 以 分 解 如 
下 : 


(i-B*))=(14+B)(1-V3B+B?)(1—B+ B*)(1+B?) 
x (1+. B+B?)(14+V3B+B7)(1-B) 


在 单位 加 上 画 出 该 表达 式 的 零点 ， 并 且 通 过 实际 数值 计算 及 对 这 些 
结果 作 图 ， 说 明 按 以 上 顺序 给 出 的 因子 对 应 于 频率 (每 年 的 周 数 ) 为 
6,5,4,3,2,1 的 正弦 函数 及 一 个 常数 项 。( 例 如 , 差分 方程 (1-B+Bz?)zt=0， 
对 任 给 初 值 z1=0,z2?=1 可 得 到 r3 = 1, £4 = 0,z5 = 一 1, 等 等 。 产 
生 一 个 频率 为 每 年 2 AKEZ.) 

9.2 用 来 消除 月 度 时 间 序 列 季 节 性 的 一 种 方法 有 时 常常 使 用 ， 它 是 利用 
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等 权 的 12 个 月 滑动 平均 
1 
Σετ — (zt + Ζι.1 Γι + B11) 
12 


(a) 利用 分 解 (1-- Β12)/(1-- B)=14 B+ B?+---+.B 1, 证 明 13(Ζε -- Ξε. ι) = 
(1-B**)zZz 。 

(b) MFR EHA tz: 对 前 期 滑动 平均 的 超出 值 为 zt ἔει. FE 
可 以 计算 量 值 ui, 它 是 当前 超出 值 与 以 往 & 年 同期 超出 值 平均 
的 ue 比较 。 证明， 可 以 写成 


( B τ} 1 B1? 1- Bi2k 
Uy = | 1-— 一 Zt 
12 1-8 k ιτ. Β12 


9.3 在 [186] 中 已 经 说 明 加 利 福 尼 亚 具 氧 (Azusa HWZ) 的 月 平均 
值 可 以 用 下 面 模型 表示 


(1—B*?)z,=(14+0.2B)(1—0.9B'7)a,, o2=1.0 


aR HEH yR. 

(5) 计算 并 画 出 不 权 ， 

(ο) 计算 提前 3 个 月 和 12 个 月 预报 的 标准 差 ， 

(d) 求 出 最 终 预 报 函 数 . 

9.4 从 1969 年 1 月 到 1972 年 12 H Azusa 每 月 臭氧 平均 水 平 如 下 表 (以 
亿 分 之 一 计 ): 
1 月 2 月 3 月 4 月 5 月 6 月 了 月 8 月 9 月 10 月 1 月 12 月 

1969 2.1 2.6 4.1 3.9 6.7 5.1 7.8 9.3 7.5 4.1 2.9 2.6 
1970 2.0 3.2 3.7 4.5 6.1 6.5 8.7 9.1 81 4.9 3.6 2.0 
1971 2.4 3.3 3.3 40 3.6 62 7.7 6.8 5.8 4.1 3.0 1.6 
1972 1.9 3.0 4.5 4.2 48 5.7 7.1 4.8 4.2 2.3 2.1 1.6 


利用 习题 9.3 PKR, WARR 24 个 月 的 预报 值 (未 知 的 αι AF 


近似 ) . 
9.5 在 [185] 中 Thompson 和 Tiao 已 经 说 明了 ， 在 Wisconsin 外 移 电 话机 
数 可 由 下 面 模型 很 好 地 描述 : 


(1--0.5Β7γ(1--ΒΊ2γαι--(1-0.2Β7-.0.3Β17-.0.2Β}}}αι 
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ΤΠ 258 w = (1-B12)2 MH AAKBR, MWAH 1,2,--- ,24. 
9.6 一 个 N=41 的 银行 存款 的 季度 数据 序列 ， 它 的 各 种 差分 序列 的 前 12 
个 自 相 关 在 下 表 列 出 ; 


k 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 13 12 ù ο 


T(z) 0.88 0.83 0.72 0.67 0.56 0.53 0.42 0.41 0.32 0.29 0.21 0.18 152.0 876.16 
re(Vz) -0.83 0.68-0.70 0.70-0.65 0.62-0.70 0.69-0.60 0.55-0.60 0.62 2.46 97.12 
τκ( 2) 0.21 0.06 0.15-0.34-0.10 0.03—0.18-0.13 0.02-0.04 0.10 0.22 10.38 25.76 

ra(Y V4z)-0.33-0.06 0.36—0.45 0.08 0.22-0.10-0.05 0.14-0.12-0.05 0.28 0.42 38.19 
画 出 自 相关 函数 图 ， 对 该 序列 进行 模型 识别 ， 并 计算 参数 和 σ 的 
初步 估计 . 

9.7 在 分 析 季 节 性 产品 销售 量 的 对 数 时间 序 列 时 ， 发 现 由 于 月 度 和 季节 
性 变化 ， 需 要 作 形 如 tt = VYVizln(zt) 的 差分 ， 以 使 序列 平稳 .下 
REUS n=102 个 月 度 观测 值 序列 wi 的 前 48 A BAK: 

WE 自 相 κ 

1-12 -0.39 -0.24 0.17 0.21 -0.27 -0.03 0.26 -0.10 -0.20 0.07 0.44 -0.58 

13-24 0.09 0.17 0.01 -0.24 0.16 0.04 -0.12 -0.01 0.11 0.08 -0.33 0.28 

25-36 0.01 -0.14 -0.02 0.18 -0.13 0.04 -0.01 0.10 -0.13 -0.09 0.27 -0.22 

37-48 0.00 0.09 0.02 -0.18 0.17 -0.05 0.0 -0.06 0.06 0.06 -0.13 0.11 


W = 0.241 92 = 106.38 


对 这 个 序列 识别 一 个 (或 多 个 ) 适当 的 模型 ， 并 求 出 参数 的 初步 估 
it. 
10 


10.1 设 X: 是 一 个 煤气 炉 的 甲烷 馈 入 速度 (单位 ;立方 英尺 / 秒 )% 是 
输出 气体 中 二 氧化 碳 的 百 分 含 量 . 下 列传 递 函 数 模型 


(1) Υ, =10+ 7-83 yyy Χιι 
(2) Yı =10+ 22-1250 1238 Χι-2 


3) Y, --10 —20-8.5B χι 
(3) Ye + 7-1.2B+0.4B7°*~? 


(a) 证 明 上 述 模型 是 稳定 的 . 
(Ὁ) 计算 稳 态 增益 g( 用 适当 的 单位 表示 ) . 
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10.2 对 于 习题 101 中 的 各 个 模型 ， 用 差分 方程 计算 并 画 出 对 应 下 列 输 
入 的 响应 
(a) 在 时 间 t =0 使 用 单位 脉冲 输入 (0,1,0,0,0,0,---) 。 
(b) 在 时 间 t =0 和 使 用 阶 跃 输入 (0,1,1,1,1,--) 。 
(c) Æt E] t =0 使 用 斜面 输入 (0,1,2,3,4,5,…) 。 
(4) 在 时 间 t =0 使 用 周期 输入 (0,1,0,-1,0,1,---) 。 
估计 模型 (3) 对 于 阶 跃 响应 的 周 斯 和 豪 减 因 子 . 
10.3 利用 方程 (10.2.8) 计算 出 习题 10.1 中 每 个 模型 的 脉冲 权 v;, FER 
验 它 们 与 习题 10.2(a) 所 求 得 的 脉冲 响应 是 相同 的 ， 
10.4 把 习题 10.1 中 的 模型 用 Y 形式 表示 ， 
10.5 (ο) 计算 并 夯 出 两 输入 系统 


t Xt Xat t Xie 
0 0 0 5 1 -1 
1 -1 1 6 1 1 
2 1 -1 7 ~ -1 
3 -1 -1 8 -1 1 
3 1 1 
(b) 分 别 计 算 Y 对 于 x 和 xs 的 增益 σι 和 go, HERB v 形 


式 表示 . 
11 


11.1 MRA Yy 权 的 形式 表示 为 
Yt --ψι(β)λαι σι ψε(Β)αι 


(a) 证 明 互 协 方差 的 生成 函数 


YY(B)= 》 YayB* 


EH ὖν(Β)φε(Ε)σ2 给 出 的 . 
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(b) 如 果 
ye = (1-θβ)αι, T = (1 一 61 Β 一 0 β’γα, 


利用 前 面 的 结果 得 出 y 和 zt 之 间 的 互 协 方差 函数 . 
11.2 对 输入 序列 σι, 在 估计 其 预 白 噪 化 变换 07>1(B)$z(B)zt αι ΕΒ, 
计算 经 变换 后 的 输出 βι = θε (Β)φε(Β)υε, 并 得 到 互相 关系 数 
Yap(k) 如 下 : 


k rap(k) Tap (k) 
0 0.05 0.24 
1 0.31 0.07 
2 0.52 -0.03 
3 0.43 0.10 
4 0.29 0.07 


其 中 δα Ξ-ι.26,ὄρ =2.73,n =187. 
(a) 求 出 互相 关 标 准 差 的 近似 值 . 
(b) 计 算 脉 冲 山 应 权 v; 的 粗 估 讨 . 
(c) 给 出 传递 函数 的 一 个 模型 及 其 参数 的 粗 估 计 . | 
11.3 经 常 遇 到 这 样 的 情形 , 使 用 者 估计 出 传递 函数 模型 ye = ω(Β)δ”1(Β) 
Εἰσι, 并 想 确 认 稳 态 增 益 是 否 有 意义 . 
(a) 对 于 一 阶 系统 


证 明 估计 值 9 = do /(1 一 6) 的 近似 标准 差 由 下 式 给 出 


ô? (0) νατ[ῶρ] var[ô] 2εον[ῶρ, ô] 
ο Spt 十 一 一 
9 wo (1—8)?  &(l-— ô) 


(0) 若 Wp =5.2,6 =0.65, δ(ῶρ) =0.5, ὃ () Ξ-0.1,οον[ῶο, ὃ] =0.025, 
计算 9 和 56(9) 的 近似 值 . 
11.4 考虑 模型 


Yı =p1 X1, e +t82 X2, 4N: 


这 里 Ne 是 非 平稳 误差 项 ， 并 县 VN: = 4 — 62 ι κ 证 明 模 型 可 
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以 写成 形 如 
Y-Y- --βι(Χι,ε-Χι,ι-1) + β2(Χει--ἅλιι-ι) + αἱ 
其 中 R-i Za Xo) 是 指数 加 权 滑 动 平 均 .。 例如 
立 _ ,=(t-0)(Y_ 1+0Y_ TO27 9: ) 


可 以 看 到 ， 用 极 大 似 然 方 法 拟 合 该 非 平稳 模型 ， 等 价 于 用 最 小 二 
乘法 去 拟 合 由 局 部 修正 指数 加 权 滑 动 平均 所 得 独立 和 非 独 立 变 量 
之 间 的 离 差 ， 可 参见 第 9.4.2 节 的 相应 思想 . 

11,5 分 别 考 虑 习题 6.3 和 6.4 中 的 失业 和 国民 生产 总 值 数据 ， 即 第 五 部 
分 时 间 序 列 汇集 的 序列 P . 建立 (识别 、 估 计 并 检验 ) 一 个 传递 函 
数 模型 ， 并 用 GDP 序列 Χι 作为 输入 以 辅助 解释 对 数 失 业 人 数 序 
Aly, 的 变化 . 

12 


12.1 在 烟雾 产生 臭氧 的 月 度数 据 yi 的 分 析 [59] 中 ， 考 虑 如 下 两 种 可 能 
的 “于 预 A 72 如 下 : 
Π: 在 1960 年 初 ， 由 于 金 州 高 速 公路 开通 造成 交通 状况 改变 ， 以 
及 要 求 减少 地 方 销售 汽油 中 碳 氢 化 合 物 含量 的 有 关 法 律 生效 . 
1ο: 1966 年 要 求 所 有 新 汽车 安装 新 发 动机 设备 的 法 律 生效 . 在 这 
种 干预 情形 , 考虑 到 众所周知 的 事实 在 夏天 和 冬天 的 月 份 里 ， 
烟雾 现象 是 不 同 的 .在 数据 的 试探 性 分 析 中 ， 用 到 下 列 模型 


ως 2 ο. 1(1- ΘΕΒ)(1-- ƏB”) u 


Yt = wié1t + - a pit 


1 一 a 
”其 中 


ε =f t < 1960 441 Η 
it U1, t> 1960415 


é -{? t < 1966 年 1 月 -人 t < 1966 £1 H 
11, tt>1966 年 1 月 Li, t>1966 年 1 月 
(夏季 月 份 ) (冬季 月 份 ) 
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(a) 说明 该 模型 考虑 到 
(1) 在 1960 年 1 月 可 能 由 卫 产生 大 小 为 wi 的 阶 跃 变化 . 


(2) 年 跃 度 为 wo 的 阶 跃 冰 数 ， 这 是 考虑 到 随 着 装 有 新 发 动机 
设备 汽车 的 逐渐 涌 入 而 产生 的 夏季 影响 . 
(3) FREA ws 的 阶 跃 函数 ， 这 是 考虑 到 随 着 装 有 新 发 动机 
设备 汽车 的 逐渐 涌 入 而 产生 的 冬季 影响 。 
(b) 叙述 你 将 采取 什么 步骤 来 检验 模型 表示 的 合理 性 。 
(ο) RR (ο) 之 后 你 已 经 满意 了 ， 由 下 面 的 结果 你 将 得 出 什么 结 
论 ? (下 面 给 了 估计 值 ， 括 号 里 面 是 它们 对 应 的 标准 差 . ) 


wW3 = -0.07 0 = —0.24, O = 0.55 


ὦ2 = 一 0.25， 
(+0.03) (+0.04) 


wy = —1.09, 
(+0.07) (+0.06) 


(+0.13) 


12.2 一 个 一 TETEE 
Ye = Σω: (B)ó7 (B)Ejt + θ(9)Φ "1 (8)αι 


它 可 以 包含 本 身 为 时 间 序 列 的 输入 变量 ἐ; 和 作为 指示 变量 的 其 
它 输 入 变量 ἐ., 后 者 可 以 估计 (并 消除 ) 习题 12.1 中 所 述 一 类 干预 
产生 的 影响 ， 这 在 销售 数据 的 分 析 中 经 常用 到 . +O 为 一 指示 
变量 ， 它 在 时 间 τ 采取 单位 脉冲 的 形式 ， 即 


Mate tT 
' 1 t=T 


为 了 说 明 起 见 ， 考 虑 模型 


τ. σέ ( 其 中 w1 = ι.00, ὃ = 0.50) 


στ -- δ8 
| mar (T) 
(2) ¥ = (-- 5B =) ξι 


( Hw, = 1.00 στρ -- 0.30) 
+ (T) 


3 wo + 一 一 一 
(3) Ye = (ων Tp) 
( 其 中 心 o = 1.50, Yo wz = —0.50) 


(1) νε = 
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递 推 计算 各 个 模型 在 时 间 t = 7,741,7+2,--- 的 响应 Ye, 并 评述 
它们 在 估计 和 / 或 消除 由 于 例如 广告 运动 ， 促 销 以 及 价格 变化 等 
现象 影响 下 可 能 产生 的 作用 . 

12.3 对 于 习题 6.5 的 生猪 价格 序列 ， 经 过 探索 性 识别 得 到 一 个 模型 ， 
用 最 小 二 乘法 氢 合 该 模型 求 出 最 终 参 数 估 计 ， 并 且 对 残 差 进 行 模 
型 诊断 检验 . 特别 地 , 对 于 1932- 1935 和 1942-1948 的 这 些 数据 ， 
考虑 外 部 因素 或 者 干预 事件 。 如果 适合 的 话 ， 设 定 一 个 有 指示 输 
入 变量 的 传递 函数 模型 来 改进 基本 的 ARIMA 模型 ， 并 且 估 计 这 
个 设 定 的 模型 

13 


13.1 在 一 个 化 学 过 程 中 ， 把 控制 变量 (煤气 速度 )x, 固定 在 它 的 标准 参 
考 原点 ， 在 此 期 间 顺 次 记录 了 粘度 Νι 的 30 个 数据 ， 如 下 表 所 示 


重新 构造 并 画 出 误差 序列 (对 于 目标 值 的 偏离 )et 以 及 调整 值 序列 
zt 。 假 设 在 此 期 间 最 优 反馈 控制 方案 


Le 一 —10€; + δει 1 (1) 


被 应 用 于 给 定 动态 模型 
Yt = 0.5Wt_1 十 0.107; 1 (2) 
以 及 由 
Et = ει ι + VN: + Ut (3) 


得 到 的 误差 信号 . 你 的 计算 顺序 应 该 按照 (2),(3) 和 (1), 并 且 在 开 
始 时 假设 ει =0, =0,z1 =0 。 你 能 够 设计 一 个 由 Νι tHe 更 
直接 的 方法 吗 ? 
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19.2 Ban FP A Ee RE AA: 


(1) VN:= (1—0.7B) a4 
(1--0.4Β)3ΙΞ 5.0ΟΧε ιν 
(2) VN:= (1-.0.5Β)αι 
(1-1.2B+0.4B7)¥.= (20--8.5Β)Χι.ι. 
(3) V2N 一 (1-0.9B+0.5B7)ayz 
(1--0.7Β)γι-Ξ 3Χι.1.. 
(4) VN.= (1-0.7B) a 


(1-0.4Β)γε-- 5.0 Xt—-2+ 


(a) 由 扰动 和 传递 函数 模型 的 每 组 合 , 设计 最 小 均 方 误差 反馈 控制 


JR. 
(ο) 对 于 情况 (4), 推导 误差 ει 的 表示 式 ， 并 且 导 出 用 σᾳ 表示 的 方 
ΞΕ. 
(ο) 对 于 情况 (4), 设计 一 个 适合 于 操作 者 做 出 手工 控制 行动 的 诺 
δὲ ΒΒ, 
19.5 在 一 个 工业 废料 处 理工 厂 ， 废 料 流入 的 强度 2ι 满足 关系 式 
~ 0.3B _ 
= FA 
1-0.28 


废料 流入 强度 的 增加 可 以 由 工厂 增 大 使 用 一 种 化 学 物质 的 流量 
ut 进行 补偿 ， ue 对 Y AO ΠΚ 


21.6B? _ 
Yı = Ut 
1—0.7B 


表示 。 证明， 利用 控制 方程 


0.3 | (0.7-0.2B)(1-0.7B) | . 


αι 一 一 
91.6 | (1--0.2Β)(1 --0.5 Β) 


Bll H αι 一 0.7& ι 一 ο.ιᾶι. ο 一 0.0139(0.724 -- 0.689Ζι. 1 + 0.1424_2) 
可 得 到 最 小 均 方 误差 反馈 控制 。 
13.4 在 下 面 扰动 和 传递 函数 模型 
VNe = αι 


(1-δΒ}γϑι 一 Wo Xe-a+ 一 Wy Σι ο. 
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的 基础 上 , 实施 一 个 试验 性 反馈 控制 方案 , 得 到 调整 序列 zt Mik 
差 序列 et 。 据 信 误 差 模 型 是 比较 准确 的 ， 但 是 传递 函数 模型 参数 
的 准确 性 令 人 怀疑 ， 

(a) 下 表 给 出 序列 zt 和 ei 的 前 10 个 值 


对 6=0.5,w9=0.3,W1=0.2 以 及 任意 初 值 y? 和 αὐ 计算 残 差 (t=, 
3,---,10) a 


10 
2) (αι |d6=0.5,wWo =0.3,04 =0.2,y9, xp)? 
t=2 


最 小 ， 并 计算 该 最 小 平方 和 。 
13.5 考虑 [55] 中 的 一 个 系统 ， 过 程 的 传递 函数 为 gB, 噪声 模型 是 (1- 
B)N:=(1-0B)at, 使 得 输出 误差 满足 


(1 十 五 )Et = GO—B)X+_144+(1-OB) ay 
假设 系统 被 如 下 已 知 的 离散 “积分 ”控制 器 所 控制 ， 
(1 一 号 )Xt+ = 一 CE 
(a) 证 明 ， 输 出 误差 服从 ARIMA(1,1) 过 程 
(1-ΦΒ)ειΞξ (1-θΒ]αι , $=1-gc 


因此 ,利用 数据 从 一 个 试验 性 方案 估计 g 和 98 的 问题 ， 等 价 于 
估计 该 模型 的 参数 . 

(b) 还 需 证 明 ， 最 优 方案 使 得 c= co = (1 一 0)g, 而 且 ， 如 果 在 收 
集 数 据 时 用 到 的 试验 性 方案 恰好 是 最 优 的 ， 那 么 ，1 一 8 和 9g 
就 不 能 分 别 估计 . 
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序列 P 624,634,643 

序列 QQ 625,635,644 

序列 R 625,643~44 

延迟 ”433,452-54,457-62,474,567 

试验 设计 516-17,522-26 


确定 性 分 量 413-20 


诊断 检验 19-20,210 
ARMA 模型 的 人 356-76 
fE S AROR ~ 492-96,498-500 
过 拟 合 ~ 357-58 
采用 一 担子 统计 检验 的 5 363-66 
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processes 
use of residual autocorrelations 
use of score test statistic 
Difference equations(see Linear 
difference equations) 
Difference operator(see Backward 
difference operator) 
Differential equations( see Linear 
differential equations) 
Discounted least squares 
Discrete systems 
Discrete time series 
Duality between AR and MA 
Durbin algorithm for autoregressive 
model coefficients 


E 


Effects of parameter estimation on 
properties forecasting 
Estimation 
Bayesian 
least squares 
maximum likelihood 
mixed ARMA models 


moving average models 


nonlinear( see Nonlinear estimation) 
of autocorrelations 


of autoregressive models 


of partial autocorrelations 

parameter redundancy 

separation of linear and nonlinear 
components 

use of state space model 

well behaved situations 

Yule- Walker 
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采用 残 差 自 相关 的 ~ 361-63 
采用 得 分 统计 检验 的 ~ 267-70 
差分 方程 ( 见 线性 差分 方程 ) | 


差分 算 子 (LABERHF) 
微分 方程 ( 见 线性 微分 方程 ) 


折扣 最 小 二 乘 204-205 

离散 系统 427-29,436-38,440—46,452-56 
离散 时 间 序 列 23-24 

AR 和 ΜΑ 过 程 之 间 的 对 偶 性 86 

自 回 归 模 型 系数 的 Durbin 算法 98-100 


参数 估计 对 预报 特性 的 影响 351-55 


估计 19-20,210 

Bayew~ 307-15 

ΜΒ. FH ~ 329-31 

极 大 似 然 ~ 256-62,271 

混合 ARMA 模型 的 ~ 283-92, 
301-302,315-16,316-21,836-41 

滑动 平均 模型 的 301,313-15, 
332-36 | 

非 线性 ~ CAE RHE IT) 

自 相 关 的 33539 

自 回归 模型 的 ~ 298-301,310-13, 
341-51 

偏 相 关 的 人 76-78 

参数 ~ 的 元 余 304-307 

线性 和 非 线性 部 分 的 分 离 ~ 302-303 


利用 状态 空间 模型 的 人 ”316-21 
~ 良好 态势 275-83 
Yule-Walker~ 76,98-100,234,298-301, 


-- 


348-49 


Exact back-forecasts 精确 反馈 预报 261—-70,333-36,337-38 
Exact likelihood function RUM wR 261-62,316-20,332-41, 
4341-44 
innovations form ~ 新 息 形式 317-20 
of AR process AR ΠΛΗ 341-44 
ARMA process ARMA 过 程 的 ~ 936-40 
MA process MA 过 程 的 人 232-36 
using state space representation 利用 状态 空间 表述 的 -- 316-11, 
543-44 
with missing observation 有 缺失 观测 的 ~ 543-45 
Exponentially weighted moving average 指数 加 权 滑 动 平 均 127 
forecasts ~ 预报 174-76,187,391-93 
F 
F-distribution Ε-2-1 322,327 
Feedback control | 反 司 控制 ”5-6,557--75 
manual adjustment charts for 用 ~ 的 人 工控 制图 6.558-59. 
569-72 
minimum mean square error ~ 的 最 小 均 方差 566-69 
when adjustment variance restricted 调整 方差 有 约束 时 的 ~ 574-78, 
586—98 
Feedforward control 前 馈 控 制 ”5-6,560 
Filter(see Linear filter) 滤波 ( 兄 线性 滤波 ) 
First-order autoregressive processes 一 阶 自 回归 过 程 65-67 
First-order moving average processes 一 阶 请 动 平 均 过 程 81-83 
First-order systems 一 阶 系统 430-32,440-45,452-54 
Forcing function 强制 函数 432 
Forecast errors | 预报 误差 152-54 
autocorrelation function at different 不 同 提 前 期 -- 的 相关 孙 数 197-98 
lead times 
autocorrelation function at different 不 同 原点 ~ RAS 195-97 
origins | 
correlation between ~ 之 间 的 相关 性 154 
effects of parameter estimation on 参数 估计 对 ~ 的 影响 351-55 
impulse response weight of ~ 的 脉冲 啊 应 权 数 153-54,161 
variance of ο” 的 方差 
(see Variance of forecast errors) { 见 预 报 误差 方差 ) 
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Forecast function 


eventual 
examples of 


fixing initial values for 


Forecast weights 


Forecasting 


a multiplicative(0,1,1) x (0,1,1) 
process 

a (1,0,0)process 

a (1,0,1) process 

a (1,1,0)process 

a (1,1,1)process 

an IMA(0,1,1)process 

an IMA(0,2,2)process 

an IMA(0,d,q) process 

in transfer function models 

using leading indicators 


Forecasts,minimum mean square error 


as conditional expectation 

calculation of 

comparison with discounted least 
squares method 


difference equation form 


effect of estimation errors on 


integrated form 


i-step ahead forecasts 

probability limits for 

updating integrated form 

updating of 

use of state space model for 
forecasting 

weighted average of past 


observations 


Frequency response function 
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预报 函数 


预报 权 数 
MR 2-3 


2-3,166-Τ2 
最 终 ~ 167 

~ 的 例子 172-87 

~ DNB 168-69 
170-72, 198-200 


一 个 (0,1,1)x(0,1,1) 乘积 过 程 的 ~ 
385-94 

一 个 (1,0,0) 过 程 的 ~ 180-82 

一 个 (1,0,1) 过 程 的 ~ 184-86 

一 个 (1,1,0) 过 程 的 ~ 183-84 

一 个 (1,1,1) 过 程 的 一 186-87 

一 个 IMA(0,1,1) 过 程 的 ~， 173-76 

一 个 IMA(0,2,2) 过 程 的 人 176-79 

一 个 IMA(0,p,q) 过 程 的 人 179-80 

传递 函数 模型 的 ~ 505-510 

利用 领先 指标 的 ~~ 504-13,514-16 


最 小 均 方 误差 预报 152-54,189-92,192, 


506-507 

~ 作为 条 件 期 望 154 

~ 的 计算 155-59,192 

~ 与 非 折 扣 最 小 二 乘法 的 比较 
204-208 

~ 的 差分 方程 形式 ”155,173,176， 
184,186 

估计 误差 对 ~ 的 影响 351-55 

~ 的 求 和 形式 ”155-56,174,177-78， 
185,186,194,201-208 

提前 l 期 的 人 152-54 

~ 概率 限 2-3,162-66,193 

~ 的 修正 求 和 形式 203 

~ 的 修正 ”162-64 

使 用 状态 空间 模型 预报 的 ~ 189-92 


用 既往 观测 如 权 平 均 的 ~~ 155-56, 
174-75,178,185,,187 194-95.391-94 


频率 响应 函数 518-19 


G 


Gain (see Steady-state gain) 

Gain function 

Generalized least squares estimation 
in linear regression model with 


correlated errors 
H 
Hannan-Rissanen procedure 


I 


Identification 
as a means of avoiding parameter 
of ARMA process 
of degree of differencing 
of gas furnace data 
redundancy 
of multiplicative process 
of series A-F 
of transfer function-noise models 
stages in 
use of autocorrelation function in 
use of canonical correlation in 
use of partial autocorrelation 
function in 
Impulse response function 
continuous 
discrete 
idenification of 
of general discrete model 
relationship between discrete and 
continuous 
Impulse response weights 
Information matrix 
Initial estimates 
of ARMA parameters 
of autoregressive parameters 


of moving average parameters 


增益 ( 见 稳 态 增益 ) 

增益 函数 519 

误差 相关 线性 回归 模型 的 广义 最 小 
二 乘 估计 417-18 


Hannan 一 Rissanen 方法 230 


识别 “19-20 

作为 避免 参数 元 余 的 一 种 方法 305-306 
ARMA 过 程 的 ~ 214—16,225-31 
差分 阶 数 的 全 ”212-13,237-42,475 
煤气 炉 数据 的 人 478-81,483-84 


乘积 过 程 的 ~ 394-96 

序列 A- 下 的 人 216-25 

传递 函数 -RERE ~ 474-87 
~ 328 212 

~ AR Be EMH 212-15 
~ 中 典型 相关 的 使 用 225-29 

~ 中 偏 相 关 函 数 的 使 用 212-15 


脉冲 响应 函数 ”4,14,428-29 
连续 ~ 432 
离散 ~ 429 
~ 的 识别 476-78 
一 般 离散 模型 的 ~ 437-38 
离散 与 连续 ~ 人 之 间 的 关系 449 


脉冲 酮 应 函数 429 
信息 阵 278,293-98,350,401-402 
初 估计 “231-36,251--55 
ARMA 参数 ~ 235-36,251-55 
自 回 归 参 数 ~ 234-35 
滑动 平均 参数 ~ 231-33 
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of multiplicative process 
of residual variance 
of transfer function parameters 
Innovations 
algorthm for recursive computa- 
tions of 
in state space model 
Innovations form of exact likelihood 
function for ARMA model 
Integral control 
Integrated moving average models 


difference equation form 
inverted form 


of order(0,1,1) 
of order(0,2,2) 
of order(0,2,3) 
of order (0,d,q) 
random shock form 


with added noise 

with deterministic drift 
Interpolation charts for adjustment 
Intervention analysis 

models for 

example of 
Invertibility 

of ARMA(1,1)process 


of first-order moving average process 


of general moving average processes 


of second-order moving average 


process 
J 

Joint probability distribution 
K 


Kalman filtering 
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FAR IL PEA ~ 296-97 
残 差 方差 的 ~ 242 
传递 函数 参数 ~ 481 
新 息 189-91,317-18 
~ 的 递 推算 法 317-19 


状态 空间 模型 的 全 190,317--18 
ARMA 模型 精确 似 然 函 数 的 -- 
形式 317-19,545 
积分 控制 ”561,565,570 
求 和 滑动 平均 模型 124-37 
~ 的 差分 方程 形式 125,130-31, 
135 
~ 的 逆转 形式 ”127-28,134-35,， 
136 
(0,1,1) Br ~ ”125-30,144-45,147 
(0,2,2) Br ~ 130-35 
(0,2,3) Br ~ 137 
(0,d,q) Br ~ 135-37 
~ 的 随机 冲击 形式 ~ = 127,132-34, 
135-36 
带 有 附加 噪声 的 ~~ 147-419 
带 有 确定 偏差 的 ~ 144-45 
用 于 调整 的 内 插图 581-82 
干预 分 析 527-34 
~ 模型 ”527-30 
~ 实例 530-31 
可 逆 性 56-57 
ARMA(1,1) $R ~ 91 
一 阶 滑动 平均 过 程 的 人 56,82 
一 般 滑动 平均 过 程 的 人 78-79 
二 阶 滑动 平均 过 程 的 人 83 


联合 概率 分 布 26-27,323-24 


Kalman 滤波 189-90.916-18 


innovations 
Kalman gain matrix 
prediction relations 


updating relations 
L 


Lag 
Lagrange multiplier test 
(see Score statistic) 
Lead time 
Leading indicators 
Least squares estimates 
for ARIMA process 
for autoregressive processes 
for linear regression model | 
Likelihood function 
care in interpretation of 
conditional] 
exact 
for autoregressive moving average 
process 
for autoregressive process 
for moving average process 
in ARMA models with missing 
data 
innovations form 
using state space model 
Likelihood principle 
Linear difference equations 
Linear differential equations 
Linear filter 
stable 
Linear filter model 
autocovariance generating 
- function of 
invetibility 


spectrum of 


Kalman~ 新 息 189.316-17 
~Kalman 增益 阵 188,316 
~ 预报 关系 式 189,316 

~ 修正 关系 式 189,316 


Wa 27,31 
Lagrange RTH 
(见得 分 统计 ) 
提前 期 2-3,151,152 
领先 指标 505-16 
最 小 二 乘 估 计 259-62,329-32,415--17 
ARIMA 过 程 259-62 
EHTE ~ 345-48 
线性 回归 模型 ~ 329-32,415-17, 
似 然 函 数 ”256-62,316-20,332-44 
解释 ~ ME 275-76 
Ας.» 258-60 
精确 ~ 261-62,316—20,332-344 
ΗΒ ΗΠ ΡΊΞΗ ~ 336-41 


自 回 归 过 程 的 人 341-44 
滑动 平均 过 程 的 人 332-36 
数据 缺失 ARMA 模型 的 ~ 543-45 


新 息 形 式 317-18 

使 用 状态 空间 模型 的 ~ 316-20 
WR 257 
线性 差分 方程 14,138-43,436 
线性 微分 方程 14,436 
线性 滤波 9,15,428-29 

~ 的 稳定 性 ”9,14,430 
线性 滤波 模型 ”9,15,51-54 

~ 的 自 协 方 差生 成 函数 ”54-55,97 


~ 的 可 道 性 ”56-57 
~ 的 谱 56 
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stationarity 


Linearization of model 
M 


Maximum likelihood estimates 
conditional 
exact 
for ARMA processes 
for autoregressive processes 
standard errors 
variances and covariances of 
Mean | 
standard error of sample 
Minimum cost control 
(see Bounded adjustment) 
Minimum mean square error 
feedback control 
Minimum mean square eror 
forecasts 
Missing values 
in ARMA process 
estimation of 
use of state space model for - 
exact likelihood 
Mode! buiding 
iterative nature of 
parsimony 
Model diagnostic checking 
(see Diagnostic checking) 
Model inadequacy 
Model multiplicity 
Model selection 
AIC criterion 
BIC criterion 
of autoregressive models 
of ARMA models 


use of canonical correlation analysis 


use of linear esimation methods 
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平稳 性 52,56-57 
模型 的 线性 化 ”283-85,462-65 


极 大 似 然 估计 257 

条 件 258-59 

精确 人 261--62 

ARMA 过 程 的 人 258-62 

自 回归 过 程 的 人 345 

~ 的 标准 差 279-80 

~ 的 方差 和 协 方差 278-79 
均值 26-27 

ου 样本 标准 差 33,242-43 
最 小 代价 控制 

( 见 有 界 调整 ) 
最 小 均 方 误差 反馈 调整 566-68 


最 小 均 方 误差 预报 152-54,189-91 
192,505- 508 
ik FH 
ARMA 过 程 的 人 537-48 
~ 的 估计 544-48 
对 ~ 采用 状态 空间 模型 的 精确 
似 然 ”545-46 
建 模 
~ 的 反复 性 17-20,209-10 
简约 性 17-18,379,430 
模型 的 诊断 闻 检 验 
( 见 诊断 检验 ) 
模型 不 恰当 366-67,374-76 
模型 的 乘法 性 245-47 
模型 选择 
AIC 准则 230 
ΒΙΟ 准则 ”230 
自 回归 模型 的 ~ Τθ6-78,214-16 
ARMA 模型 的 214-16,225-31 
典型 相关 分 析 用 于 ~ 225-29 
线性 估计 方法 用 于 ~ 230-31 


Monitoring(control)charts 
cuscore(statistic) 
cusum(statistic) 

EWMA 
Shewart 

Moving average model(process) 
autocorrelation function 
Bayesian estimation 
covariance matrix of estimates 
exact likelihood function 
first-order 


infinite autoregressive representation 


initial estimates of 

invertibility 

multiple solutions for parameters 
second-order 

spectrum 


summary of properties 


Moving average process of infinite order 


Multiple solutions for moving average 
parameters 


Multiplicative seasonal models 


diagnostic checking 
estimation 
forecasting 
identification 

Multivarjate Normal distribution 
conditional distributions 
fistribution of quadratic form 
linear regression matrix 

N 

Noise 
effect on ARIMA process of added 
identification of model 
white 


Nomograms 


过 程 监视 (控制 ) 图 5,552 
得 分 统计 ~ 585-86 
Rit Bit ~ 552 
指数 权 滑动 平 均 ~ 552 
Shewart Æ ~ 552-54 
滑动 平均 模型 (过 程 ) 11,58-59 
自 相 关 函 数 80-81 
Bayes 估计 313-15 
估计 重 的 协 方差 阵 295,301 
精确 极 大 似 然 估计 332-36 
一 阶 ~ 81-83 
无 限 阶 自 回归 表示 79 
~ 的 初 估计 331-33,604-605 
ΠΗ 78-79 
~ 参数 估计 的 多 重 解 248-49 


二 阶 ~ 83-85 
i δι 
特性 综述 95-96 


无 限 阶 滑 动 平 均 过 程 51-54 
滑动 平均 参数 的 多 解 性 ”248-49 


乘积 季节 模型 ”380-84,404--406,， 
421-23 

诊断 检验 402-404 

估计 379-402,408 

预报 385-94,409-12 

118] 394-97,406—408 

READ 323,324-25 

条 件 分 布 324 

分 布 的 二 次 型 ”324 

线性 回归 阵 328 


ΜΕΤ 5,14-15,448 、 
附加 躁 声 对 ~ 的 影响 145-49 
模型 ~ 的 识别 ”482-84 
Á ~ 9,51-52 

诺 曼 图 (也 可 见 调 整 图 ) 6-7 
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Nonlinear estimation 
Nonmultiplicative seasonal models 
Nonstationary AR process 
Nonstationary models 

expected value of estimated 

autocorrelations 

test for unit proot 
Normal distribution 
Normal distribution theory 


O 


Observation equation of state model 
Order determination 
(see also Model gelection) 
for autoregressive model 
criteria 
Order selection criteria 
(see Model selection) 
Outliers 
models for detection of 
types of 
examples of analysis for 
Overfitting 


P 


Parsimony(sea Model building) 
Partial autocorrelation function 

estimation of 

of ARMA process 

of ARMA(1,1) process 

of first-order MA process 

of second-order MA porocess 

recursive computation of 

standard error of sample 

summary of properrties of 
Particular integral 

of linear difference equation 
Periodogram 

analysis of variance of 
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非 线 性 估计 283-93,400-401,490-92 
非 乘 积 季节 模型 404-408,422-23 

非 平 稳 AR 过 程 103-104,238-41 

非 平 稳 模 型 ”8,12-13,237-42 

~ 自 相 关 估 计 的 期 望 值 250-51 


~ 单位 根 检验 ”237-42 
正 态 分 布 323-25,607 
ΕΠΕ 321-25 


状态 空间 模型 的 量 测 方程 188-89 
定 阶 

(也 可 见 模 型 的 挑选 ) 

自 回归 模型 ~ 76-78,214-16 
~ 准则 230-31 
选 阶 准则 

( 见 模型 选择 ) 
异常 值 537-42 

~ 检测 模型 536-39 

~ 类 型 ”535-36 

~ 分 析 实 例 540-41 
MHA 357-58 


简约 性 ( 见 建 模 ) 

MAX RR 73-76 
~ 估计 76-77,98-100 
ARMA 过 程 的 人 89-90 
ARMA(1,1) $R ~ 93-94 
一 阶 ΜΑ YAR ~ 82-83 
二 阶 MA 过 程 的 人 83-85 
~ 的 递 推 计算 98-100 
样本 ~ 的 标准 差 77-78,216 
~ 特性 综述 214-15 

特 解 ” 116-17 
线性 差分 方程 的 ~ 139,142-43 

周期 图 38-39 
~ 的 方差 分 析 39-41 


cumulative 
Phase function 
Pi-weights 
Portmanteau lack-of-fit test 
approximate distribution of 
Positive definiteness 
of an autocovariance function 
of an autocovariance matrix 
Prediction(see Forecating) 
Prewhitening 
Probability distributions 
bivariate Normal]. 
chi-square 
F-distribution 
multivariate and marginal Normal 
distributions 
multivariate and marginal 
t-distributions 
Normal distribution 
Student’s t-distribution 
Probability limits of forecasts | 
Process adjustment 
complementary role to process 
monitoring 
inclusion of the cost of monitoring 
using bounded adjustment 
using constrained control 
using feekback control 
using rounded adjustment 
Process monitoring 
automatic 
engineering 
statistical 
Process monitoring 
complementary role to process 
adjustment 
cost 


Process regulation 


累积 ~ 370-71,403-404 
180 58 519 
WH 52-54,88,121-23 
拟 合 不 足 的 一 揽 子 检验 363-64 
~ 的 近似 分 布 363 
正定 性 29 
自 协 方差 函数 的 ~ 29-30 
BEA ZRH ~ 29-30 
预报 ( 见 Forecating) 
MARHE 477-78 
概率 分 布 322-29 
SHERE ~ 325 
X Fi ~ 323,324,608 
F—4}% 322,327 
正 态 分 布 的 多 维和 边际 ~ 323-25 


多 维和 边际 t THN ~ 326-29 


EAD 323,607 

FÆ t- 306,609 
预报 概率 限 2-3,162-66,193 
过 程 调整 549,555-57,559 

~ 与 过 程 监视 的 互补 作用 572-74 


监视 代价 计 入 ~ 582-84 
采用 有 界 调 整 的 ~ 578-82 
采用 有 约束 控制 的 人 576-77 
采用 反馈 控制 的 八 557-78 
采用 范围 调整 的 ~ 571-72 
过 程控 制 5,460 
自动 人 5,460 
工程 人 5,460 
统计 ~ 5,460,552-54 
过 程 监 视 459,552-54,559 
~ 的 互补 作用 572-74 


~ ARB 582-84 


过 程 调节 ( 见 过 程 调整 ) 
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(see Process adjustment) 
Proportinoal-integral control 
Psi-weight 

use for updating forecasts 
Pulsed input 


response of continuous system to 


Q 


Quadratic likelihood functions 
Quality control charts 
(see Monitoring charts) 


R 


Random walk process 
Recursive calculation 
in Kalman filtering 
of autoregresive coefficients 
of forecasts 
of innovations 
of partial derivatives 
of residunals 
Redundancy in parameterization 
Refrence distribution 
Regression model 
Residual autocorrelations 
asymptotic properties of 


use for diagnostic checking | 


Residual variance estimate 


Residuals 
as one step ahead forecast errors 
autocorrelations of 
diagnostic checks applied to 
of estimated ARMA model 
use to modify model 
Restricted control schemes 
(see Constrained adjustment) 
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比例 积分 控制 ”561,566,569-72,577 
qp- δ 53,88,113-15,159-61 
用 于 预报 修正 的 ~ 162-64 
脉冲 输入 449 
连续 系统 对 ~ 的 响应 
449-51,457—62 


= KR BR 275-79 
质量 控制 图 
( 见 监视 图 ) 


随机 游 动 过 程 130 
递 推 计算 
Kalman 滤波 的 ~ 190-91,317-18 
自 回归 系数 的 ~ 98-100 
预报 的 人 155-59 
新 息 的 ~ 317-20 
ή» 287-92 
RIK ~ 361 
参数 化 元 余 304-307 
参数 分 布 553-54 
回归 模型 ”329--32,415-21 
残 差 自 相关 
~ 的 渐 近 性 质 361-63 


用 于 诊断 检验 的 ~ 361-66,402-403, 
493-95 


残 差 方差 的 估计 279,286,292,299,310, 
330-31,345 
残 差 
即 为 提前 一 步 预报 的 误差 ”154,192 
~ KAA 361-63,494-96 
应 用 于 ~ 的 诊断 检验 356-Τ4,492-93 
估计 ARMA 模型 的 全 361-62 
用 于 模型 改进 374-76 
有 限制 控制 
( 见 有 约束 控制 ) 


Roots of characteristic equation 
Rounded adjustment 


S 


Sample spectrum 
link with sapmle autocovariance 
function 
Sampling interval,choice of 
Score statistic 
for model checking 
Seasonal component 
adaptive 
deterministic 
Seasonal models 
Second-order autoregressive processes 
Second-order moving average processes 
Second-order systems 
Spectral density function 
advantages and disadvantages 
examples of 
of autoregressive process 
of mixed ARMA process 
moving average process 
Spectral representation 
of autocovariances from 
a stationary process 
Spectrum 
estimation of 
of linear process 
Stability 
Starting values 
determination from backward 
process 
for conditional calculation 


for exact calculation 


State equation of state space model 


特征 方程 的 根 62-63,68-69,434-36,445 


范围 调整 571 


FRA 42 


与 心 样本 自 相关 函数 的 联系 ”49-50 


~ 采样 区 间 的 选择 501-503,598-602 


得 分 统计 
用 于 模型 检验 的 人 267-70 
季节 分 量 379-80,412-13 
ΗΕ» 381 
确定 性 ~ 413-15 - 
季节 模型 377-415,421-23 
二 阶 自 回归 过 程 67-73 
二 阶 滑动 平均 过 程 83-85 
二 阶 系统 434-36,443-45,454-55 
谱 密 度 函 数 45 
ον 的 优点 与 不 足 48 
~ 实例 46-47 
自 回 妇 过 程 的 一 65,67,71 
混合 ARMA 过 程 的 必 90 
滑动 平均 过 程 的 ~ 81,82,85 
谱 表 示 
平稳 过 程 自 协 方差 的 ~ 43-44 


i 4245 
~ hit 44-45 
线性 过 程 的 人 56,98 
稳定 性 ”9,14,429,436-37 
初始 值 249,259,262,488 
反 向 过 程 确 定 的 ~  249,261-62, 
266-68 
用 于 条 件 计 算 的 ~ 259-60 


用 于 精确 计算 ~ ΚΙ 263-70,333-35, 


337-39 


状态 空间 模型 的 状态 方程 188,316- 18, 


544 
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State space model 
Kalman filter for 


representation for ARMA models 


time-invariant 
use for exact likelihood 
of ARMA model 
use for exact likelihood 
with missing data 
State vector 
covariance matrix of , 
in ARMA model 
in state space model 
in state space representation 
of ARMA model 
Stationarity | 
of ARMA process 
of ARMA(1,1)process 
of autoregressive process 
of first-order AR process 
of linear functions 
of linear process 
of second-order AR process 
weak 
Stationary models 
Steady-state gain 
Step response 
of general discrete model 
Stochastic models 
Stochastic process 
bivariate 
Gaussian(Normal) 
statinoary 
Structural component models 
Student’ t-distribution 
Sum of squares function (see Condi- 
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状态 空间 模型 188-91,316-18,543 
用 于 ~ 的 Kalman 滤波 190,317， 
543-45 
ARMA 模型 的 ~ 表示 188-89, 
316-18 
非 时 变 ~~ 189 
用 于 ARMA 模型 精确 似 然 
的 ~ 316-20 
用 于 使 失 数 据 精确 似 然 
的 ~ 544-46 
状态 向 量 
ARMA 模型 ~ 的 方差 阵 191,317-18 


状态 空间 模型 的 ~ 188-89 
ARMA 模型 状态 空间 表示 

的 ~ 188,316-18 
平稳 性 ”9,26-28,52,56 
ARMA Wf ~ 87-88 
ARMA(1,1) t#H~ 91 
自 回归 过 程 的 ~ 60-62 
一 阶 自 回 归 过 程 的 61,65 
线性 函数 的 ~ 31 
线性 过 程 的 人 56 

二 阶 AR 过 程 的 ~ 67 
ο 31 
平稳 模型 8,51-100,237 
RAR NMR 428,438 
阶 腾 响应 ”433 

一 般 离 散 模 型 的 人 ~ 459-40 
随机 模型 7-13 
随机 过 程 7-8,26—29 
WH ~ 467-68 
Gauss(JE#)~ 31 
平稳 性 ~ 26-33 
结构 分 量 模型 412-13 
学 生 t- 分布 “326-29,609 
FAMAK ( 见 条 件 平方 和 函 教 


tional sum of squares function 
and Unconditional sum of 
squares function) 


Sum of two moving average processes 


Summation operator 
T 


Tables,collection of 
Test for 
adequacy of forecasts 
order of autoregressive model 
unit root in univariate model 
white noise 
Three-term controllers 
integral 
proportional-integral 
Time constant 
Time series 
collection of 
mean and variance 
Transfer function 
estimation of 
form for ARMA models 
of a linear filter 
Transfer function models 
computation of output 
discrete 
first-order continuous 
first-order discrete 
lack of uniquencess 
nonlinear models 
relation between discrete and 
continuous 
second-order continuous 
second-order discrete 
Transfer function-noise models 


design of experiments to estimate 


及 非 条 件 平 方 和 函数 ) 


两 个 滑动 平均 过 程 之 和 145 
求 和 算 子 13,105-107 


表格 汇集 ”604-609 
检验 
预报 的 适当 性 ~ 632-33 
ΕΙΡ ΗΒ ΜΗ» 77-78 
单 变量 模型 的 单位 根 ~ 237-41 
Bae ~ 363-64 
三 项 控制 ”560-61 
积分 ~ 561,566,570 
比例 积分 ~ 561,566,569-72 
时 间 常 数 ”432-33 


时 间 序 列 23-25 


~ 汇集 6011-25 
~ 的 均值 和 方差 ”26-27 
传递 函数 9,428 
~ 的 估计 3-4,487-92 
ARMA 模型 的 ~ BX 59-60 
REWE ~ 14,428 
传递 函数 模型 4,7,13-15,427,465 
~ 输出 的 计算 446-48 
离散 ~ 428-30,436-38 
一 阶 连 续 ~ 431-33 
一 阶 离散 ~ 440-42,452--54 
~ 唯一 性 的 欠缺 «86-87 
非 线性 模型 的 人 462-63 
离散 和 连续 ~ 之 间 的 关系 ”449,， 
455—56 
=PBR~ 434-36 
二 阶 离散 ~ 443-45,454-55 
传递 函数 - 噪声 模型 15,448,474 
为 估计 ~ 的 试验 设计 516-17, 
520-24 
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diagnosticchecking 
Transfer function-noise models(cont.) 
estimation 
identification 
multiple inputs 
preliminary estimates 
Trend 


U 


Unconditional sum of squares 
function 
Unit circle 
Unit root 
in ARMA processes 
testing for,in univariate models 
Updating forecasts 
in ARIMA model 
in seasonal ARIMA models 


in state space model 


Variance 
of ARMA process 
of autoregressive process 
of maximum likelihood estimates 


of moving average process 


Variance of forecast errors ~ 


linear process 
using state space model 
(0,1,1)process 
(0,2,2) process 
(1,0,0) process 
(1,0,1) process 
Variogram 
of first-order autoregressive process 
of IMA(0,1,1) process 


Ww 


Weak stationarity 
Weights( see Pi-weights and 
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ο” 的 诊断 检验 492-93,498-500 
传递 函数 噪声 模型 (连续 ) 

~ 的 估计 487-92,497-98 

~ 的 识别 474-87,518-19 

多 输入 ~ 502-505,518-20 

~ 的 初步 估计 481 
趋势 ”110,378--79,412-15 


TERE EA MGM 261-71, 
333-35, 337-38,342—44 
单位 圆 56,61-62,79 
单位 根 12-13,104-109 
ARMA WHA ~ 238-40 
单 变量 模型 的 ~ WH 237-41 
预报 修正 
ARMA 过 程 ~ 162-64 
季节 ARIMA 过 程 的 ~ 390-91 
状态 空间 模型 ~ 190 V 


方差 ”26-27 
ARMA 过 程 的 人 90,92 
自 回归 过 程 的 人 64,66,71 
极 大 似 然 估计 的 ~ 277-79,294 
滑动 平均 过 程 的 全 80,81,83 
预报 误差 方差 
线性 过 程 的 全 154 
状态 空间 模型 使 用 的 ~~ 190-91 
(0,1,1) 过 程 的 ~ 174-75 κ 
(0,2,2) 过 程 的 ~ 179 
(1,0,0) 过 程 的 ~ 182 
(1,0,1) WHA ~ 186 
方差 图 562-63 
一 阶 自 回归 过 程 的 ~ 562-63 
IMA 过 程 的 ~ 562-63 


弱 平 稳 性 δι 
权 数 ( 见 π- 权 和 Y- 权 ) 


ME 


Psi-weights) 
White noise (process) 
effect on ARMA model of added 
Wold representation of stationary 
process 


Wolfer’s sunspot numbers 


Y 


Yule-Walker equations 


Yule-Walker estimates for autoreg- 
ressive model 


recursive calculation of 


ΗΜ GY) 9,51-52 
附加 ~ 对 ARMA 模型 的 影响 147-48 
平稳 过 程 的 Wold 表示 51-52 


Walf KPA FH 100,217,219,221, 
234,614 


Yule-Walker 方程 63,64,69~70,74-75, 
76,98-160,234,299,348 

自 回归 模型 的 Yule-Walker 估计 64, 
67,98-100,234,298-300,348-49 
~ 的 递 推 计算 ”98-100 
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